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1) Uma função de distribuição G(·) é estável através do máximo se
para todo inteiro positivo k, existem constantes αk e bk tais que

Gk(αkx+ βk) = G(x), ∀ x ∈ R.
Prove que as funções de distribuições

W ∗
1 (x) = e−(−x)α se x ≤ 0, α > 0
W ∗

2 (x) = e−x
−α se x > 0, α > 0

∧∗(x) = e−e
x
, −∞ < x <∞

são estáveis através do máximo.

a)(
e−(−αkx−βk)α

)k
= e−(−x)α ⇔ e−k(−αkx−βk)α = e−(−x)α ⇔ k(−αkx−βk)α = (−x)α

⇔ (−k1/ααkx−k1/αβk)α = (−x)α ⇔ k1/ααkx+k1/αβk = x⇔ αk = k−1/α e βk = 0.

b)(
e−(αkx+βk)−α

)k
= e−x

−α ⇔ e−k(αkx+βk)−α = e−x
−α ⇔ k(αkx+βk)−α = x−α

⇔ (k−1/ααkx+k−1/αβk)−α = x−α ⇔ k−1/ααkx+k−1/αβk = x⇔ αk = k1/α e βk = 0.

c)[
e− exp [−(αkx+βk)]

]k
= e−e

−x ⇔ e−k exp [−(αkx+βk)] = e−e
−x ⇔ k exp [− (αkx+ βk)] = e−x

⇔ eln(k) exp [− (αkx+ βk)] = e−x ⇔ exp (ln(k)− αkx− βk) = e−x

⇔ αkx+ βk − ln(k) = x⇔ αk = 1 e βk = ln(k).
2)
∃ x0 tal que F (x0) = 0 e F (x0 + ε) > 0 ∀ε > 0.

F (x) =


0 se x < 0∫ x

0
2y
θ2 dy = x2

θ2 se 0 ≤ x ≤ 1
1 se x > 1

,

então x0 = 0.
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lim
t→0

F (xt+ x0)
F (t+ x0)

= lim
t→0

F (xt)
F (t) = lim

t→0

x2t2/θ2

t2/θ2 = x2,

então α = 2.

Note que a inversa de F (·) é F−1(x) = θ
√
x, pois valem

F
(
F−1(x)

)
= F

(
θ
√
x
)

= θ2x

θ2 = x

e

F−1 (F (x)) = F−1
(
x2

θ2

)
= θ

√
x2

θ2 = x.

Assim, an = F−1(1/n) = θ
√

1
n

= θ√
n
e bn = 0. Portanto

X(1:n) − 0
θ√
n

D→ 1− e−(x)2
.

Para construir o intervalo assintótico com 90% de confiança para θ
temos que encontrar os quantis 5% e 95%. Comecemos com o quantil
5%.

1−e−(x)2 = 0, 05⇔ 0, 95 = e−(x)2 ⇔ ln(0, 95) = −(x)2 ⇔
√
− ln(0, 95) = q0,05.

1−e−(x)2 = 0, 95⇔ 0, 05 = e−(x)2 ⇔ ln(0, 05) = −(x)2 ⇔
√
− ln(0, 05) = q0,95.

Assim

P

√− ln(0, 95) < X(1:n) − 0
θ√
n

<
√
− ln(0, 05)

 = 0, 9

P

(√
− ln(0, 95) <

√
nX(1:n)

θ
<
√
− ln(0, 05)

)
= 0, 9

P

 1√
− ln(0, 05)

<
θ√

nX(1:n)
<

1√
− ln(0, 95)

 = 0, 9

P

 √
nX(1:n)√
− ln(0, 05)

< θ <

√
nX(1:n)√
− ln(0, 95)

 = 0, 9 ,

logo um IC assintótico com 90% de confiança para θ é dado por

IC90%(θ) =
 √nX(1:n)√
− ln(0, 05)

;
√
nX(1:n)√
− ln(0, 95)

 .
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3)
ξ0,5 é a mediana da distribuição e seu estimador, ξ̂0,5, é dado por

Xn:k, em que k = bn/2c é o piso de n/2 e Xn:k é o k−ésimo número
considerando a ordem crescente. Primeiro encontaremos a mediana
populacional,

F (ξ0,5) = 0, 5⇔ 1−e−(λξ0,5)2
= 0, 5⇔ 0, 5 = e−(λξ0,5)2

⇔ − ln(0, 5) = (λξ0,5)2

⇔
√
− ln(0, 5) = λξ0,5 ⇔

1
λ

√
ln(2) = ξ0,5.

Agora precisamos obter f (ξ0,5). Note que

f(x) = F ′(x) =
[
1− e−(λx)2]′ = 2λ2xe−(λx)2

e

f(ξ0,5) = f
(1
λ

√
ln(2)

)
= 2λ2 1

λ

√
ln(2)e−

(
λ 1
λ

√
− ln(0,5)

)2

= 2λ
√

ln(2)e−
(√
− ln(0,5)

)2

= 2λ
√

ln(2)eln(0,5) = 2λ
√

ln(2)0, 5 = λ
√

ln(2).

Agora faremos um intervalo de confiança assintótico para λ usando
o seguinte resultado

√
n (Xn:k − ξp) D→ N

(
0, p(1− p)

[f (ξp)]2

)
.

Para montar o intervalo de confiança utilizaremos a mediana, ξ1/2 =
1
λ

√
ln(2), o que nos dá f

(
ξ1/2

)
= λ

√
ln(2) e neste caso

p(1− p)
[f (ξp)]2

= 1/4
λ2 ln(2) = 1

4λ2 ln(2) ,

portanto, assintoticamente,

P

Z0,025 <

√
n
(
Xn:k − 1

λ

√
ln(2)

)
√

1
4λ2 ln(2)

< Z0,975

 = 0, 95

P
(
Z0,025 < 2

√
nλ
√

ln(2)
(
Xn:k −

1
λ

√
ln(2)

)
< Z0,975

)
= 0, 95

P
(
Z0,025 < 2

√
n
√

ln(2)
(
λXn:k −

√
ln(2)

)
< Z0,975

)
= 0, 95

P

 Z0,025

2
√
n
√

ln(2)
< λXn:k −

√
ln(2) < Z0,975

2
√
n
√

ln(2)

 = 0, 95
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P


√

ln(2)
Xn:k

+ Z0,025

2
√
n
√

ln(2)Xn:k
< λ <

√
ln(2)
Xn:k

+ Z0,975

2
√
n
√

ln(2)Xn:k

 = 0, 95 ,

em que Z0,025 = −1, 96 e Z0,975 = 1, 96.

Logo um intervalo assintótico com 95% de confiança para λ é dado
por

IC95%(λ) =

√

ln(2)
Xn:k

+ −1, 96
2
√
n
√

ln(2)Xn:k
;

√
ln(2)
Xn:k

+ 1, 96
2
√
n
√

ln(2)Xn:k

 .
4)
a) F (ξ0) = 0 se ξ0 = 0 e

F ′ (ξ0) = 4x
θ2

∣∣∣∣
x=0

= 0,

F ′′ (ξ0) = 4
θ2

∣∣∣∣
x=0
6= 0.

Assim F (·) tem ponto terminal de ordem 1 em ξ0 = 0.

b) Precisamos encontrar an e bn. bn = 0 e

an =
[

(m+ 1)!
nF (m+1) (ξ0)

] 1
m+1

=
[

(1 + 1)!
nF (1+1) (0)

] 1
1+1

=
[

2
n4/θ2

] 1
2

=
[
θ2

2n

] 1
2

= θ√
2n
.

c) Assintoticamente,

P
(
X(n:1) > 150

)
= 1−P

(
X(n:1) ≤ 150

)
= 1−P

X(n:1) − 0
θ√
2n

≤ 150− 0
θ√
2n


= 1−

(
1− e−2 150

√
2n

θ

)
= exp

(
−2150

√
2n

θ

)
mas θ = 10000 e n = 100, portanto temos

= exp
(
−2150

√
200

10000

)
= exp

(
−300

√
200

10000

)
= exp

(
−3
√

200
100

)
= exp

(
−3
√

2
10

)
= 0, 6542.

5)
a) Xi

iid∼ Laplace(0, 1/λ).
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Se x < 0

F (x) =
∫ x

−∞

1
2λe

−|t|/λdt = 1
2λ

∫ x

−∞
et/λdt = 1

2λ λe
t/λ
∣∣∣x
−∞

= ex/λ

2 .

Note que

lim
x→−∞

f(x)
F (x) = lim

x→−∞

1
2λe
− |x|

λ

ex/λ

2

= lim
x→−∞

1
λ
e
x
λ

ex/λ
= 1
λ
.

Quando x é negativo podemos escrever f ′(·) como

f ′(x) = 1
2λ2 e

x
λ

e portanto

lim
x→−∞

f ′(x)
f(x) = lim

x→−∞

1
2λ2 e

x
λ

1
2λe

x
λ

= 1
λ
.

Continuando este processo vemos que

1
λ

= f(x)
F (x) '

f ′(x)
f(x) '

f ′′(x)
f ′(x) ' . . .

quando x→ −∞.
b)

F (ξ0,n) = 1
n
⇔ eξ0,n/λ

2 = 1
n
⇔ eξ0,n/λ = 2

n
⇔ ξ0,n = λ ln

( 2
n

)
= bn.

f (ξ0,n) = 1
2λ exp

(
−
∣∣∣∣λ ln

( 2
n

)∣∣∣∣ /λ) = 1
2λ exp

(
−
∣∣∣∣ln( 2

n

)∣∣∣∣)
= 1

2λ exp
(
−
∣∣∣∣− ln

(
n

2

)∣∣∣∣) = 1
2λ exp

(
− ln

(
n

2

))
= 1

2λ
2
n

= 1
nλ
,

assim

an = 1
nf (ξ0,n) = 1

n 1
nλ

= λ.

c)

1− exp
(
−eξ0,95

)
= 0, 95⇔ 0, 05 = exp

(
−eξ0,95

)
⇔ − ln(0, 05) = eξ0,95

⇔ ln (− ln(0, 05)) = ξ0,95.

1− exp
(
−eξ0,05

)
= 0, 05⇔ 0, 95 = exp

(
−eξ0,05

)
⇔ − ln(0, 95) = eξ0,05

⇔ ln (− ln(0, 95)) = ξ0,05.
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Assintoticamente,

P

(
ln (− ln(0, 95)) < Xn:1 − bn

an
< ln (− ln(0, 05))

)
= 0, 90

P

ln (− ln(0, 95)) <
Xn:1 − λ ln

(
2
n

)
λ

< ln (− ln(0, 05))
 = 0, 90

P
(

ln (− ln(0, 95)) < Xn:1

λ
− ln

( 2
n

)
< ln (− ln(0, 05))

)
= 0, 90

P
(

ln
( 2
n

)
+ ln (− ln(0, 95)) < Xn:1

λ
< ln

( 2
n

)
+ ln (− ln(0, 05))

)
= 0, 90

P

(
Xn:1

[
ln
( 2
n

)
+ ln (− ln(0, 05))

]−1
< λ < Xn:1

[
ln
( 2
n

)
+ ln (− ln(0, 95))

]−1)
= 0, 90.

Logo um intervalo assintótico com 90% de confiança para λ
é dado por

IC90%(λ) =
[
Xn:1

[
ln
( 2
n

)
+ ln (− ln(0, 05))

]−1
;Xn:1

[
ln
( 2
n

)
+ ln (− ln(0, 95))

]−1]
.
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