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Sexta Lista de Exercicios
Prof. Vanderlei da Costa Bueno
Resolucao da lista 6

1) Seja (X,,)n>1 uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas com distribuicao uniforme no intervalo
(—1,1). Defina a varidvel

Y, = min{|X,|, | Xa|, ... | Xa}-

Mostre que Y,, converge em probabilidade para 0.
(Resposta)

Note que | X;] % U(0,1), possui densidade fixi(x) = L1)(x) e por-
tando sua funcao de distribuicao é

Fix, () = 2101 (2) + Ipo0) (7).
Agora encontraremos a distribui¢ao de Y,, = min(|X4|,...,|X,]|).

Gv,(y) = P(Yy <y) = P(min(|Xy],..., |Xa]) <) = 1=P (min(| X3 ], ...

=1=-P(Xa[>y,....[Xul > y)

2 JIP(X] >y E1-[P(IXi| > 9" =1 (1 —y)",
=1
entao
v, (y) =Gy (y)=1—1—y)") =nl—y)" Lony),
logo Y,, ~ Beta(1,n).

[ Xnl) > y)

e [yl —y)"ldy  Beta(r+1,n)  foran  D(r+1)D(n+1)
" Beta(l,n)  Beta(l,n) Fr((lr)jr(g) - T(r+n+1)
assim
rer 1 1
['(n+2) n+1
re)r 1 2
E[v?] = B)In+1)
I'(n+3) (n+1)(n+2)
e
2 1 2 2—n—2
Var (Y,,) = - _nte-n = n

i+ Dn+2) m+1? (nt12m+2)  (n+DP(n+2)
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Como lim,, o E[Y,] =0 e lim,,_,, Var (Y,,) = 0 entao Y, £ 0.

2) Seja (X,,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas com distribui¢ao exponencial de parame-
tro A. Prove que a sequéncia (X?2),> satisfaz a Lei Forte dos Grandes
Numeros.

(Resposta)

E[[X?] = E[X}] = & < oo, portanto as varidveis X7 sdo integré-
veis, tém média % e iid dai segue que vale a Lei Forte dos Grandes
Numeros.

3) Seja (X,,)n>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas com distribuicao de Bernoulli com para-
metro p, 0 < p < 1. Defina ¥V, = (a7_, X;)=

a) Calcule P(Y,, > 0) e E[Y,].

b) Verifique se Y,, converge em probabilidade.

(Resposta)

Note que como X; s6 pode assumir dois valores, zero e um, en-
< 1 L . .
tao (mp_;Xx)» também sé pode assumir dois valores, zero e um. Em

particular, Y,, = 1 quando X; = 1,...,X,, = 1 e Y, = 0 quando
3j€{l,...,n} tal que X; = 0. Entao

N ptsey=1
P(Yn_y)_{ 1_pnsey:O )

logo Y,, ~ B(p") e consequentemente

Var (Y,) = p"(1 —p").

Finalmente,

lim E[Y,] = lim p" =0

n—o0 n—oo

lim Var(Y,,) = nh_)rglop”(l —p") =0,

n—0o0

portanto Y,, £o.
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4) Seja (X,)n>1 uma sequéncia de variaveis aleatoérias, X,, com dis-
tribuicio N(n,0?). A sequéncia de varidveis (X,,),>1 converge em dis-
tribuicao?

(Resposta)

Nao converge em distribuicao. Esta resposta é bem intuitiva pois a
média desta normal cresce indefinidamente. Mas podemos ver isto a
partir da fungao caracteristica da normal ¢x, (t) = e""e—a%t/2.

. . itn 2 _ L, 2 . itn __ 2 . -
lim gy, (t) = lim e™e—0"t/2 = e—0°t/2 lim €™ = e—0"1/2 lim cos(tn)+isen(tn),

que nao converge para nehuma funcao caracteristica.

5) Seja (X,,)n>1 uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas com distribuicdo de Cauchy padrao. Ve-
rifique se 25 > X; =P,

(Resposta)

Um resultado importante acerca da distribuicao Cauchy padrao é que
sua funcio caracteristica, ¢y, (t), é dada por e/l Agora calcularemos
a funcao caracteristica de n—lz >, X, utilizando o fato de que, quando
as variaveis sao independentes, a funcao caracteristica da soma é o
produto das fungoes caracteristicas individuais.

ooy t) =B [ ] —p [ D] — g

n2

ind T4 itxT ddt T t t\\" e i
— H]E[e n2X3:| :tHSOX1 <> = <90X1 <2)> =€ n2| =€ Inl.
j=1 j=1 n
Tomando o limite,

. )t _ ,
lim e Il =0 =1 = ¢0
n—oo

que claramente é uma funcao caracteristica, de fato é a funcao carac-
teristica da varidvel aleatoria degenerada no ponto 0, X*.
Pois

Y

ex:(t) =FE {e“X*} = s« P(X*=0)=e"%1=1.

< D
Entao -5 >, X; = 0.



6) Seja (X,)n>1 uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas com média p e varidncia o? < co. Deter-
mine o tamanho da amostra para que

— o
P(X, —pul < Z)~0,095.
(X —nl < 0
(Resposta)

Como 0% < 0o entdo via Teorema do Limite Central vemos que X,, ~
N (p, 2 , isto é, para n grande X,, possui distribuicao normal. Vamos
n

estudar o comportamento assintético de P <|Yn —pu| < 1%) ~ (,95.

_ X, -
p<|Xn_M|S0):p MS@ —p ZS@ :q)@’
10 o/y/n = 10 10 10
em que Z ~ N(0,1) e ®(-) é sua fungdo de distribuigao.
Temos que resolver a equagao

o <\1/Oﬁ> =0,9 & \1/(? = Zogs & Vn=10-Zy g5 < n = 100-(Zy95)* ,

como o quantil da normal padrao de ordem 0,95 é 1,64 entao

n =100 - 1,64% ~ 269.

Como 269 é um “n grande” entao vale a distribuicao assintética de
X, e concluimos a questao.

7) Seja (X,)n>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias independen-
tes e identicamente distribuidas com distribuigao N(0,1). Mostre que
n 2
% converge quase certamente.
=1 ?

(Resposta)

Note que podemos reescrever essa razao como

n 2 n 2 1 n 2
i=1 Xz i=1 X’L n 4-i=1 Xz

n

PUXZC2X 4 1) mA g XEPo2y X, I iyy oxzoolve X

Vale ressaltar que todos os momentos da distribuicdo normal sao fi-
nitos e ela é integravel, portanto podemos aplicar a lei forte dos grandes
numeros na média das variaveis X;. E

E [X7] = Var (X1) + (E[X)])* =1+ 0=1.
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Como E “Xlﬂ = E[X}?] =1 < oo entdo as variaveis X; e X? sao
integraveis. Pela lei forte de Kolmogorov temos

1 & q.c.
ﬁi;Xi:O

Finalmente
5 i X7 4 1 1
L+iyr X2-2iyn X, T 1+1-2x0 2
pois um resultado importante garante que a razao de duas sequéncias
de variaveis aleatérias que convergem quase certamente também con-

verge quase certamente se as sequéncias estao bem definidas (ou seja,
o denominador é zero um ntimero finito de vezes).

8) Seja ( n)n>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes,
com X,, ~ Exp(22). Mostre que vale a Lei forte dos Grandes Ntimeros.

(Resposta)
Note que, como trata-se de uma variavel nao negativa, vale

E[|X,|] =E[X,] = =22,

1 -n
Var (X,,) = @) =27"

Como as varidveis nao sao identicamente distribuidas entao temos

\a . ~ .
que verificar se Y7, % < 00, se isto for verdade entao vale a lei

2n/2

forte.

s Var ) o 27 > 1 > 1 w2

Y=Y =Y <Y =<

2 29n 2
n=1 n n=1 n 2 n=1 n
Logo vale a Lei Forte dos Grandes Numeros.

9) Seja (X,,)n>2 uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes,

com
1

logn

P(X,=0)=1- e P(X,=n)=

logn
Mostre que X,, = 0 mas x,, ndo converge em média quadrética.



6

(Resposta)
Seja € > 0,
1
lim P(| X, —0]>¢) = lim P(X, >¢) = lim P(X,, =n)= lim
n— 00 n—00 n— 00 n—00 ln(n>

logo X, 5 0, pois o resultado vale para todo € > 0.

Note que
1
E|[X2| =n*-
[ "] " In(n)’
como )
lim E [X2] = lim —— = +oo
n—00 n n—00 ln(n)

entdo E [X2] /A E[0] =0 e X,, ndo converge em média quadratica.

10) Seja (X,,)n>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias independen-
tes e identicamente distribuidas com média u e varidncia o? < oo.
Prove que o coeficiente de varia¢gdo amostral converge , em probabili-

dade, para o coeficiente de varicao populacional, isto é 2= —F 2.
X m

(Resposta)

—\2
S? = %Zﬁzl (Xi — Xn> e S, = \/S>g Podemos reescrever a razao
S,/ X, como

\/ iy, (Xi- Yn)z \/ iyr, (X2 -2XX,+X,)
- -

S i X Iy X
VIS X2 -2nX, + X)  JiYr X2-X
B Al X O aYmX

Como os X; tém variancia finita entdo sao integraveis. Como E [| X?|] =
E[X?] = Var(X;) + (E[X,])* = 0% + p? < 00 entdo os X? também sdo
integraveis.

Aplicando a lei forte temos




pois as fungoes continuas preservam a convergéncia.
Vale lembrar que a diferenca de duas sequéncias que convergem quase
certamente também converge quase certamente, assim,

n

—ZX?—YQ%'UQ—I—MQ—MQ:UZ.
=1

Como a raiz quadrada é uma func¢do continua, temos,

L& 2 g
—ZX,?—XZ(J%:VUQZU.
izt

Agora basta lembrar que a razdo entre duas sequéncias que conver-
gem quase certamente também converge quase certamente. E final-
mente obtemos

1 \n 2 _ X2
\/ﬁ i Xi — X, (AR o
Iyn x u
5 2ai=1<Vi 2
. q.c. N . . .
E assim temos ;—" - % Mas convergéncia quase certa implica con-
n
vergéncia em probabilidade e concluimos a questao com

X,

S p O
’n_>7

11) Seja X,, uma variavel aleatéria com distribuicdo x2. Prove que

Xn_n . . . o~
g, converge em distribuigao.

(Resposta)

Como E[X,] = n e Var(X,,) = 2n e a soma de qui-quadrados in-
dependentes tem distribui¢do qui-quadrado entao podemos reescrever
esta razao como

1 n

U R N v e |
i=1 X1 — 1 _ pZi=1Xa 2)]\/(0,1).

V2-n B 2/n
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