
0.1. Convergência em média quadrática. Os espaços vetoriais Lp, p ≥
1 são espaços de variáveis aleatórias X tais que E[|X|p] <∞, sem dis-
tinção entre variáveis aleatórias X e Y que são iguais quase certamente,

isto é P (X = Y ) = 1. Sob a norma ‖X‖p = (E[|X|p])
1
p é um espaço

completo em que toda sequência de Cauchy converge. Pela desigual-
dade de Jensen, se 1 ≤ p ≤ q, ‖X‖p ≤ ‖X‖q e Lq ⊆ Lp. Em nossas
notas estudamos o caso particular em que p = 2.

Definição 0.1. Seja (Xn)n≥1 sequência de v.a.(s) tal que E[|Xn|2] <
∞, n ≥ 1. Dizemos que a sequência converge em média quadrática
para uma variável aleatória X, com E[|X|2] < ∞, e denotamos por
Xn →mq X, se

lim
n→∞

E[|Xn −X|2] = 0.

A convergência em média quadrática tem um papel técnico na Teoria
da Probabilidade, em situações quando a informação sobre a sequência
de variáveis consiste das médias E[Xn], n ≥ 1 e das covariâncias E[(Xn−
µXn)(Xm−µXm)]. Em tais casos não conseguimos, em geral, trabalhar
com a função caracteŕıstica E[eitXn ] ou avaliar quantidades tais como
P (Xn ≥ ε) que são ferramentas para analisar convergência em dis-
tribuição e convergência quase certa, respectivamente. Ao contrário,
os momentos de segunda ordem são suficientes para determinar se
(Xn)n≥1 converge em média quadrática ou não. Enfim, podemos uti-
lizar o critério de Cauchy para provar a convergência

Teorema 0.2. Uma sequência (Xn)n≥1 de v.a.(s) tal que E[|Xn|2] <
∞ converge em média quadrática para uma variável aleatória X se, e
somente se

lim
n,m→∞

E[|Xn −Xm|2] = 0.

Prova: Observe o desenvolvimento quadrático:

|Xn −Xm|2 = |Xn −X|2 + |Xm −X|2 + 2|Xn −X||Xm −X|.
Pela desigualdade de Schwarz, se Xn →mq X temos

lim
n,m→∞

E[|Xn−X||Xm−X|] ≤ lim
n,m→∞

√
E[|Xn −X|2]E[|Xm −X|2] = 0.

Assim, sob tal hipótese

lim
n,m→∞

E[|Xn−Xm|2] = lim
n,m→∞

E[|Xn−X|2+|Xn−X|2+2|Xn−X||Xm−X|] = 0

e vale a condição necessária.
Por outro lado, se aceitamos que limn,m→∞E[|Xn −Xm|2] = 0 con-

clúımos a condição suficiente, pelo desenvolvimento quadrático acima,
que limn→∞E[|Xn −X|2] = 0.
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Observação 0.3. Procede da Desigualdade de Markov que

P (|Xn −X| > ε) ≤ E[|Xn −X|2]
ε2

.

e concluimos que a convergência em média quadrática implica em con-
vergência em probabilidade que, por sua vez, implica em convergência
em distribuição. Como indica o exemplo seguinte a convergência quase
certa não implica em convergência em média quadrática.

Exemplo 0.4. Seja uma sequência (Xn)n≥1 com P (Xn = 2n) = 1
n(n+1)

e P (Xn = 0) = 1− 1
n(n+1)

para todo n.

Temos que

∞∑
n=1

P (|Xn| >
1

m
) =

∞∑
n=1

P (Xn = 2n) =
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
<∞

e portanto Xn →qc 0.
Contudo

lim
n→∞

E[|Xn − 0|2] = lim
n→∞

E[X2
n] = lim

n→∞

22n

n(n+ 1)
=∞

e Xn 9mq 0.

Apesar do exemplo acima, existem situações em que a implicação é
verdadeira:

Teorema 0.5. Se (Xn)n≥1 é uma sequência de v.a.(s)e X é uma variável
aleatória tal que Xn →qc X e |Xn| ≤ Y , com E[Y 2] < ∞ , então
Xn →mq X
Prova: Se Xn →qc X, |Xn − X|2 →qc 0. Como |Xn| ≤ Y , q.c.para
todo n ≥ 1 temos também que |X| ≤ Y , q.c. e então |Xn − X|2 ≤
4Y 2, q.c.

Portanto, pelo teorema a convergência dominada temos

lim
n→∞

E[|Xn −X|2] = E[ lim
n→∞

|Xn −X|2] = 0.

Observação 0.6. Relação entre os tipos de convergência
Os teoremas, propriedades e cotra-exemplos analisados nos permite

organizar a seguinte relação entre os tipos de convergência:
Sejam (Xn)n≥1 e X variáveis aleatórias, então
Se

Xn →qc X ⇒ Xn →P X ⇒ Xn →D X

Em geral, o reverso das implicações não valem, contudo, se P (X =
k) = 1, onde k úma constante, vale Xn →D k ⇒ Xn →P k
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Em, adição

Xn →mq X ⇒ Xn →P X ⇒ Xn →D X

No existe uma relação entre convergência quase certa e convergência
em média quadrática, contudo, se (Xn)n≥1 é limitada por uma variável
aleatória Y ,|Xn| ≤ Y, qc , com E[Y 2] < ∞, então convergência quase
certa implica em convergência em média quadrática.

0.2. O teorema do limite central. Consideremos uma sequência de
variáveis aleatórias independentes (Xn)n≥1 definidas no mesmo espaço
de probabilidade (Ω,=, P ) e seja (Sn)n≥1 a sequência das somas parciais
definidas por Sn =

∑n
i=1Xi.

O problema do limite central trata da convergência em distribuição
das somas parciais normalizadas

Sn − E[Sn]√
V ar(Sn)

→D N(0, 1).

No caṕıtulo anterior analisamos uma solução quando as variáveis
aleatórias na sequência (Xn)n≥1 são independentes e identicamente dis-
tribuidas, com média µ e variãncia σ2 finita:

Sn − nµ
σ
√
n
→D N(0, 1).

Enunciamos o Teorema do limite Central de Lindeberg que dá condições
gerais para a validade da convergência ( para a prova ver Barry James).

Teorema 0.7. Lindeberg Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis
aleatórias independentes com E[Xn] = µn e V ar(Xn) = σ2

n <∞ e pelo
menos um σ2

n > 0. Sejam Sn =
∑n

i=1Xi e s2n = V ar(Sn) =
∑n

i=1 σ
2
i .

Se a condição de Lindeberg, isto é,

∀ε > 0, lim
n→∞

1

s2n

n∑
k=1

∫
{|x−µk|>εsn}

(x− µk)2dFk(x) = 0,

é satisfeita, então

Sn − E[Sn]√
V ar(Sn)

→D N(0, 1).
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Observação 0.8. A notação
∫
{|x−µk|>εsn}

significa que o cálculo da inte-

gral é feito na região (−∞, µk−εsn)∪(µk+εsn,∞). Se Xk for discreta
com função de probabilidade pk(xi), então∫

{|x−µk|>εsn}
(x− µk)2dFk(x) =

∑
{i:|xi−µk|>εsn}

(xi − µk)2pk(xi).

Por outro lado se Xk for absolutamente cont́ınua com função densi-
dade de probabilidade fk(x), temos

∫
{|x−µk|>εsn}

(x−µk)2dFk(x) =

∫ µk−εsn

−∞
(x−µk)2fk(x)dx+

∫ ∞
µk+εsn

(x−µk)2fk(x)dx.

Observe que

σ2
k =

∫
{|x−µk|>εsn}

(x− µk)2dFk(x) +

∫
{|x−µk|≤εsn}

(x− µk)2dFk(x),

de modo que a condição de Lindeberg pode ser escrita da seguinte
forma

∀ε > 0, lim
n→∞

1

s2n

n∑
k=1

∫
{|x−µk|≤εsn}

(x− µk)2dFk(x) = 1.

A condição de Lindeberg significa, basicamente, que as parcelas
Xk−µk
sn

da soma Sn−E[Sn]
sn

são uniformemente pequenas para n grande.
Por exemplo, a condição de Lindeberg implica

lim
n→∞

max1≤k≤n
σ2
k

s2n
= 0,

ou seja, para n grande, as variâncias das parcelas são uniformemente
pequenas em relação à variância da soma. Para ver isto, observe que
Para todo k,

σ2
k

s2n
=

1

s2n

∫
{|x−µk|>εsn}

(x− µk)2dFk(x)+

1

s2n

∫
{|x−µk|≤εsn}

(x− µk)2dFk(x) ≤

1

s2n

n∑
j=1

∫
{|x−µj |>εsn}

(x− µj)2dFj(x)+

1

s2n

∫
{|x−µk|≤εsn}

ε2s2ndFk(x) ≤
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1

s2n

n∑
j=1

∫
{|x−µj |>εsn}

(x− µj)2dFj(x) +
1

s2n

∫ ∞
−∞

ε2s2ndFk(x).

Este último termo não depende de k pois a última parcela é igual a
ε2. Portanto temos

max1≤k≤n
σ2
k

s2n
≤ ε2 +

1

s2n

n∑
j=1

∫
{|x−µj |>εsn}

(x− µj)2dFj(x)

que converge para ε2, pela condição de Lindeberg. Como vale para
todo ε > 0, temos o resultado

lim
n→∞

max1≤k≤n
σ2
k

s2n
= 0.

Do ponto de vista intuitivo, isso serve para justificar a afirmação: a
soma de um grande número de pequenas quantidades independentes e
de médias zero tem aproximadamente a distribuição normal.

Observemos que a condição de Lindeberg é formalmente mais forte
que a condição sobre o máximo das variâncias.

Como s2n =
∑n

k=1(x − µk)2dFk(x), a condição diz que, quando n é
grande, é pequena a parte da variância da soma devida às ”caudas” das
Xk situadas a mais de ε desvios-padrão sn das suas respectivas médias
µk.

É interessante, porém, que na presença da condição sobre o máximo,
a condição de Lindeberg torna-se necessária para a validade do teorema
do limite central:

Teorema 0.9. Feller
Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias independentes

com E[Xn] = µn e V ar(Xn) = σ2
n < ∞ e pelo menos um σ2

n > 0.
Sejam Sn =

∑n
i=1Xi e s2n = V ar(Sn) =

∑n
i=1 σ

2
i .

Se

lim
n→∞

max1≤k≤n
σ2
k

s2n
= 0

e
Sn − E[Sn]√
V ar(Sn)

→D N(0, 1),

então

∀ε > 0, lim
n→∞

1

s2n

n∑
k=1

∫
{|x−µk|>εsn}

(x− µk)2dFk(x) = 0.

O Lema seguinte será utilizado nos exemplos e exerćıcios:
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Lema 0.10. Para λ > 0,

lim
n→∞

1

nλ+1

n∑
k=1

kλ =
1

λ+ 1
,

de maneira que
∑n

k=1 k
λ é da ordem de nλ+1.

Prova:
Como xλ ≤ kλ se k − 1 ≤ x ≤ k e kλ ≤ xλ se k ≤ x ≤ k + 1 temos∫ k

k−1
xλdx ≤

∫ k

k−1
kλdx = kλ =

∫ k+1

k

kλdx ≤
∫ k+1

k

xλdx.

Portanto ∫ n

0

xλdx ≤
n∑
k=1

kλ ≤
∫ n+1

1

xλdx

e
nλ+1

λ+ 1
≤

n∑
k=1

kλ ≤ (n+ 1)λ+1 − 1

λ+ 1
≤ (n+ 1)λ+1

λ+ 1
,

ou equivalentemente

1

λ+ 1
≤ 1

nλ+1

n∑
k=1

kλ ≤ 1

λ+ 1
(
n+ 1

n
)λ+1.

como limn→∞(n+1
n

)λ+1 = 1 o lema está provado.

Exemplo 0.11. Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias
independentes com Xn ∼ U(−n, n).Verifiquemos a condição de Linde-
berg:

Observa-se facilmente que E[Xk] = 0 e V ar(Xk) = k2

3
para todo k.

Consideremos a parcela∫
|x|>εsn

x2dFk(x) =
1

2k

∫ k

−k
x21{|x|>εsn}(x)dx

e esta última integral é nula se n < ζsn, pois neste caso , o integrando
toma o valor zero em (−k, k). Pelo lema acima temos

s2n =
∑n

k=1
k2

3
é tal que

1

3

1

n3

n∑
k=1

k2

3
=

1

3

1

3
=

1

9
,

isto é, quando n é grande, s2n
n3 = s2n

n2
1
n
≈ 1

9
e concluimos que limn→∞

sn
n

=
∞.

Portanto,

∀M > 0,∃n0| se n ≥ n0 →
sn
n
> M.
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Basta tomar M = 1
ε

e temos εsn > n.

O teorema do limite central para sequências de vaŕıaveis aleatórias
independentes e identicamente distribuidas, analisado no caṕıtulo an-
terior, segue como um corolário do teorema de Lindeberg

Corolário 0.12. Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias
independentes e identicamente distribuidas com média E[X1] = µ e
V ar(X1) = σ2 <∞, então

Sn − nµ
σ
√
n
→D N(0, 1).

Prova: Observe que s2n = nσ2.
Verifiquemos a condição de Lindeberg, para todo ε > 0

1

nσ2

n∑
k=1

∫
{|x−µ|≤σ

√
nε}

(x− µ)2dFk(x) =

1

σ2

∫
{|x−µ|≤σ

√
nε}

(x− µ)2dF1(x)→n→∞

1

σ2

∫ ∞
−∞

(x− µ)2dF1(x) =
σ2

σ2
= 1.

O Teorema de Liapunov, a seguir, é muito útil quando as variáveis
aleatórias Xn possuem momentos finitos de ordem maior que 2. O
teorema afirma que a convergência normal vale se as somas dos me-
mentos centrais absolutos de ordem 2 + δ é assintóticamente pequena
em relação a s2+δn .

Corolário 0.13. Liapunov
Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias independentes

tais que E[Xn] = µn e V ar(Xn) = σ2
n < ∞, com pelo menos um

σ2
n > 0. Seja s2n =

∑n
k=1 σ

2
k. Se existir δ > 0 tal que

lim
n→∞

1

s2+δn

n∑
k=1

E[|Xk − µk|2+δ = 0,

então

Sn − E[Sn]√
V ar(Sn)

→D N(0, 1).

Exemplo 0.14. Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias
independentes, Xn ∼ U(−n, n).Verifiquemos a condição de Liapunov:
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Verifica-se facilmente que E[Xk] = 0 e V ar(Xk) = k2

3
para todo k.

Assim s2n =
∑n

k=1
k2

3
é tal que

1

n3

n∑
k=1

k2

3
=

1

3

1

3
=

1

9
,

temos que para n grande, s2n
n3 = s2n

n2
1
n

= 1
9

. sn é da ordem de n
3
2 e s3n é

da ordem de n
9
2 .

E[|Xk − µk|2+1 = E[|Xk|3] =
1

2k

∫ k

−k
|x|3dx =

1

k

∫ k

0

|x|3dx =
k3

4
.

e

limn→∞
1

n4

n∑
k=1

k3

4
=

1

16
.

isto é,
∑n

k=1E[|Xk|3] é da ordem de n4.Portanto

limn→∞
1

s3n

n∑
k=1

E[|Xk|3] =

limn→∞
n

9
2

s3n

∑n
k=1E[|Xk|3]

n4

n4

n
9
2

=
27

16
.limn→∞

1

n
1
2

= 0.
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