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Andlise de agrupamentos

8.1 INTRODUCAO

Em termos gerais, a andlise de agrupamentos envolve categorizagio: dividir um grande grupo de
observacbes em grupos menores para que as observagdes dentro de cada um deles sejam relativamente
similares (isto é, para que elas possuam, na maior parte, as mesmas caracteristicas) e as observagoes
em diferentes grupos sejam relativamente dissimilares. Em muitos aspectos, a andlise de agrupamentos
apresenta um relacionamento muito préximo ao escalonamento multidimensional (MDS). Ambos po-
dem ser vistos como metodologias de construgiio de representactes de objetos baseadas em suas
similaridades ou dissimilaridades (ou outras medidas de proximidade). A principal diferenga € que o
MDS constréi representagdes espaciais e continuas, enquanto o agrupamento constroi representagdes
ndo espaciais e discretas (por exemplo, divisdo em conjuntos sobrepostos ou no sobrepostos). O
MDS nos fornece varidveis de escala intervalar que nos informam sobre coordenadas que definem
a localizac#o de cada objeto no espago; a analise de agrupamentos fornece-nos varidveis de escala
nominal que indicam se cada objeto pertence ou ndo pertence a cada um de determinado nimero
de agrupamentos.

A maior parte da andlise de agrupamentos ¢ realizada com o objetivo de se tratar da heterogeneidade
dos dados. Em vez de lidar com um grupo de observagdes amplamente divergentes, dividimos
explicitamente o grupo em subconjuntos mais homogéneos. No entanto, separar os dados em subgrupos
mais homogéneos ndo é a mesma coisa de encontrar agrupamentos que ocorram naturalmente. Por
exemplo, com uma série de niimeros uniformemente distribuidos entre zero € um, pode-se tratar da
heterogeneidade separando-se os dados em dois intervalos: de zero a 0,5 e de 0,5 a 1. Embora os
dados em cada intervalo sejam mais similares (por exemplo, a varidncia interna do grupo diminui por
um fator de quatro), os dois intervalos ndo correspondem a quaisquer agrupamentos de observagdes
claramente separados. Encontrar agrupamentos que ocorrem naturalmente exige que haja grupos de
observacgdes com densidade local relativamente alta (isto €, hd muitas outras observagdes dentro da
mesma pequena area) separados por regides de densidade local relativamente baixa. Nesse caso, 0s
préprios agrupamentos correspondem a uma modalidade de dados, ¢ o niimero de agrupamentos
corresponde ao mimero de modas em uma distribuigdo multimodal de dados. Através do uso de
exemplos e aplica¢des, esperamos tornar clara a distingdo entre tratar a heterogeneidade (o que € sempre
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possivel, embora ndo necessariamente desejdvel) e encontrar os agrupamentos naturais, 0 que somente
é possivel quando a modalidade dos dados (isto €, 0 nimero de modas na distribuigdo subjacente) ¢
maior que um.

Muitas abordagens diferentes para a andlise de agrupamentos tém sido desenvolvidas. Neste capitulo,
discutiremos exemplos de dois tipos diferentes: métodos hierdrquicos (cujo resultado € representado
como uma estrutura hierdrquica de &rvore, em que a solugéo de k agrupamento ¢ formada pela jungio
de dois agrupamentos da solucdo de agrupamento k + 1) e métodos de particdo (que separam ag
observacdes em um nimero determinado de subgrupos, e em que a solucdo de k agrupamento e a
solugdo de agrupamento k + 1 ndo sdo necessariamente aninhadas). Olhando para o conjunto de solu¢Ges
de agrupamento fornecido por esses métodos e focando na solugdo de k agrupamento, a atribuigdo
resultante de objetos aos agrupamentos é mutuamente exclusiva (isto €, nenhum objeto € atribuido
a mais de um agrupamento) e coletivamente exaustiva (isto €, todos os objetos sdo atribuidos a
algum agrupamento). H4 também métodos que podem levar a uma solucdo de k agrupamento com
agrupamentos sobrepostos (em que um objeto € atribuido a mais de um agrupamento e os agrupamentos
ndo sio necessariamente aninhados para formar uma arvore hierdrquica) e agrupamentos indistintos
(em que as atribuigdes de um objeto para um agrupamento € um nimero entre Zero e um); esses
métodos ndo sio aqui considerados.

Os métodos hierdrquicos geralmente abordam a anlise de dados por intermédio de um destes
dois modos: de baixo para cima (chamados métodos aglomerativos, comegando com cada observacdo
em um agrupamento separado e juntando-se os agrupamentos a cada etapa do processo até que
reste somente um agrupamento de tamanho #) ou de cima para baixo (chamados métodos divisivos,
comegando com todas as observagdes em um tinico agrupamento e dividindo-se um agrupamento em
dois a cada etapa do processo até que restem n agrupamentos de tamanho um). Alguns métodos
ndo sdo nem aglomerativos nem divisivos (por exemplo, virias abordagens que usam minimos
quadrados para ajustar certas estruturas de drvore). Nossa discussdo de métodos de agrupamento
hierarquico, neste capitulo, foca principalmente o agrupamento aglomerativo. Métodos hierarquicos
de agrupamentos dependem em alguma medida da proximidade entre as observagoes (avaliada
diretamente ou derivada de dados atribuidos). Em contraste, a maioria dos métodos de parti¢do requer
atributos de dados, porque frequentemente é necessério calcular a proximidade de cada observagio ao
centroide de cada agrupamento.

Quase todos os problemas de agrupamento de qualquer tamanho aprecidvel exigem uma solugao
heuristica. Isso se dd porque, 2 medida que o nimero de objetos no conjunto de dados aumenta, o
niimero de solugdes de agrupamento possiveis cresce espetacularmente. O nimero de diferentes modos
de dividir n objetos em m agrupamentos de tamanho ny, ny, 13,..., Ay ¢ dado por

n!/[n'\nylng! .. o0y ml]

Para se ter uma ideia da magnitude desse nimero, considere um problema de agrupamento
envolvendo 20 objetos (um problema de agrupamento de tamanho moderado, na realidade). O nimero
de maneiras diferentes de dividir esses objetos em quatro agrupamentos de tamanho igual (isto é,
n =ny = n3 = ng = 5) é maior que 488 milhdes! Isso sequer comega a explicar todas as outras
solugdes possiveis de quatro agrupamentos (isto ¢, hd mais de 100 modos de dividir 20 objetos em 4
conjuntos nio vazios; por exemplo, n; = 3, np =4, n3 =6 eng =7), sem mencionar todas as solugdes
possiveis de dois agrupamentos, de trés agrupamentos, de cinco agrupamentos e assim por diante. Como
ndo é computacionalmente vidvel buscar através de todas as possiveis particSes para que se encontre
a “melhor” solugdo, a andlise de agrupamentos adota uma abordagem em grande parte heuristica,
baseada em algoritmos fAceis de programar, extremamente eficientes e que fornecem solugdes alinhadas
com nossos objetivos (ainda que nem sempre a melhor solugfo possivel). Neste capitulo, explicamos
os métodos heuristicos para os agrupamentos de ligagdo individual (que exemplifica as abordagens
aglomerativas discutidas neste capitulo) e para os agrupamentos de K-means (que constitu] uma
abordagem possivel a parti¢do). Finalmente, discutimos os desafios associados com a validagdo das
solugdes de agrupamentos.
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8.1.1 APLICAGOES POTENCIAIS

Taxonomia numérica

Alguns dos primeiros exemplos de andlise de agrupamentos ocorreram em biologia evolucionaria e
ecolégica, quando os cientistas tentavam identificar e discriminar diferentes espécies e subespécies
de plantas e animais de acordo com a similaridade relativa de suas caracteristicas fisicas. Um dos
exemplos mais famosos envolveu um conjunto de dados para trés diferentes espécies de iris: Iris setosa,
Iris versicolor e Iris virginica. Cinquenta plantas de cada uma das trés espécies foram coletadas e
enumeradas as seguintes medidas: comprimento da sépala, largura da sépala, comprimento da pétala e
largura da pétala. Um grafico do comprimento da pétala versus a largura da pétala na Figura 8.1 mostra
que as trés diferentes espécies formam trés agrupamentos que ocorrem naturalmente, com base nessas
caracteristicas fisicas especificas. Em particular, esta claro que duas das espécies (Iris versicolor e Iris
virginica) estdo mais proximamente relacionadas em termos de suas similaridades fisicas. A maioria dos
trabalhos em taxonomia numérica envolve ajustar drvores taxondmicas (hierarquicas) para descrever
essas relacoes, que podem ser vistas frequentemente como modelos do processo evoluciondrio.

Segmentagdo de mercado

E dificil projetar produtos ou planejar campanhas publicitdrias quando os individuos no mercado alvo
diferem com respeito a suas necessidades e suas reacdes comportamentais. Os publicitdrios tentam
resolver esse problema segmentando o mercado — isto €, dividindo o mercado em grupos menores que
sdo mais homogéneos e, portanto, mais facilmente servidos por um tipo especifico de produto ou uma
campanha promocional especifica.
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Figura 8.1 Gréafico com dados das iris de Fisher (largura da pétala versus comprimento da pétala).

P .

Esses segmentos corresponderem aos “agrupamentos naturais” ¢ menos importante do que o fato de
representarem “grupos” de consumidores que sfo relativamente mais similares com respeito as suas
necessidades e aos seus desejos de consumo.

Ja fornecemos um exemplo da segmentagio de preferéncia no contexto do escalonamento multidi-
mensional utilizando as preferéncias medidas de 32 estudantes para 10 marcas diferentes de cerveja
(veja o Capitulo 7). Naquele exemplo, encontramos considerdvel heterogeneidade na preferéncia entre
0s estudantes. Retornamos agora aquele exemplo, usando a andlise de agrupamentos para reduzir
essa heterogeneidade, dividindo a amostra em subgrupos menores ¢ mais homogéneos. Os dados
de preferéncia apresentados na Tabela 8.1 sio medidos em uma escala de nove pontos (onde 9 =
mais preferida). Uma vez que estamos interessados, principalmente, nas preferéncias relativas, podemos
centrar na média as classificages de cada estudante para remover diferencas entre estudantes em suas
preferéncias gerais por categoria de produto. (Menos de 10% dos estudantes no estudo mais amplo
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Tabela 8.1 Preferéncias expressas por 32 estudantes por 10 marcas diferentes
de cerveja (medidas em uma escala de 9 pontos)

—_—

Anchor Bass Beck’s Corona Gordon- Guinness Heineken Pete’s Sam Sierra
Steam Ale -Biersch Wicked Adams Nevady
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S169
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S190
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indicaram ndo ter preferéncia por nenhuma marca de cerveja; nenhum desses respondentes estd incluido
nessa subamostra especifica.) Usamos, entdo, o agrupamento K—means para dividir os dados.

A divisdo em dois agrupamentos de nossa andlise K—means de agrupamento é apresentada na
Tabela 8.2 (também examinamos solu¢des de trés e quatro agrupamentos, mas no encontramos qualquer
evidéncia de que fossem superiores a particdo em dois agrupamentos). Os perfis de agrupamentos,
que séo as preferéncias médias dentro de cada agrupamento para cada uma das 10 marcas de cerveja,
ajudam-nos a entender as diferengas entre os agrupamentos. No primeiro agrupamento (que constitui
aproximadamente 60% da amostra), os estudantes expressam grande preferéncia por Corona e Heineken
(as classificagdes médias s@o 7,0 e 6,8, respectivamente), duas cervejas claras relativamente suaves.
Esses estudantes geralmente expressam pouca preferéncia pelas cervejas escuras no estudo (Guinness
Stout e Pete’s Wicked Ale). Em contraste, estudantes do segundo agrupamento expressam muita
preferéncia por Anchor Steam e Sierra Nevada, duas cervejas de gosto relativamente mais forte (2
ultima é, de fato, uma pale ale, cerveja clara de sabor mais amargo). Esses estudantes geralmente
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Tabela 8.2 Perfis de agrupamento da analise de agrupamento
K-means de dados de preferéncia por cervejas (para K = 2)

Perfis de agrupamentos
Agrupamento 1 (n = 20)  Agrupamento 2 (n = 12)

Anchor Steam 4,2 7.4
Bass Ale 5,3 5,9
Beck’s 4,6 4,3
Corona 7,0 43
Gordon-Biersch 5,9 6,2
Guinness 4,5 6,3
Heineken 6,8 4,2
Pete’s Wicked Ale 4,7 6,2
Sam Adams 6,1 6,3
Sierra Nevada 5,5 7.4
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Figura 8.2 Mapa MDPREF de preferéncias dos estudantes por cerveja mos-
trando segmentacdo em dois agrupamentos.

inclinam-se menos favoravelmente as cervejas claras (isto €, eles atribuem 4,3 a Corona e 4,2 a
Heineken).

Essas diferencas tornam-se mais claras quando é efetuada a sobreposi¢io da segmentagdo implicada
pela parti¢fio de agrupamento no mapa MDPREF da Figura 7.2. A Figura 8.2 mostra a separagio entre
os dois agrupamentos. A esquerda estio os estudantes cujas preferéncias vo para as cervejas mais
claras, enquanto 2 direita estdo os estudantes que preferem cervejas escuras ou mais amargas.

Andlise da estrutura do mercado

As companhias precisam, com frequéncia, conhecer ndo somente quais consumidores estdo comprando
seu produto, mas também quais outros produtos estdo no conjunto competitivo. Uma maneira de fazer
isso € pela andlise da estrutura do mercado e posterior identificagdo dos grupos de produtos similares,
de acordo com medidas competitivas de similaridade. Uma dessas medidas de similaridade competitiva
¢ uma matriz de comutacdo. A ideia é que observamos mais trocas entre concorrentes proximos (isto €,
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alternativas diferentes que tém maior chance de ser escolhidas pelo mesmo consumidor) do que entre
produtos ndo concorrentes.

Bucklin e Lattin (1992) estudaram padrdes de competi¢do entre categorias de produtos entre og
varejistas. Como parte de seu estudo, examinaram o comportamento de compra de 300 familiag
escolhidas aleatoriamente (extrafdas de um painel da A. C. Nielsen em Sioux Falls, Dakota do Sul)
durante um periodo de 52 semanas. Essas familias foram as compras 30.966 vezes no total, em 13 lojas
de Sioux Falls. O padrio agregado de mudanga de lojas estd resumido na matriz da Tabela 8.3.

EXEMPLO Usando padrées de mudanga de lojas para um modelo de competicdo entre estabele-
cimentos varejistas (Bucklin e Lattin, 1992) STORE SWITCH

Bucklin e Lattin usaram andlise de agrupamento para analisar a estrutura do mercado competitivo
implicado pela matriz de comutag@o na Tabela 8.3. Depois de ajustar a matriz de comutagdo para
explicar as diferengas devidas ao tamanho das lojas (com base no ndmero total de compras, as lojas
variam de menos de 1.000 visitas até mais de 5.000). Bucklin e Lattin realizaram uma anilise de
agrupamentos usando o método de Ward (discutiremos esse método mais adiante, neste capitulo). Os
resultados, superpostos sobre um mapa da cidade na Figura 8.3, sugerem que os padrdes de competigio
entre as lojas sdo impulsionados principalmente pela geografia (isto &, pela localizacio da loja).

Tabela 8.3 A matriz mostra os padrées de mudanca (da loja da linha para a loja da coluna) de
300 familias entre 13 lojas em Sioux Falls, Dakota do Sul

S03 S04 SO07 S16 SI18 S21 S24 S26 S29 S36 S10 S43  S45
S03 1428 52 199 5 55 12 19 422 14 167 37 32 14
S04 15 1001 256 227 20 26 33 33 162 23 76 185 95
S07 84 96 2553 124 292 214 655 165 227 122 329 206 130
S16 1 80 29 256 23 27 37 21 82 2 67 206 44
S18 34 11 164 11 910 112 105 98 50 42 102 50 20
S21 13 19 123 10 63 1294 70 59 187 44 60 38 61
524 17 47 364 7 39 30 803 55 119 1 248 236 126
526 506 29 125 10 47 37 15 1983 67 132 121 175 30
S29 22 162 219 44 48 87 43 49 1590 35 73 268 139
S36 78 3 29 14 93 100 12 220 48 868 29 20 15
S10 73 82 330 17 52 34 76 52 13 34 441 370 117
S43 113 299 509 102 42 49 123 99 113 36 70 1040 450
545 62 243 358 54 24 74 97 28 116 15 47 100 455

Fonte: Bucklin e Lattin, 1992.

8.2 OBJETIVOS DA ANALISE DE AGRUPAMENTOS

Vale a pena repetir que o objetivo mais comum da andlise dec agrupamentos talvez seja tratar da
heterogeneidade nos dados. O resultado esperado é um pequeno nimero (administravel) de grupos,
cada um consistindo em um nimero de objetos relativamente homogéneos com uma variacdo dentro do
grupo consideravelmente menor do que o total de variagio no conjunto completo de dados. Mas hé
outro objetivo, ligeiramente diferente, que também motiva o uso da an4lisc de aglomerados: encontrar
uma modalidade natural de dados. Nesse caso, usa-se a andlise de agrupamentos para determinar se 0s
dados contém subconjuntos homogéneos de observacdes que ocorrem naturalmente.

Para ilustrar as diferencas entre esses dois objetivos, introduzimos dois conjuntos de amostra de
dados similares na quantidade de heterogeneidade que encarnam, mas diferentes em termos de sua
modalidade natural. O primeiro conjunto de dados consiste em 50 observagdes sobre duas varidveis X e

I
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Figura 8.3 Agrupamentos de lojas baseados no comportamento de mudanca de lojas dos consumidores
(Fonte: Lattin e Bucklin, 1992). Reimpresso com permissao dos autores.

X,. Da amostra total, sdo retiradas 25 observagdes de uma distribui¢io normal bivariada com centroide
(3,3) e matriz de covariincia igual a matriz identidade I (isto é, X; e X, sdo ndo correlacionadas
com variancia igual a 1,0); outras 25 observagdes sfo retiradas de uma distribui¢fio normal bivariada com
centroide (6,6) ¢ a mesma matriz de covariancia. O segundo conjunto de dados consiste também em 50
observagOes sobre X e X,; neste caso, todas as 50 sédo retiradas de uma distribui¢do normal bivariada
com centroide (4,5, 4,5) e matriz de covaridncia igual a

Z _[22s 1,50‘

1,50 2,25

Os diagramas de dispersdo sdo apresentados nas Figuras 8.4 ¢ 8.5. Em uma inspe¢fo visual rdpida,
as duas configura¢des parecem similares. A diferenca é que a primeira € retirada de uma populagiio
bimodal por natureza (como apresentado pelas linhas pontilhadas do contorno na figura), enquanto a
modalidade natural da populacéio subjacente a segunda amostra é unimodal.

Se nosso objetivo for reduzir a heterogeneidade, podemos fazé-lo para cada conjunto de dados
dividindo os dados em agrupamentos (nesse caso, uma solu¢fo de dois agrupamentos) ao longo das
linhas apresentadas na Figura 8.6. Independente da modalidade natural dos dados, ainda terminamos
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Figura 8.4 Diagrama de dispersdo dos dados da amostra de populacao bimodal (as linhas pontilhadas
mostram os contornos da densidade).
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Figura 8.5 Diagrama de dispersao dos dados da amostra de distribuicdo unimodal (as linhas pontilhadas
mostram o contorno da densidade).

com agrupamentos que exibem homogeneidade interna maior. Em qualquer um dos casos, a distancia
média ao quadrado de cada ponto ao centroide do agrupamento (efetivamente, a varidncia interna

do agrupamento) ¢ muito menor que a distincia média ao quadrado da média da amostra (isto é, a
variincia da amostra total).

(a) Amostra bimodal (b) Amostra unimodal

Figura 8.6 Solucdes de dois agrupamentos para amostras bimodal e unimodal.

Se nosso objetivo, no entanto, for encontrar a modalidade natural dos dados, necessitamos entdo
de uma abordagem que dividird a primeira amostra em dois agrupamentos, mas fard da segunda
amostra um grande agrupamento. Com o desenvolvimento da discuss&o sobre os diferentes métodos de
agrupamentos, retornaremos a esse exemplo para determinar como cada método funciona com respeito
aos objetivos de reduzir-se a heterogeneidade e de se encontrar a modalidade natural.

8.3 MEDIDAS DE DISTANCIA, DISSIMILARIDADE E DENSIDADE

Na andlise de agrupamentos, nosso foco estd nas observagdes do conjunto de dados. Quando se usam
métodos de agrupamentos hierarquicos aglomerativos, precisamos agrupé-los com base na proximidade
mutua ou na similaridade. Essa medida de proximidade pode vir de duas fontes: podemos usar uma
avaliacdo direta da proximidade (como fizemos com o escalonamento multidimensional) ou podemos
calcular uma medida derivada das classificagdes dos atributos para cada observagio (isto é, do mesmo
tipo de dados que tinhamos 2 disposi¢do nos componentes principais e na andlise fatorial). H4 vérias
opgdes diferentes quando se trata de calcular uma medida derivada de proximidade ou similaridade.

3
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8.3.1 MEDIDAS DE DISTANCIA

Distancia euclidiana

Quando as varidveis em estudo possuem propriedades métricas (isto é, elas sdo medidas em escalas
de razdo ou intervalares), um modo 6bvio de se refletir a “proximidade” de dois objetos € com uma
medida de distdncia. A mais familiar € a distincia euclidiana, que é definida da seguinte maneira:

12
dy = [Z(xik - xjk)}

k

8.1

onde d;; é a distncia euclidiana entre os objetos i e j. Como as varidveis X sdo frequentemente medidas
em unidades diferentes, a férmula da distincia na Equacdo (8.1) acima & aplicada mais comumente
para dados padronizados. Com isso, atribui-se peso igual a cada varidvel padronizada, de maneira que
elas sejam igualmente importantes (ap6s a padronizago) na determinagio da proximidade relativa dos
objetos 1no espago.

Uma excecdo possivel a essa regra se d4 quando sdo utilizados componentes principais como
contribuigdo para a andlise de agrupamentos. Nesse caso, deve ser concedido ao primeiro componente
principal (que explica a maior parte das informagdes nos dados) um peso maior na determinacfo da
proximidade relativa de quaisquer dois objetos no conjunto de dados. Especificamente, os autovetores
que definem os componentes principais devem ser ponderados pelas rafzes quadradas de seus autovalo-
res associados para que as varifncias dos respectivos componentes principais sejam iguais a variincia
considerada para (VAF) por esses componentes nos dados originais.

Métrica p (ou L,) de Minkowski

Embora a distincia euclidiana seja a mais familiar, outras distdncias métricas podem ser mais
apropriadas em alguns casos. Uma classe geral conhecida como métrica p de Minkowski (ou, as
vezes, métrica L), é definida pela seguinte equag@o:

1/2
dif(p) = [Z e — 26icl” }
k

Portanto, a equagiio para a distincia euclidiana é apenas um caso particular da métrica p de
Minkowski com p = 2. Outros dois casos especiais merecem atencéo adicional. Um € o caso em que
p =1, que se reduz para:

8.2)

dif(1) = ) e = x5l (8.3)
k
Essa medida de distincia é, as vezes, chamada de méirica do quarteirdo porque é como andar de
um ponto A a um ponto B em uma cidade disposta em um sistema de “grades” de ruas, todas formando
angulos retos entre si: a distincia entre os dois pontos é a soma dos trechos do percurso leste-oeste com
o trecho do percurso norte-sul. Outro caso especial da métrica de Minkowski € o caso em que p = oo,
algumas vezes chamado de sup-métrica:

d;j(00) = max(|xi1 — xj1l, [x2 = xjals - - o [xip — %jpl) 8.4

Figura 8.7 Circulos de unidade para trésdiferentes métricas de Minkowski.
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Para ilustrar melhor as diferencas entre essas trés distdncias métricas (quarteirdo, euclidiana e
sup-métrica), a Figura 8.7 mostra o grifico de um “circulo” de unidade (isto €, o locus dos pontos
localizados a uma unidade de distincia da origem) em duas dimensdes para cada métrica. Observe que
o dnico valor de p para o qual a métrica p de Minkowski é invariante sob rigida rotagéo € p = 2 (isto g,
o caso euclidiano).

Distdncia de Mahalanobis

As distincias definidas pela métrica euclidiana (ou, nesse caso, qualquer uma das métricas p de
Minkowski) ndo levam em consideragio quaisquer padrdes de covaridncia que existam nos dados. A
métrica proposta por Mahalanobis € ajustada para a covaridncia, de acordo com a seguinte equagao:

Di = (x —x)Y T (x; = x)) (8.5)

onde X € a matriz de covaridncia da populacio da matriz de dados X. O resultado € uma medida de
distincia ao quadrado (euclidiana generalizada).

A interpretacio do D? de Mahalanobis pode ser mais bem entendida no contexto de dados
distribuidos de acordo com uma distribuicio normal. A Figura 8.8 mostra um exemplo de pontos
retirados de uma distribuicio normal bivariada (centrada na origem) com covariancia positiva. A elipse
na figura representa o locus dos pontos equidistantes da origem (na distancia de Mahalanobis, definido
como a raiz quadrada do D? de Mahalanobis). Isso sugere que o ponto A, localizado no quadrante I do
gréfico, estd na mesma distdncia de Mahalanobis a partir da origem como o ponto B no quadrante II,
ainda que o ponto B esteja mais préximo em termos da distincia euclidiana comum e ndo ponderada.

O que o D? de Mahalanobis capta é o fato de que os pontos A e B tm a mesma probabilidade
de terem sido extraidos de uma distribui¢do normal multivariada com centro em (0,0). Em outras
palavras, A e B estdio no mesmo contorno de isodensidade. Uma vantagem do D? de Mahalanobis &
que cle “esfericiza” os dados de maneira eficaz (isto &, efetua uma rotagdo e reescalona os eixos da
coordenada de tal modo que a distribui¢do multivariada resultante possua matriz de covaridncia igual a
matriz identidade I). Isso, as vezes, é 1itil quando o objetivo da andlise de agrupamentos for o de gerar
agrupamentos compactos e convexos.

A

Figura 8.8 Diagrama demonstrando a distancia de Mahalanobis: um contorno
da isodistancia em duas dimensoes.

Outras medidas

Medidas de correspondéncia. Com frequéncia, lidamos com dados medidos somente em escala
nominal, em cujo caso nfio € apropriado calcular a medida de distAncia. A abordagem usual para tais
dados de escala nominal € baseada em correspondéncia de atributos. Falando intuitivamente, dois petfis
sfio vistos como similares com base na extenséio com que partilham atributos comuns.

Como exemplo, considere quatro refrigerantes: Coca-Cola, Pepsi, Diet Coke e Diet Coke Sem
Cafefna avaliados por quatro atributos discretos: é uma cola? Contém cafefna? E uma bebida dietética?
E uma marca da Coca-Cola? O perfil de cada refrigerante é apresentado na Tabela 8.4, caracterizados
por possuir ou ndo cada um dos quatro atributos. Uma medida simples de correspondéncia para cada
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Tabela 8.4 Perfis de quatro marcas de refrigerantes em relacdo a quatro atributos

Sabor de cola Cafefna Diet Produzido pela Coca-Cola

Coca-Cola | 1 0 1
Pepsi I 1 0 0
Diet Coke | 1 1 1
Diet Coke Sem Cafeina I 0 1 1

par de objetos (i, j), apresentada na Tabela 8.5, ¢ obtida contando-se o niimero de correspondéncias —
em que ambos 0s objetos possuem o atributo ou nenhum objeto possui o atributo — e dividindo-se pelo
nimero total de atributos. Com base nessa medida, Coca-Cola ¢ Pepsi estéo relativamente préximos,
combinando em trés dos quatro atributos (isto €, ambos s3o colas e contém cafeina e nenhum dos
dois € uma bebida dietética). Por sua vez, a Diet Coke ¢é tdo préxima da Coca-Cola quanto a Pepsi,
porque também combina com ela (com a Coca-Cola) em trés atributos. A diferenga é que a Coca-Cola
e a Pepsi tém correspondéncia no atributo dietético, enquanto a Coca-Cola e a Diet Coke possuem
correspondéncia em relagdo ao atributo marca Coca-Cola. Note que uma modificagio posterior da
medida de correspondéncia é possivel (por exemplo, peso desigual) se um dos atributos for relativamente
mais importante na determinago da proximidade do objeto.

Observe que a medida de correspondéncia apresentada na Tabela 8.5 é uma medida de similaridade,
e nao uma medida de dissimilaridade (isto é, quanto maior o valor, maior a similaridade entre os dois
objetos).

Tabela 8.5 Medidas de similaridade de quatro marcas de refrigerantes com base
em atributos que tenham correspondéncia

Coca-Cola Pepsi Diet Coke Diet Coke Sem Cafeina

Coca-Cola

Pepsi 3/4

Diet Coke 3/4 2/4

Diet Coke Sem Cafeina 2/4 1/4 3/4

Cautela sobre correlacdo. Observe que um coeficiente de correlagdo nem sempre é uma medida
apropriada de similaridade. A correlagdo ¢ uma medida de covarifincia que é também um tipo de
proximidade, mas néo necessariamente de similaridade. Considere duas observagdes com os seguintes
perfis: (1, 2, 1,2) e (9, 10, 9, 10). Nesses quatro atributos, as duas observagdes exibem uma correlacdo
de 1,0 e ainda assim ndo estdo préximas em termos do nivel expresso por cada atributo. Considere um
par diferente de observag¢des com os perfis (1,2, 1, 2) e (1, 1, 2, 2): essas duas observacdes sdo mais
préximas em termos do nivel e ainda assim exibem uma correlagio de 0,0. Antes de usar uma matriz de
correlagio como ponto de partida de uma rotina de agrupamentos, é importante verificar se os dados
sdo dimensionados de modo que os resultados da andlise possam ser interpretados apropriadamente
(por exemplo, se sdo padronizados por observagao).

Medidas de densidade

Com excegdo da distancia de Mahalanobis (que leva em consideracfio a estrutura de covaridncia
dos dados), todas as medidas que discutimos ndo levam em conta o contexto. Em outras palavras,
as medidas de proximidade entre os objetos i ¢ j sd0 as mesmas, independente da posigio de i e j
em relagéio a outros objetos no conjunto de dados. Isso ocasionalmente torna-se um problema com
algumas rotinas de agrupamento, as quais sfo frequeﬁ?emente miopes por natureza. Demonstremos
como. A Figura 8.9 representa um diagrama de dispersdo de pontos em que uma estrutura de dois
agrupamentos ¢ bem evidente pelo exame visual. Dois pares de pontos estdo destacados na figura: par
A e par B. Observe que cada par de pontos estd separado exatamente pela mesma distdncia (em termos

e ——
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euclidianos). Entretanto, com respeito a nossa certeza sobre qual par pertence a0 mesmo agrupamento,
hd diferengas importantes. Parece claro que os objetos no par A pertencem ao mesmo conjunto niq
somente porque estdo proximos entre si, mas também porque estfo na vizinhanga de pontos que estiq
também todos préximos uns dos outros.
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Figura 8.9 Dois pares diferentes de pontos: mesma distancia, densidades diferentes,

Em outras palavras, os pontos no par A estdo em uma regifo de alta densidade. Embora os pontos
no par B estejam também préximos uns dos outros, ndo h4 outros objetos nos arredores. Esses dois
pontos estdo em uma regifio de baixa densidade.

Todas as rotinas de agrupamentos hierdrquicos aglomerativos operam sequencialmente. Elas
comegam colocando objetos que sdo “préximos” entre si no mesmo agrupamento e prosseguem até
que todos os objetos tenham sido reunidos em um tinico agrupamento. Essas rotinas sdo miopes no
sentido de que ndo hd retorno: uma vez que os objetos tenham sido reunidos em um tGnico agrupamento,
ndo podem mais ser separados. Nesse exemplo, em que estamos muito mais confiantes de que os pontos
no par A pertencem ao mesmo agrupamento, necessitamos de uma medida que reflita as diferencas na
densidade local da regido que o cerca.

Uma possibilidade € o uso de uma medida baseada na k-ésima densidade de vizinhanga mais
proxima. A abordagem, detalhada abaixo, pode ser utilizada com avaliagdes diretas da distancia
(ou dissimilaridade) ou com medidas construidas indiretamente (por exemplo, a métrica euclidiana).
Usamos a notagdo d* para diferencar a medida de densidade de outros tipos de medida de distancia
descritos nesta sec¢io.

ETAPAS PARA SE CALCULAR A K-ESIMA DENSIDADE DE VIZINHANCA
MAIS PROXIMA

1. Para cada objeto i, calcular a distancia ao k-ésimo vizinho mais préximo. Represente essa
distancia por d;(k). Observe que d;(k) estd inversamente relacionado 4 densidade relativa da
regido que cerca o objeto i. Se a distincia d;(k) for pequena, entéio a densidade ¢ alta.

2. Conecte todos os objetos i e j em que i estd na k-ésima vizinhanga mais préxima de j ou j
estd na k-ésima vizinhanga mais préxima de i (ou ambos). Essa conexio estabelece quais
pares de pontos sdo os melhores candidatos para inclusdo no mesmo agrupamento. Note
que, em vizinhangas de alta densidade, dois objetos serdo conectados somente se estiverem
especialmente préximos um do outro em termos da distincia euclidiana. Em regides de
baixa densidade, dois objetos podem ser conectados mesmo se estiverem separados (em
termos euclidianos).
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3. Estabelega dy* = [di(k) + d;(k))/2 para todos os pontos conectados i e j. Observe que d,.j. €
uma medida do tipo distancia (quanto menor seu valor, mais proximos os dois objetos) que
reflete a vizinhanga local dos objetos i e j. Os primeiros objetos a serem agrupados serdo
aqueles em regides de alta densidade que estejam préximos uns dos outros.

Alguns pontos permanecerdo “desconectados” pela medida de densidade k-ésima de vizinhanga mais
proxima. Efetivamente, tratamos esses pares de pontos como se fossem separados por uma distancia
infinita (isto &, d,.*j = 00). Se algum subconjunto de pontos estiver inteiramente desconectado dos pontos
restantes na amostra, ele formard um agrupamento isolado. Isso tende a ocorrer quando um conjunto
de pontos estd separado de outro por uma regido de densidade baixa (isto é, quando a distribui¢do
subjacente de dados é multimodal).

H4 um qué de arte na escolha correta do k. Se for muito grande (por exemplo, & se aproximando
de n), todas as estimativas de densidade local tendem a se aproximar da densidade média da amostra
inteira. No limite, todos os objetos estdo conectados a todos os outros objetos no mesmo nivel de
proximidade. Se & for pequeno demais, as estimativas da densidade local néo serdo confidveis e o
resultado serd muitos agrupamentos pequenos e isolados. Uma regra de ouro € tentar varios valores de
k na vizinhanga de n'/? (tanto acima quanto abaixo).

8.4 AGRUPAMENTO AGLOMERATIVO: SEU FUNCIONAMENTO

8.4.1 InTUIgAO

A ideia bdsica por trds do agrupamento aglomerativo é simples. Comece com cada objeto em seu
préprio agrupamento isolado (isto é, n agrupamentos de tamanho 1). Em cada etapa do processo,
encontre dois agrupamentos “mais préximos” (em um sentido bem definido) e junte-os. Continue até
que reste um agrupamento de tamanho #. O algoritmo € simples e notavelmente eficiente.

AGRUPAMENTO DE LIGACAO SIMPLES

Etapas do processo iterativo
Etapa 0. Comece com todos os objetos em agrupamentos separados (isto é, n agrupamentos com
um objeto cada). Represente esses agrupamentos por Cy, C,, Cs,.. ., C,. Nesse passo inicial, a
distancia entre dois agrupamentos € definida como a distincia entre dois objetos neles contidos;
isto é,

decj = dy

> Sendo ¢ = 1 um indice do processo iterativo.

Etapa 1. Encontre a menor distancia entre dois agrupamentos quaisquer. Represente esses dois
agrupamentos mais préximos por C; e C;.

Etapa 2. Combine os agrupamentos Ci e C; para formar um novo agrupamento denominado G, ;.

Etapa 3. Defina a distancia entre o novo agrupamento G,,, e todos os agrupamentos C, da seguinte
maneira:
dc,,.c, = min{dcc,,dc,c,}-

Etapa 4. Adicione o agrupamento G,,, COMO umAovo agrupamento € remova os agrupamentos G
e C;. Considere t =t + 1.

Etapa 5. Volte  etapa 1 e continue até que reste um agrupamento.




228 Andlise de Dados Multivariados

Resultado do agrupamento
Ao final, todos os mecanismos da ligagio simples terminam no mesmo ponto: um grande agrupamengg
de todas as observagdes. De fato, ndo € o ponto final da andlise que € particularmente Gtil, mag 5
sequéncia de etapas que descreve quais objetos s3o reunidos em qual estdgio da andlise. A representagi
gréfica dessas etapas ¢ conhecida como dendrograma; corresponde a uma estrutura hierdrquica ey
arvore, gerada pela sequéncia iterativa descrita anteriormente. E essencial saber como se 18 um
dendrograma para se extrair insight de uma andlise de agrupamento hierdrquico.

Para fins de ilustracdo, introduzimos um exemplo simples com quatro objetos A, B, C e D localizadog
ao longo de um segmento de linha, como apresentado na Figura 8.10. E f4cil verificar que, aplicando-ge
uma ligacdo simples a esses objetos, produzir-se-ia a seguinte sequéncia de solu¢des de agrupamentos:

Iteracdo 0: {A}, {B}, {C}, {D}

{A} sejuntaa {B} em distdncia d = 2
Iteracdo 1: {A, B}, {C}, {D}

{C} se junta a {D} em distAncia d = 3
Iteracéio 2: {A, B}, {C, D}

{A,B}sejuntaa {C, D} em distdnciad = 6
Iteragdo 3: {A, B, C, D}

O dendrograma que representa a solucdo de agrupamento de ligagio simples é apresentado na
Figura 8.11. Cada vez que dois objetos ou dois agrupamentos sdo reunidos, sdo representados por
uma linha vertical conectando as duas linhas horizontais em uma distincia em que os dois sdo agrupados
juntos. Deste modo, hd uma linha vertical a uma distancia = 2 juntando os objetos A e B. A direita
da juncdo vertical, as duas linhas que representam os objetos A e B s@o substituidas por uma tnica
linha representando o agrupamento {A, B}.

T T T T T T ] T L] ] ] 1]
0123456 7 8 9101112
Figura 8.10 llustracdo: quatro pontos sobre um segmento de linha.

Quantos agrupamentos?
O agrupamento aglomerativo ndo fornece uma resposta definitiva 2 questdo: quantos agrupamentos h4?
De fato, o dendrograma é uma representacio grafica de uma hierarquia de solugio de agrupamentos
aninhados: uma solugfo de um agrupamento, solu¢do de dois agrupamentos e assim por diante, até uma
soluciio de n agrupamentos. Desenhando-se uma linha vertical sobre o dendrograma (que corresponda
aum valor especifico de distincia d), revela-se a solugfo de agrupamento no nivel da distincia e de
pertencimento a diferentes agrupamentos. Por exemplo, uma linha vertical em d = 4 define a solugdo
de dois agrupamentos, com agrupamentos {A, B} e {C, D}.

Entdo, como alguém pode dizer, ao analisar o dendrograma, se uma dessas solugdes de agrupamentos
aninhados fornece uma representagio “melhor” dos dados? Uma coisa a se buscar é uma gama dé
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Figura 8.11 Dendrograma para solugao de agrupamento de ligacao simples com os dados da Figura 8.10.

distincias relativamente ampla em relagfo as quais o nimero de agrupamentos na solugdo ndo muda.
Nesse exemplo simples, a estrutura de dois agrupamentos é estdvel no intervalo de distdncias (3, 6).
Nio hd ddvida de que a leitura do nimero de agrupamentos de um dendrograma (assim como a leitura
do niimero de fatores de um gréfico scree) envolve um montante consideravel de subjetividade e exige
discernimento da parte do analista.

Propriedades da ligacdo simples

Os resultados de um agrupamento de ligagdo simples (e de todas as abordagens aglomerativas
discutidas posteriormente nesta se¢do) sdo hierdrquicos por natureza. Isso significa que uma solucéo
de agrupamento perto do topo da arvore pode sempre ser obtida combinando-se os agrupamentos de
qualquer solugdo mais préxima da base da arvore. Essa propriedade é uma consequéncia natural
do algoritmo.

O agrupamento de ligacdo simples é eficiente, do ponto de vista computacional. A medida que
o ndmero de objetos n aumenta, a quantidade de esfor¢co computacional requerida para o pior caso
aumenta na ordem de 2. O algoritmo é ainda mais eficiente para dados escassos (por exemplo, para
estruturas de rede, em que cada objeto é conectado a uma fracio dos outros objetos no conjunto apenas).
Aqui o esfor¢co computacional estd na ordem de nA, em que A € o mimero médio de conexdes para
cada objeto no conjunto. Além do mais, o agrupamento de ligagdo simples ndo exige dados métricos.
A constru¢io do algoritmo descrito anteriormente também funciona bem para medidas ordinais de
dissimilaridade.

Uma desvantagem da ligac¢do simples € que ela tende a ser extremamente miope. Um objeto
serd adicionado a um agrupamento desde que esteja préximo a qualquer um dos outros objetos do
agrupamento, mesmo que, por outro lado, esteja relativamente longe de todos os outros. Assim, a
ligagdo simples possui uma tendéncia a produzir agrupamentos longos e encadeados, com formatos ndo
convexos. Se os verdadeiros agrupamentos subjacentes forem nio convexos, essa propriedade nfo serd
necessariamente uma coisa ruim; no entanto, na maioria dos casos, as modas que ocorrem naturalmente
em nossos dados tenderfo a ser convexas e compactas — e um reflexo melhor da homogeneidade interna.
Como resultado direto, a abordagem ndo teve um bom desempenho nos estudos de Monte Carlo (veja,
por exemplo, Milligan, 1980).

Alternativas para a ligacdo simples

Muitas abordagens diferentes tdm sido desenvolvidas para se tratar da fraqueza inerente 4 ligago
simples. Algumas dessas abordagens sdo descritas brevemente a seguir. Observe que todas essas
abordagens sdo aglomerativas por natureza e produzem solu¢des de agrupamentos hierdrquicos.
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Ligacdo completa. Em lugar de definir a distincia (ou dissimilaridade) entre os agrupamentos comyg ,
distAncia entre o par de objetos mais préximo (como na ligagao simples), tsamos a distincia entre o p;
de objetos mais afastado. Isso assegura que cada objeto adicionado ao agrupamento esteja Proximg dr
todos os objetos no agrupamento, e ndo somente de um. A (inica mudanga exigida para se ir de u;
agrupamento de ligago simples para um de ligagdo completa é reescrever a etapa 3 da seguinte mauc.‘ra‘.

dc,. c, = max{dc,c,, dcc,} (8.6)

Em comparagio 2 ligagao simples, é muito mais provével que a ligacio completa produza agry.
pamentos convexos que tendem a ser de did@metro compardvel. Embora a ligagio completa tenhg
esta tendéncia de produzir agrupamentos convenientes ¢ homogéneos, estes nfo sio necessariamente
levados pela modalidade natural de dados. Milligan (1980) descobriu que a ligagdo completa pode gep
altamente sensfvel a discrepancias nos dados. Quando uma ligagiio ocorre na etapa 3 (isto €, mais dq
que dois agrupamentos podem ser reunidos), a escolha pode afetar o formato subsequente da solugag
de agrupamentos (um problema que ndo ocorre no caso da ligagio simples).

Ligagdo média. Esta abordagem pode ser considerada uma espécie de meio-termo entre a ligagi,
simples e a ligacdo completa. Alguns autores preferem este método porque, com ele, chega-se majs
perto de um ajuste de drvore que satisfaca o critério de minimizagdo dos minimos quadrados. Fpy
lugar de usar a minima (ligagio simples) ou a méxima (ligaco completa), a nova distincia é definida
como a distdncia média entre o agrupamento Cy e 0 novo agrupamento Cy,, (formado pela juncio dos
agrupamentos C; e Cj). Assim, reescrevemos a etapa 3 da seguinte maneira:

n,-dc‘.ck + ”ij,-Ck
dc,.c, = —————

ni+n j (8.7)
onde n; + n; € o niimero de objetos no agrupamento recém-formado C,,,. Note que se os dados forem
nio meétricos, a média pode ser substituida pela mediana (nesse caso, o método é chamado de ligacdo
mediana).

Método centroide. Em vez de definir a distincia entre dois agrupamentos como a distdncia média entre
todos os pares de objetos, € possivel primeiro tirar a “média” dos objetos em cada agrupamento (ou seja,
calcular os centroides do agrupamento) e entdo definir a distancia entre os dois centroides. Esse método
simplifica as coisas se trabalharmos com distincias ao quadrado. Considere d,.2. a disténcia euclidiana
ao quadrado entre os objetos i ¢ j. Se o agrupamento C = {i, j}, entdo a distﬁncj:ia ao quadrado entre o
objeto k e o centroide do agrupamento C pode ser representada por

2, p
) dy +dy, ~ ﬁ
K 2 4

Em geral, a distincia ao quadrado entre qualquer agrupamento C; e um novo agrupamento Cp.
criado pela jungéo dos agrupamentos C; e C; pode ser representada por

(8.8)

2 2 2

l’lC’.dC C +nC-dC nc,nc.d
C) .C i Ci,C;
dz(Ck, C,' U CJ) = u ) L =115

nc, + nc; (I’lC,. + ncj)z (8.9)

Determinando-se a regra na etapa 3 como uma fungdo da distancia euclidiana ao quadrado (em
lugar de medidas de atributo X), 0 método centroide pode ser usado diretamente com medidas de
proximidade avaliadas e também com medidas de distancia derivadas (por exemplo, distAncias ao
quadrado calculadas a partir de dados dos atributos). De acordo com Milligan (1980), o método
centroide € robusto para as discrepancias, mas pode ser superado pela ligagdo média.

Método de Ward. Os trés métodos descritos anteriormente (ligacdo completa, ligagio média ¢ método
centroide) séo variagdes de uma abordagem aglomerativa geral chamada método de grupo de pares
(pair group method), que difere somente em termos da relagéio de distancia especificada na etapa 3. Por
contraste, o método de Ward (as vezes chamado de método de varidncia minima) adota uma estratégia
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ig(‘,iﬁl”lk‘ﬂ[ﬂ diferente na etapa 1. Em lugar de juntar os dois agrupamentos mais préximos, o método
d; ward busca juntar os dois agrupamentos cuja fusdo dé origem a menor soma de quadrados dentro do
ggrupamento {isto ¢, a varidncia minima dentro do grupo).

0 método de Ward tem uma tendéncia a produzir agrupamentos de tamanhos iguais (isto é,
agrupamentos com aproximadamente o mesmo niimero de observagdes em cada) convexos ¢ compactos.
Como 2 abordagem é baseada na minimizacfo das distdncias dentro dos agrupamentos, ela, com
frequéncia, produz uma solugdo de agrupamento — se a drvore for “‘cortada” no lugar certo — que é
similar aos métodos de parti¢ao descritos na Se¢do 8.5 a seguir (que também enfoca a minimizacéo da
soma de quadrados dentro do grupo).

1

Ligagdo por densidade. Outro modo de lidar com as tendéncias um tanto miopes da ligagao simples
se d4 pela mudanga das medidas de distancia para explicar o contexto. A medida de densidade d* do
k-6simo vizinho mais préximo (descrito na Se¢do 8.3) reflete ndo somente a relagdo direta entre dois
objetos, mas também sua relagdo com os objetos circundantes. Ao langarmos mio da ligacdo simples,
usando d* em vez de d, podemos tomar decisdes melhores sobre a jungio de grupos apropriados de
objetos nos primeiros estégios da andlise.

De acordo com Wong e Lane (1983), a ligacao por densidade retine a maioria dos pontos fortes
da abordagem de ligagdo simples (principalmente sua eficiéncia) e tende a desempenhar um pouco
melhor no fornecimento de agrupamentos compactos (dependendo, obviamente, do valor de k usado).
Um beneficio mais impressionante, que serd demonstrado a seguir, é que o contexto fornecido pela
medida de densidade dd a essa abordagem uma vantagem distinta na identificagdo da modalidade
natural dos dados.

8.4.2 ExEempLO

Para fins de ilustragdo, aplicamos agora trés dos métodos descritos anteriormente (ligagdo simples,
método de Ward e ligagio por densidade) e comparamos os resultados. Com agrupamentos, ¢
frequentemente mais fécil avaliar o resultado quando conhecemos as caracteristicas subjacentes dos
dados em primeiro lugar. Portanto, iniciamos usando os dados descritos na Se¢fo 8.2: uma amostra de
50 observagdes extraidas de uma populag@o bimodal e outra amostra de 50 observagdes retiradas de
uma distribui¢io unimodal. Utilizamos a distdncia euclidiana nas rotinas de agrupamento.

Os resultados da andlise de ligagdo simples sdo apresentados na Figura 8.12. Para a amostra bimodal,
desenhar uma linha vertical em d = 0,36 sobre o dendrograma divide os dados em quatro agrupamentos:
dois agrupamentos relativamente grandes (de tamanho 26 e 20, respectivamente) e dois pequenos (cada
um com duas observagdes). Assim, a modalidade natural desses dados fica pelo menos evidente a partir
da solugfo de agrupamentos, mesmo que a estrutura de dois agrupamentos nio seja totalmente clara.
Na amostra unimodal, a situa¢do é mais obscura. A divisdo do dendrograma em d = 0,40 produz dois
agrupamentos relativamente grandes (um com 35 objetos ¢ outro com 14) e um agrupamento tnico.
Embora menos convincente que o agrupamento da amostra bimodal, parece seguro afirmar que 0s
resultados de agrupamento de ligacio simples nfio demonstram a diferenca na modalidade dessas duas
amostras de forma dramatica.

Os resultados do método de Ward séo mostrados na Figura 8.13. Em contraste com os resultados
da ligacdio simples, a estrutura de dois agrupamentos da amostra bimodal surge alta e clara. Os
agrupamentos nfio sio exatamente do mesmo tamanho (a divisdo é 28/22 em vez de 25/25), o que
sugere que houve algum erro de classificagdo. Mas aseparagio entre os dois grupos, como mosirada
no dendrograma, é inequivoca. Entretanto, hd uma separagio igualmente impressionante da segunda
amostra em dois agrupamentos, mesmo ela sendo origindria de uma populag¢iio unimodal. Assim, o
método de Ward falha em demonstrar a diferenca na modalidade das duas amostras.

Os resultados da anilise de ligacdo por densidade (baseada na densidade k-ésima de vizinho mais
préximo com k = 9) siio apresentados na Figura 8.14. O que ¢ interessante aqui é o total contraste
entre os dois dendrogramas. O primeiro (da amostra bimodal) mostra dois agrupamentos separados
comecando a se formar, o que é indicado pelas dreas circuladas no dendrograma na figura.
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Figura 8.14 Dendrogramas da andlise de densidade de agrupamento do k-ésimo vizinho mais préximo
para dados da amostra (a) bimodal e (b) unimodal.
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Cada grupo de objetos € chamado de agrupamento modal. Para valores diferentes de k (por exemplo,
k=17,8,9, 10, 11), observamos dois agrupamentos modais no dendrograma da amostra bimodal.
Embora esses dois agrupamentos modais, ao final, se retinam em niveis mais baixos de densidade, note
que eles sdo bem distintos em niveis mais altos de densidade. Em contraste, para os mesmos valores
de k observamos somente um tinico agrupamento modal no dendrograma da amostra unimodal; isso
¢ verdade independente do nivel de densidade. Assim, diagramas de agrupamentos estruturalmente
diferentes de densidade de agrupamento do k-€simo vizinho mais préximo revelam as diferencas na
modalidade das duas amostras.

Por que 0 método de Ward encontra uma solugdo de dois agrupamentos para a amostra unimodal, ao
passo que a ligagdo por densidade sugere um tinico agrupamento modal? A resposta tem a ver com as
diferengas de objetivos. O método de Ward realiza um trabalho melhor de redugdo da heterogeneidade
(isto €, da varidncia de particdo). A ligacdo por densidade, porque explica o contexto, estd em
consondncia com a descoberta de solugdes de agrupamentos em que as regides de alta densidade dos
objetos sdo separadas por regides de densidade relativamente mais baixa.

8.5 PARTICAO: COMO FUNCIONA

8.5.1 InTUIGAO

A partigdo € diferente do agrupamento aglomerativo. Com a parti¢fio, nossa meta é dividir a amostra
em um nimero determinado K de grupos nfio superpostos, de maneira que os objetos dentro de cada
grupo sejam relativamente similares e os objetos entre grupos sejam relativamente dissimilares. Para
fazer isso, necessitamos achar um modo de medir a similaridade dentro do grupo e a diferenca entre
os grupos (para que possamos comparar duas parti¢oes e dizer qual € a melhor). Também precisamos
encontrar a melhor dessas parti¢des (uma que seja pelo menos localmente 6tima, se nfo globalmente
otima) de acordo com a nossa medida escolhida.

A abordagem de parti¢do descrita aqui é conhecida como agrupamento de K-means (Hartigan,
1975). O algoritmo, como a ligagdo simples, ¢ simples ¢ eficiente do ponto de vista computacional.
No entanto, ele € propenso a encontrar solu¢des localmente Gtimas apenas (porque é baseado em uma
heuristica que realiza somente melhorias locais para uma parti¢o inicial, até que melhorias posteriores
néo sejam possiveis). Portanto, é necessdrio executar o agrupamento de K-means um grande niimero
de vezes, com diferentes pontos iniciais (o que ndo é diferente de certos métodos de escalonamento
multidimensional), para assegurar uma boa solug#o.

As etapas do algoritmo geral de agrupamento de K-means séo descritas a seguir:

AGRUPAMENTO DE K-MEANS

Etapas do processo iterativo

Etapa 1. Selecione uma parti¢do inicial dos dados nos agrupamentos K. Diversas abordagens a
escolha dessa parti¢do inicial sdo descritas no texto. Uma variante importante de K-means comega
com um conjunto inicial de centroides de “semente” K que define a parti¢do inicial designando
cada objeto para o ponto de semente mais préximo. Em muitos casos, os pontos de semente sio
simplesmente os pontos reais de K, normalmente escolhidos de forma que sejam amplamente
dispersos.

Etapa 2. Calcule o centroide para cada agrupamento C, X¢. Observe que é possivel realizar esse
célculo utilizando-se dados do tipo atributo ou dados de distancia (como no método de agrupamento
centroide, descrito na Sec¢dio 8.4 anterior; veja DeSarbo, Carroll, Clark e Green, 1984).

Etapa 3. Calcule a soma das distincias ao quadrado de cada objeto do seu centroide do agrupa-
mento (isto €, o quadrado da soma de erros da parti¢io, representado por ESS):

ESS =

n
(Xi — Xc)) (Xi — Xciy)

i=1




e
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onde C(i) é o0 agrupamento para o objeto i. Como o ESS reflete as distancias entre os objetos
internos ao grupo, esse é o termo que queremos tornar tao pequeno quanto possivel.

Etapa 4. Torne a relacionar cada objeto i ao agrupamento cujo centroide € mais proximo. Se ao
final da etapa 4 os elementos do agrupamento permanecerem sem alteragdes, 0 processo convergiu
para pelo menos um minimo local. Se pelo menos um objeto do agrupamento modificar-se, volte &
etapa 2 com a nova particao.

Observemos uma iteragio do algoritmo K-means usando um conjunto simples de dados para analisar
como ele funciona. A Figura 8.15 mostra um gréfico de sete observagdes medidas em duas dimensdes
(X; e X>). Inicialmente, os objetos foram divididos em dois agrupamentos, de modo que os objetos 1 a
4 formam o primeiro agrupamento e os objetos 5 a 7 formam o segundo. Os centroides para os dois
agrupamentos iniciais sio (-0,75, 0,0) e (2,33, 0), respectivamente. O erro da partigdo inicial € dado
por ESS = 7,836.

2 5 2 Ef
3 6 3 6
; ;
0 0
X

X

Figura 8.16 Particdo final de dois agrupamentos
apds nova atribuicdo do objeto 4.

Figura 8.15 Particao inicial em dois agrupamentos
de sete observacoes sobre duas variaveis.

Ap6s uma iteragio do processo de agrupamento K-means delineado anteriormente, um objeto ¢
novamente atribuido: o objeto 4 é mudado do agrupamento 1 para o 2 porque sua localizagdo em (1, 0)
é mais préxima do centroide do agrupamento 2 (2,33, 0) do que do centroide do agrupamento 1 (-0,75,
0). A Figura 8.16 mostra a configuragio do agrupamento apés a nova atribuig¢do do objeto 4. Depois
dessa nova atribuigiio, o erro de parti¢do diminui para ESS = 6,775. Essa € a solugdo final; nenhuma
nova atribuigfio € capaz de implicar em maior redugéo do ESS.

Selecionando a partigcdo inicial
O procedimento K-means produz um resultado que & localmente apenas 6timo. E, portanto, importante
tecer algumas consideracdes 2 escolha da parti¢o inicial de agrupamentos. Em geral, quanto melhor 0
ponto inicial, melhor a solucéo final. Isso se torna ainda mais importante quando o conjunto de dados é
relativamente pequeno.

A maioria dos pacotes de software disponiveis oferece alguma heuristica para selecionar-se a
parti¢do inicial. Uma abordagem € usar K observagdes dos dados como “sementes” e atribuir cada

observacio restante A “semente” mais préxima. As sementes podem ser escolhidas aleatoriamente ou
sequencialmente para que cada uma esteja a nma certa distdncia minima das outras.

Outra possibilidade é o analista especificar seu préprio conjunto de sementes de agrupamentos-

Um bom ponto de partida é usar centroides de uma solugdo de agrupamento aglomerativo, como (:
método de Ward ou a ligagio média. Observe que a abordagem de Ward é amplamente consistente
com o objetivo de parti¢iio de varidncia (de fato, o critério usado no método de Ward € bem similar a0
critério ESS usado por K-means). Além do mais, o método de Ward ¢ facilmente aplicado a problema$
relativamente pequenos (nos quais a importancia de se determinar um bom ponto de partida € maior):

<€
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A conclusdo final é: provavelmente faz sentido usar todos esses métodos (e, talvez, usar alguns
inicios aleatdrios também) e depois escolher a melhor solu¢éio de agrupamento.

Propriedades da solugdo

piferente do que ocorre nos procedimentos aglomerativos discutidos na Secéo 8.4 anterior, os resultados
da particdo ndo sio hierdrquicos por natureza. Com um método hierarquico, qualquer solucfio de
agrupamentos perto do topo da 4rvore pode ser formada combinando-se agrupamentos em um ponto
mais baixo (sem que se mude o pertencimento de qualquer objeto ao agrupamento). Tal ndo € o caso
com um método de parti¢do. Cada particio chega separadamente; isto &, a parti¢iio de trés agrupamentos
ndo toma a parti¢dio de dois agrupamentos como ponto de partida. A Figura 8.17 mostra um exemplo
de solugbes para K-means de dois e trés agrupamentos para um conjunto hipotético de dados. A
figura deixa claro que ndo hd meio de se ir da solugdo de trés agrupamentos para a solugio de dois
agrupamentos sem atribuir novamente os objetos.

(a) Solucdo de agrupamento K = 2 (b) Solucao de agrupamento K =3

Figura 8.17 Solucdes de agrupamentos de métodos de particdo ndo sdo necessariamente hierarquicas.

Como o K-means ¢ focado na redug@o do ESS, ele € bem consistente com o objetivo de redugfo da
heterogeneidade. Assim, como o procedimento de Ward, tende a produzir agrupamentos compactos e
CONVvexos.

Quantos agrupamentos?

O algoritmo K-means encontra uma solugéo de agrupamentos para um dado valor de K; compete ao
analista decidir qual valor de K resulta na “melhor” solugdo de agrupamento. Entdo, como se decide
o valor apropriado? A chave € conduzir andlises com vdrios valores diferentes de K e depois escolher
a solucdo que melhor corresponda aos objetivos da analise. Isso normalmente envolve uma anélise de
custo-beneficio entre a simplicidade da solugédo (quando um niimero menor de ag/rupamentos ¢ melhor)
e sua adequagdo (caso a reducfo da heterogeneidade dentro do grupo seja o objetivo, mais agrupamentos
¢ melhor). Com frequéncia, a decisdo requer discernimento subjetivo por parte do analista.

Observe que alguns critérios nfo sdo particularmente tteis na avaliagio dessa escolha. A medida ESS
€ problemdtica, porque vai diminuir necessariamente 2 medida que o nimero de partigdes aumenta (se
isso ndo ocorrer, uma das solu¢des tem de ser meramente uma 6tima local). Uma medida que capta a
andlise de custo-beneficio entre a simplicidade e a adequacdo é chamada de estatistica pseudo-F. Esse
critério, usado por Calinski e Harabasz (1974), é reminiscéncia de um teste-F porque é efetivamente
uma razdo da soma média de quadrados entre os grupos pela soma média de quadrados dentro do grupo,
€ assim explicam-se os graus de liberdade, que séo fungdes de K. A férmula é dada por

tr[B/(K - 1)]

pseudo-F = __——tr[W/(n Yy

(8.10)
onde B € a matriz da soma de quadrados entre agrupamentos, W € a matriz da soma de quadrados
dentro dos agrupamentos, K é o niimero de agrupamentos e n é o niimero de objetos.

Em geral, quanto maior o pseudo-F, mais “eficiente” € a parti¢do na redugio da heterogeneidade no
Interior do grupo (refletida no denominador). Embora tr(B) geralmente vd aumentar com o nimero de
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agrupamentos, tr{B/(K — 1)] ndo aumenta. Em geral, a medida do pseudo-F ndo aumenta monotonica.
mente, mas atinge um maximo para determinado valor especifico de K (dependendo, naturalmente, dog
dados). E essa explicagio do niimero de graus de liberdade exigido pelos agrupamentos adicionais que
d4 a esse critério sua capacidade de diagndstico.

Vamos supor que temos um conjunto de dados com modalidade natural M. Seria de se esperar que
uma estatistica pseudo-F relativamente grande fosse associada com a particdo K-means para K = M. Se
fizermos a analise para K = M + 1, deveria haver mudangas relativamente pequenas em B e W (porque
niio podemos melhorar de maneira significativa a solugo afastando-nos da modalidade natural). Comg
resultado, o aumento em K pode causar um aumento no denominador e um decréscimo no numerador,
resultando em um valor mais baixo do pseudo-F para K = M + 1. Quando um aumento no niimero de
agrupamentos resulta em um decréscimo no pseudo-F, hé indicacdo de que a complexidade adiciona]
da solucdo pode ndo valer a pena em termos da redugdo na heterogeneidade dentro do agrupamento,
Milligan e Cooper (1985) conduziram uma grande simulacdo Monte Carlo na qual testaram 3(
diferentes critérios para determinar o nimero de agrupamentos: o que funcionou melhor foi o pseudo-F
de Calinski e Harabasz.

Interpretando a solugdo final

Ao final, é importante nfo somente selecionar o niimero de agrupamentos, mas também entender como
interpretar os agrupamentos e como diferem uns dos outros. Provavelmente, a abordagem mais direta ¢
examinar os centroides dos agrupamentos calculando-se o valor médio de cada varidvel dos objetos
atribuidos a cada agrupamento. Isso revela quais agrupamentos tém relativamente muitas varidveis e
quais t€m poucas.

Entretanto, somente os centroides dos agrupamentos nio dizem quantas superposicoes existem
entre os agrupamentos de uma dada varidvel X. Por isso, também € importante considerar alguma
medida da varidncia em X explicada pela solugfio de agrupamentos. Podemos decompor a soma total
dos quadrados de X a uma soma de quadrados dentro do agrupamento (isto €, a soma dos desvios
ao quadrado entre cada observagfo e a média de seu agrupamento) e a soma de quadrados entre os
agrupamentos. Se a solugfio de agrupamentos possuir observacoes estreitamente agrupadas ao redor de
suas respectivas médias, a soma de quadrados dentro dos agrupamentos serd pequena € a soma dos
quadrados entre os agrupamentos serd grande (porque a sua soma é uma constante). Como medida
resumida, consideramos a razdo da soma de quadrados entre agrupamentos pela soma total de quadrados
(que é andloga a uma medida R?, que capta a quantidade de variagdo em X explicada pela média do
agrupamento) ou podemos considerar a razdo da soma de quadrados entre agrupamentos pela soma de
quadrados dentro do agrupamento [que seria o mesmo que olhar para a razio R?/(1 — R?), andloga a0
pseudo-F para uma varidvel dnica)]. Comparando esses valores das varidveis, fica claro quais delas sdo
mais importantes na defini¢do das diferencas entre os agrupamentos.

8.5.2 ExemrLo

Novamente, para fins de ilustragdo, retornamos aos dados da amostra (uma bimodal e outra unimodal)
descritos na Secio 8.2. Os resultados da aplicagdo de agrupamentos K-means para os dados bimodais
com K = 2 sdo apresentados na Tabela 8.6.

A solugiio corresponde bem proximamente ao nosso entendimento desses dados. Os centroides
dos agrupamentos sdo localizados em (3,1, 2,8) e em (5,9, 5,5), que sédo razoavelmente proximos as
modas da populagdo em (3,0, 3,0) e (6,0, 6,0). A designaciio das observagdes aos agrupamentos € quase
perfeita: somente um objeto estd designado incorretamente. A solugo de dois agrupamentos alcanga
boa separacdo em ambas as varidveis X; e X, (note que R? vale 0,67 e 0,70, respectivamente).

Como saber se a solucéo de dois agrupamentos é a melhor? Para fins de comparag@o, realizamos
outra andlise com K = 3. A solugdo de dois agrupamentos resultou em uma estatistica pseudo-F de
103,7; esse valor cai para 82,33 quando K = 3. Embora ndo necessariamente conclusivo, o resultado
sugere que a melhoria na homogeneidade dentro do agrupamento ndo compensou o custo de €
acrescentar outro agrupamento a solucéo.

A Tabela 8.7 mostra os resultados da aplicagéio de agrupamentos K-means aos dados unimodais
(novamente com K = 2). Em muitos aspectos, a solugio de dois agrupamentos para dados unimodais ¢

y %
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bem similar & solug¢do de dois agrupamentos para os dados bimodais. Os centroides dos agrupamentos
sdo aproximadamente os mesmos: (3,4, 3,7) e (5,5, 5.9). A designaciio dos objetos ndo € igual (os
tamanhos dos agrupamentos sdo 18 e 32); a varidvel X, parece desempenhar um papel relativamente
mais importante do que X na distingdo entre os agrupamentos.

Entdo, como podemos dizer que a solugdo de dois agrupamentos é a apropriada? A estatistica
pseudo-F para a solugé@o de dois agrupamentos € 51,6. Infelizmente, ndo hd meio de se calcular a
estatistica pseudo-F' para a solugéio de um agrupamento. Assim, néo hd meio para se observar se h4 um
declinio no pseudo-F quando mudamos de um para dois agrupamentos.

Tabela 8.6 Resultados da parti¢ao K-means de dados da amostra bimodal para K = 2

Agrupamento Frequéncia
1 26
2 24
Varidvel STD Total DentrodoSTD R?>  R2?/(1-R?)
X 1,708 0,993 0,669 2,022
X, 1,624 0,900 0,700 2,328
Geral 1,666 0,947 0,684 2,160
Média do agrupamento
Variavel Agrupamento1 Agrupamento 2
X 5,875 3,108
Xz 5,473 2,781

Estatistica pseudo-F = 103,68

Tabela 8.7 Resultado da particdo K-means de dados da amostra unimodal para K = 2

Agrupamento Frequéncia
1 32
2 18
Varidvel STD Total DentrodoSTD R?*  R?*/(1-R?)
X, 1,544 1,159 0,448 0,812
X 1,425 0,910 0,601 1,504
Geral 1,486 1,042 0,518 1,076
Média do agrupamento
Variavel Agrupamentol Agrupamento 2
X, 3,367 5,499
X 3,665 5,943

Estatistica pseudo-F = 51,65

Se aumentarmos para K = 3 agrupamentos, o pseudo-F sobe ligeiramente para 59,0. Note que ambos
08 valores sdo relativamente pequenos se comparados ao valor 103,7 da solugio de dois agrupamentos
dos dados bimodais. No final das contas, talvez faca sentido usar um método diferente (tal como o
agrupamento de densidade do k-ésimo vizinho mais préximo) para que se obtenha alguma evidéncia
Convergente com relagéo a modalidade natural desses dados.

- ]
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8.6 EXEMPLO DE PROBLEMA: SEGMENTACAQ DA PREFERENCIA

Apresentamos agora uma aplicagio dos métodos de agrupamentos descritos anteriormente para a
segmentacdo de preferéncia. Os dados que temos sdo de 303 estudantes de MBA que participaram de

um estudo on-line indicando suas preferéncias para 10 carros com pregos compardveis: BMW 3284

Ford Explorer, Infiniti J30, Jeep Grand Cherokee, Lexus ES 300, Chrysler Town & Country, Mercedeg
C280, Saab 9000, Porsche Boxster e Volvo V90. Os estudantes indicaram suas preferéncias para cada
carro em uma escala de 1 (baixa) a 10 (alta). Para fins de validagdo (a ser discutida mais tarde,
Segio 8.7), deixamos de lado aproximadamente metade dos dados (151 observagdes).

EXEMPLO Segmentacdo da preferéncia de automdveis entre estudantes de MBA. MBA_CAR (

Nosso objetivo explicito nessa analise € a segmentagdo. Queremos dividir os estudantes em um
nimero administrdvel de grupos com preferéncias relativamente homogéneas. Assim, encontrar 4
modalidade natural desses dados é menos importante do que a variancia da particdo. Por essa razdo,
focaremos o uso de métodos como o de Ward e o agrupamento de K-means.

Comegamos conduzindo um agrupamento de Ward dos dados, e examinamos o dendrograma para
obtermos uma ideia do nimero apropriado de agrupamentos. Com base no dendrograma da Figura 8.18,
os resultados sugerem uma solugdo de dois agrupamentos (correspondente 2 linha tragada em 0,10) ou
talvez uma solug¢fo de cinco agrupamentos (correspondente & linha em 0,05).

Para os fins desta ilustrago, prosseguiremos com a solugdo de cinco agrupamentos. Neste caso,
poderiamos nos preocupar com o fato de a solugéo de dois agrupamentos ser muito simples; ela pode

Objeto

T

T
0,00 0,01

] 1 T T ] I T
0,02 003 0,04 005 0,06 007 0,08

R ao quadrado semiparcial

T T 1
0,09 0,10 0,11

Figura 8.18 Dendrograma do método de Ward aplicado aos dados de preferéncia de carro.
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pdo representar adequadamente as diferencas nas preferéncias dos estudantes. Uma solugfo de cinco
agrupamentos ¢ ainda administrdvel e possui o potencial de oferecer mais insight sobre os padrdes
diferentes de preferéncia presentes nos dados. Usando os centroides da solugdo de cinco agrupamentos
do método de Ward como sementes, realizamos uma andlise de agrupamento de K-means com K = 5.
Verificamos que o pseudo-F da parti¢do de cinco agrupamentos foi maior que aqueles das solucdes
comK=4eK=6.

E importante lembrar que essa solucio de cinco agrupamentos ndo corresponde necessariamente a
modalidade natural desses dados. Para verificar, realizamos uma anélise de agrupamentos hierarquica
usando o método de densidade do k-ésimo vizinho mais préximo. Para qualquer valor de £ maior que
¢inco, o resultado foi um agrupamento modal.

A Tabela 8.8 mostra o resumo dos agrupamentos — incluindo a filiag&o ao agrupamento, centroides
dos agrupamentos ¢ estatisticas para as medidas de preferéncia — para a solugdo de cinco agrupamentos.

Tabela 8.8 Resumo da analise de agrupamentos K-means de da-
dos da preferéncia de carros para solu¢do de agrupamentos K =5

Agrupamento Frequéncia
1 27
2 35
3 34
4 39
5 17

Estatistica para variaveis

Variavel STD Total DentrodoSTD R?*  R%/(1-R?
BMW 1,880 1,577 0,314 0,459
Ford 2,172 1,898 0,257 0,346
Infiniti 1,795 1,692 0,136 0,157
Jeep 2,068 1,691 0,349 0,535
Lexus 1,917 1,747 0,192 0,237
Chrysler 1.348 1,268 0,139 0,161
Mercedes 1,818 1,645 0,203 0,255
Saab 2,150 1,989 0,167 0,201
Porsche 2,480 1,483 0,652 1,870
Volvo 2,237 1,590 0,508 1,032
Geral 2,008 1,669 0,327 0,487

Média do agrupamento

Varidavel Agrupamento 1 Agrupamento2 Agrupamento 3 Agrupamento 4  Agrupamento 5
BMW 6,93 6,74 7,24 5,90 3,71
Ford 2,93 6,37 4,59 4,74 4,88
Infiniti 4,37 4,31 4,50 2,97 3,18
Jeep 3,26 6,66 5,35 5,67 7,06
Lexus 5,74 5,66 5,44 3,67 4,82
Chrysler 1,11 2,46 1,41 1,54 2,24
Mercedes 7,11 6,17 6,06 4,87 4,88
Saab 5,85 5,94 4,24 3,95 441
Porsche 7,33 6,97 2,97 7,15 2,82
Volvo 2,93 5,37 2,74 2,08 6,53

Estatistica pseudo-F = 17,89
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Os segmentos sdo relativamente proximos em tamanho (o menor € 17; o maior, 39). Verificando ag
estatisticas para cada medida de preferéncia, notamos que os agrupamentos separam-se mais fortemente
com respeito a preferéncia pelo Porsche Boxster (o R? 6 0,65, maior que qualquer outra varidvel de
preferéncia). Examinando os centroides dos agrupamentos, percebemos que os segmentos 1, 2 e 4
expressam uma grande preferéncia pelo Porsche (aproximadamente 7 de 10), ao passo que os segmentog
3 e 5 expressam menor preferéncia (aproximadamente 3 em 10). Assim, a solugfo de agrupamentos
capta o fato de as preferéncias dos estudantes pelo Porsche serem altamente polarizadas.

Em contraste, os agrupamentos ndo so particularmente distintos com respeito a preferéncia pelg
Chrysler Town & Country (R?> = 0,14). Isso se deve ao fato de os estudantes expressarem quase
uniformemente pouca preferéncia por este carro, que € a tinica minivan incluida no estudo (ndo chega
a ser um resultado surpreendente se considerarmos o fato de que os estudantes, nesta amostra em
particular, sdo jovens, solteiros e sem filhos em sua maioria).

Também podemos comparar e contrastar os perfis dos segmentos. Os segmentos 1 e 2, por exemplo,
exibem altas preferéncias pelo BMW e pelo Porsche. A diferenca entre esses dois segmentos é que
o segmento 1 expressa uma baixa preferéncia pela perua Volvo e pelos dois utilitirios esportivos,
Ford Explorer e Jeep Grand Cherokee (aproximadamente 3 de 10), enquanto o segmento 2 expressa
preferéncias maiores (5 a 6 de 10). Os segmentos 2 e 5 ddo as maiores classificagdes aos SUVs; a
diferenca é que o segmento 5 expressa preferéncias bem baixas para os carros esportivos (BMW ¢
Porsche). Utilizando essas abordagens de perfil, é possivel rotularmos os agrupamentos da mesma
maneira de quando usamos as cargas fatoriais para rotular os fatores na anélise fatorial.

8.7 QUESTOES RELATIVAS A APLICACAO DA ANALISE DE AGRUPAMENTOS

8.7.1 CoMmo 0S DADOS DEVEM SER ESCALONADOS?

Uma vez que o agrupamento envolve agrupar objetos que sdo similares ou préximos, € preciso saber
como os dados sdo escalonados. Na construcio de uma medida de distancia, € importante que dimensdes
diferentes sejam comparavelmente escalonadas; do contrario, a varidvel com maior varidncia figurara
com mais destaque na solugdo. E por isso que, como nos componentes principais, as varidveis sio
normalmente padronizadas. Esta geralmente deve ser a opgdo padrdo, a menos que alguma outra base
para o escalonamento de varidveis seja fornecida.

Como exemplo deste tiltimo, as varidveis na segmentacio de preferéncia da Se¢@o 8.6 sdo escalonadas
comparavelmente: todas as preferéncias sdo medidas em uma escala de 10 pontos, de forma a tornar
altamente plausivel que esses nimeros sejam comparaveis de carro a carro. Isso nio implica que todas
as medidas tenham a mesma varifncia; de fato, observamos uma varidncia muito maior para o Porsche
(com média 5,72 e desvio-padréo 2,48) do que para o Chrysler Town & Country (com média 1,72 ¢
desvio-padrao 1,35). Se dividirmos o desvio-padréo para padronizar essas medidas, estamos dizendo
que uma diferenca de um ponto na preferéncia pelo Chrysler (por exemplo, de 1 a 2) ¢ efetivamente a

mesma para a diferenga em 4 pontos na preferéncia pelo Porsche (por exemplo, de um 3 para um 7).

Isso pode ou nio ser apropriado. Algumas vezes, podemos optar por conferir menos peso a uma varidvel
que carrega menos informagdes (isto é, variincia mais baixa) sobre as diferengas nas preferéncias
dos estudantes.

Se nos interessarmos mais pelas classificagdes relativas das preferéncias do que por seus niveis
absolutos (por exemplo, se uma classificagdo de preferéncia 4 de um estudante néo for diretamente
comparavel ao 4 de outro estudante), podemos considerar a possibilidade de centrar na média ou
padronizar os dados para cada respondente (isto €, por linha em vez de coluna). Note que isso tem
basicamente 0 mesmo efeito de se usar o coeficiente de correlagio como medida de similaridade, e é um
procedimento apropriado somente quando o padrdo da resposta é mais relevante do que a proximidade
em nivel. Ndo padronizamos os dados de preferéncia dos carros porque havia diferencas reais entre 08

estudantes em relaciio a quanto eles gostavam do conjunto de carros escolhidos para o nosso estudo.

Isso foi sustentado por dados adicionais coletados sobre a intenc¢do de aquisi¢do de algum dos 10 carros
do conjunto: os estudantes com baixos niveis de preferéncia por todos os carros relataram uma baixa
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probabilidade de comprar algum deles, ao passo que os estudantes com altos niveis de preferéncia por
alguns carros relataram uma grande probabilidade de eventualmente compréi-los.

8.7.2 'VALIDAGAO

Quando falamos sobre validacdo, estamos normalmente interessados em verificar a capacidade de
generalizac@o da solucdo. Em outras palavras, as descobertas de uma amostra especifica podem ser
estendidas para a populagdo da qual a amostra foi retirada? Por exemplo, se tivéssemos calculado a
relagdio entre atitude e comportamento para uma amostra de individuos, poderfamos testar e verificar se
a relacfo estimada da amostra é compativel ao comportamento de outro grupo de individuos retirado da
populagdo. No contexto do agrupamento, no entanto, a solugio € especifica para um conjunto particular
de objetos ou individuos. Niio podemos usar a solugdo de agrupamento (isto €, os indicadores de quais
objetos pertencem a quais agrupamentos) para dizer qualquer coisa sobre um objeto pertencente a um
agrupamento de fora da amostra.

Se, entretanto, tivermos as medidas dos objetos em alguns atributos subjacentes — por exemplo,
se os dados usados para a andlise de agrupamentos sdo medidas de distincia construidas e ndo
avaliagdes diretas (possivelmente ndo métricas) da proximidade ou similaridade do objeto —, podemos
nos concentrar nos centroides dos agrupamentos. A questdo passa a ser: se aplicarmos a mesma
metodologia de agrupamentos a duas amostras diferentes da mesma populagdo, terminamos com
os mesmos centroides de agrupamentos? E esses conjuntos diferentes de centroides resultam em uma
atribuicio similar de objetos aos agrupamentos? Essa abordagem néo ¢ diferente da abordagem de
confiabilidade teste-reteste para se determinar a validade da solug¢do de agrupamentos.

Uma abordagem possivel a esse tipo de validacdo € delineada a seguir. Comeg¢amos com duas
amostras da mesma populagdo (neste caso, dividimos aleatoriamente uma amostra em duas). A
primeira amostra é a de calibragfio ¢ a segunda € a de validacdo. Usando o método escolhido
de agrupamentos, realizamos entdo uma andlise de agrupamentos sobre os dados de calibragdo,
determinamos o niimero de agrupamentos e calculamos os centroides dos agrupamentos. Esses
centroides, se a solucdo for vilida, devem refietir as tendéncias centrais dos agrupamentos que existem
na populagio como um todo. Assim, se tirarmos outra amostra da populagdo, devemos ser capazes de
determinar a que grupo pertence cada objeto e designd-lo para o centroide mais préximo. Entéo, € o
que fazemos: atribuimos cada objeto na amostra de validagdo para o centroide mais préximo com base
na solugdo dos dados de calibragéo.

PASSOS PARA A VALIDACAO DE AGRUPAMENTO

1. Divida os dados em duas amostras aleatérias: calibragdo e validag@o.

2. Utilize o método de agrupamento para agrupar os dados de calibragdo. Determine o niimero
apropriado de agrupamentos e calcule os centroides.

3. Use os centroides de agrupamentos dos dados de calibracio, atribua cada observagio da
amostra de validagio ao centroide mais préximo. Represente essa solug@o de agrupamento
como S).

4. Use o mesmo método de agrupamento do passo 2 para agrupar os dados de validacio.

Escolha a solu¢do com o mesmo nimero de agrupamentos, como determinado no passo 2.

Represente essa solu¢do de agrupamento como S5.

As soluges de agrupamentos S; e S representam diferentes atribui¢des do mesmo conjunto

de observagGes para os agrupamentos. Para avaliar a concordancia entre as duas solugdes,

faga uma tabulagdo cruzada S versus S».

n

Em seguida, utilizamos o mesmo método de agrupamentos diretamente sobre os dados de validagdo
para determinar uma solugio de agrupamento com o mesmo nimero de agrupamentos. Isso nos dd um
segundo conjunto de afiliagdes aos agrupamentos para os objetos na amostra de validagdo. A diferenca €
que o primeiro conjunto de atribui¢des é baseado na solugio de agrupamento de uma amostra diferente
de dados (isto &, a amostra de calibracio). Se as amostras compartilharem as mesmas caracteristicas da
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populagdo subjacente (e o sinal da populag@o € forte em relagdo ao ruido da variagio idiossincrética
da amostra), devemos ter entfo atribui¢Ges altamente similares de agrupamentos. Uma maneira de
verificar se isso ocorre € a tabulagio cruzada de duas solugdes. Se houver K agrupamentos, teremosg
uma tabela K X K, na qual as linhas sdo atribui¢cGes de agrupamento baseadas nos centroides da amostra
de calibrag@o e as colunas sdo as atribuicdes de agrupamento de um agrupamento direto da amostra de
validag#o. Se houver um alto grau de convergéncia, devemos esperar que a maioria das observac&es
caia nas células K (nfo necessariamente ao longo da diagonal, porque o nimero de agrupamentos &
arbitrdrio). Se as observagGes da amostra estiverem espalhadas por toda a tabela, isso sugere que a
solugfo de agrupamento é especifica da amostra e no necessariamente generalizdvel a populagio como
um todo.

Tlustramos a abordagem usando os dados de preferéncia por carros descritos na se¢fo precedente,
Nossa andlise anterior sugere que uma solug#io de cinco agrupamentos € apropriada.

Tabela 8.9 Solugdo de cinco agrupamentos (usando Ward e K-means) para valida¢do dos dados
da amostra

Agrupamento Frequéncia

1 49
2 35
3 36
4 21
5 10

Estatistica para as varidveis

Varidvel STD Total DentrodoSTD  R? R*/(1 - R?)

BMW 1,723 1,517 0,246 0,326
Ford 2,185 1,829 0,318 0,467
Infiniti 1,972 1,636 0,330 0,493
Jeep 2,100 1,787 0,296 0,420
Lexus 2,057 1,601 0,410 0,696
Chrysler 1,776 1,507 0,299 0,426
Mercedes 1,912 1,728 0,205 0,258
Saab 2,269 1,989 0,252 0,337
Porsche 2,396 1,693 0,514 1,058
Volvo 2,372 1,796 0,442 0,793
Geral 2,088 1,714 0,344 0,524

Média do agrupamento

Varidvel Agrupamento 1 Agrupamento2 Agrupamento 3 Agrupamento 4 Agrupamento 5

BMW 7,20 6,83 7,11 6,48 3,70
Ford 3,24 5,74 5,78 6,24 5,60
Infiniti 5,18 2,60 4,81 2,86 4,90
Jeep 3,71 6,34 6,08 6,05 5,60
Lexus 6,27 3,41 6,40 3,81 4,80
Chrysler 1,82 1,40 3,06 1,43 4,90
Mercedes 6,82 5,86 7,03 4,95 4,40
Saab 4,47 3,83 6,31 6,85 4,50
Porsche 6,43 7,77 6,86 3,05 2,44
Volvo 2,86 2,14 5,58 2,76 7,00

Estatistica pseudo-F = 19,13
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Tabela 8.10 Tabula¢do cruzada das solu¢des de dois agrupamentos
diferentes para dados de validacdo mostrando uma concordancia
relativamente alta

Tabela de Solugio S; pela Solugio S,
1 2 3 4 5 Total

1 33 1 3 2 0 39
2 0 3 31 6 1 41
3 2 0 1 9 0 22
4 4 30 0 2 0 36
5 0 1 1 2 9 13

Total 49 35 36 21 10 151

Utilizando os centroides desses cinco agrupamentos, atribuimos cada individuo da amostra de
teste para o agrupamento com o centroide mais préximo. Os tamanhos dos agrupamentos sdo 39,
41, 22, 36 e 13, respectivamente. Depois, agrupamos as observagdes diretamente na amostra de
validac¢do. Utilizamos o mesmo procedimento que foi usado com o primeiro conjunto de dados: primeiro
executamos o método de Ward, usamos essa solugdo para fornecer as sementes iniciais para o algoritmo
de K-means, e depois executamos K-means com K = 5. Os resultados sdo apresentados na Tabela 8.9.

A tabulagdo cruzada de atribui¢Ges para dois agrupamentos diferentes para a validagéo € apresentada
na Tabela 8.10. Observe que hd uma concordéncia razoavelmente forte entre as duas solugdes: 112 das
151 observagdes caem nas cinco células que refletem a correspondéncia miitua mais alta entre os dois
grupos de agrupamentos (essas células sdo mostradas em negrito na tabela). E uma taxa de acerto de
74%, que parece razoavelmente alta. Se isso representa um nivel aceitdvel de validade, depende do
julgamento do analista.

Uma possivel medida de resumo para a correspondéncia entre duas solu¢des de agrupamento € o
Indice de Rand (Rand, 1971). Esse indice é a propor¢io de todos os pares possiveis de objetos em
que as duas parti¢des diferentes concordam; isto é, em que o par de objetos € atribuido ao mesmo
agrupamento em ambas as solucGes ou em que o par de objetos € atribuido a diferentes agrupamentos
em ambas as solugdes. No exemplo acima, com n = 151, ha n!/(n — 2)!12! = 151 x 150/2 = 11.325
pares distintos de objetos atribuidos aos agrupamentos. O nimero de pares nos quais as duas solugdes
estdo em concordancia pode ser calculado através da seguinte férmula:

R C
n 1
A= ( 2) + m- 5 [Z n? + n?jl (8.11)
i 1

R
i=1 i=1 j=

[
=

J

em que n;; é o nimero de objetos na célula (i, j) da classificagdo cruzada apresentada na Tabela 8.10
(isto é, o niimero de objetos em comum entre o agrupamento i da solugfio S| e o agrupamento j da
solugdo S,) e n; e n ; sdo a linha e a coluna das frequéncias marginais, respectivamente. Para o problema
anterior, A = 9,280, resultando em um indice de Rand de 9,280/11,325 = 0,82, o que sugere uma
forte correspondéncia. Hubert e Arabie (1985) discutem algumas modificacdes do indice de Rand e
oferecem ideias sobre o teste de significincia.

8.7.3 NOTA ADICIONAL SOBRE O NUMERO DE AGRUPAMENTOS

E importante perceber que o teste de valida¢do descrito anteriormente néo é projetado para se validar o
nimero de agrupamentos (veja Green e Krieger, 1999). Em outras palavras, s6 porque obtemos uma
correspondéncia relativamente alta entre as duas solugdes de agrupamentos néo significa que podemos
concluir que a modalidade natural dos dados € cinco. Na verdade, se nio estamos interessados na
modalidade natural dos dados, devemos usar um método como a densidade do k-ésimo vizinho mais
préximo. Embora néio haja testes estatisticos para o niimero de agrupamentos, podemos usar o método da
densidade do k-ésimo vizinho mais préximo para obter alguma nogfo de quio fortemente multimodais
os dados sao. Essa € a ideia subjacente a abordagem proposta por Wong e Schaack (1982).

——
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Figura 8.20 NUmero de agrupamentos modais nos dados sobre taxa de natali-
dade e taxa de mortalidade encontrados na analise de agrupamentos pela densi-
dade do k-ésimo vizinho mais préximo para diferentes valores de k.

Lembre-se de que a abordagem utiliza uma estimativa da densidade na vizinhanga de cada ponto
para estabelecer uma medida de proximidade entre os pontos. Para valores pequenos de k, as estimativas
da densidade local sdo baseadas em poucas observagdes. Por exemplo, quando £ = 1, podemos observar
muitos pares de pontos em que cada observagfo estd sozinha na k-ésima vizinhanga mais préxima
de outra. Cada subconjunto constitui uma “moda” nos dados porque nenhuma observagio cai na
vizinhanga de qualquer outro ponto dos dados. Para pequenos valores de k, tendemos a observar muitos
desses subconjuntos desconexos nos dados (isto €, nenhuma observagéio em um grupo estd conectada a
outra observagio em outro grupo). A medida que o valor de k aumenta, o tamanho da vizinhanga usada
para se estimar a densidade local também aumenta. Isso “suaviza” as estimativas da densidade local, €
o nimero de modas nos dados decresce. Finalmente, para alguns valores de k, o nimero de modas
cai para 1.

Pode-se, razoavelmente, esperar que dados fortemente multimodais levem a um valor maior de k an-
tes que as estimativas da densidade local sejam suficientemente suavizadas para que observemos apenas
um agrupamento modal. Por exemplo, considere os conjuntos de dados unimodal e bimodal introduzidos
na Secdo 8.2. Para os dados unimodais, um tinico agrupamento modal (isto é, um conjunto conectado)
é encontrado para todos os valores de k > 4. Para os dados bimodais, um tnico agrupamento modal néo
ocorre antes de k > 12. Portanto, se virmos mais de um conjunto desconexo de observa¢Ges para uma
grande variedade de valores de k, teremos uma indica¢io mais forte da multimodalidade nos dados.

Py €
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Para ilustrar, considere os dados das taxas de natalidade e mortalidade (por 1.000 habitantes) para 74
paises em 1976. Esses dados so apresentados na Figura 8.19. Realizamos uma andlise de agrupamento
do k-ésimo vizinho mais préximo sobre esses dados para todos os valores de k de 3 a 50. O nimero de
agrupamentos modais para cada valor de k € esquematizado no grafico da Figura 8.20. A figura sugere
fortemente que esses dados s@o pelo menos bimodais: dois agrupamentos modais sio formados para
todos os valores de k entre 8 e 26.

8.8 RESUMO DA APRENDIZAGEM

e A andlise de agrupamento envolve categorizacdo: dividir um grande niimero de objetos em
grupos menores para que os objetos dentro de cada grupo sejam relativamente similares e os
objetos em diferentes grupos sejam relativamente dissimilares.

o A maioria dos algoritmos de agrupamento € heuristica por natureza porque é computacional-
mente invidvel buscar uma solugéo 6tima através de todos os resultados de agrupamento do
tipo prescrito.

o Normalmente, o objetivo da andlise de agrupamentos € tratar a heterogeneidade em cada
grupo de dados. No entanto, algumas vezes, a meta é procurar agrupamentos que ocorrem
naturalmente. Observe que, mesmo quando os dados sdo unimodais (isto €, somente um
agrupamento ocorre naturalmente), ainda € possivel reduzir posteriormente a heterogeneidade,
dividindo-se os dados em agrupamentos (ou segmentos) ad hoc.

e Neste capitulo, discutimos métodos de agrupamento hierarquico, aglomerativo e métodos de
parti¢do.

o Os métodos aglomerativos comecam com todos os objetos em agrupamentos separados e
prosseguem reunindo-os. O resultado de uma andlise de agrupamento aglomerativo é uma
hierarquia de parti¢des aninhadas, em que a solu¢do de agrupamento k pode ser obtida
reunindo-se dois grupos da solugdo de agrupamento (k + 1).

o Os métodos de parti¢do dividem o conjunto de todos os objetos em um niimero determinado
de grupos diferentes mutuamente exclusivos e coletivamente exaustivos. Esses métodos nio
s@o hierdrquicos.

e Os métodos de agrupamento aglomerativo geralmente usam como entrada alguma medida de
proximidade (direta ou derivada) entre os objetos. Essas medidas podem tomar formas diferentes:
o distdncia (uma medida métrica; por exemplo, a distincia euclidiana entre dois objetos de todo

um conjunto de caracteristicas medidas);

o dissimilaridade (uma medida métrica ou nfio métrica; por exemplo, as classificacdes da escala
intervalar ou da escala ordinal de pares de objetos do mais similar a0 menos similar); ou

o densidade (uma medida métrica que reflita ndo somente a proximidade de dois objetos, mas
também o mimero de outros objetos na vizinhanga que os cerca).

e Meétodos de parti¢do geralmente exigem dados multivariados (por exemplo, multiatributos).

e O agrupamento aglomerativo € baseado em um algoritmo heuristico que retine os dois agrupa-
mentos mais préximos, calcula uma medida de proximidade entre o agrupamento novo e 0s
agrupamentos remanescentes e procede com a iteragfo até que todos os objetos tenham sido
reunidos. Alguns dos modos diferentes de se definir a proximidade entre os agrupamentos sdo:
o Ligagdo simples. Se definirmos a dissimilaridade entre dois agrupamentos como a menor

dissimilaridade entre qualquer objeto em um agrupamento e qualquer objeto em outro, o
método é conhecido como agrupamento de ligagdo simples. Essa abordagem € bem eficiente
do ponto de vista computacional ¢ pode ser usada com dados de proximidade métricos ou néo
métricos. Porém, ela tem a tendéncia de produzir agrupamentos como em cadeia.

o Ligagdo completa. E similar 2 ligagio simples, cdm excecdo de a dissimilaridade entre
dois agrupamentos ser definida como a maior dissimilaridade entre qualquer objeto em um
agrupamento e qualquer objeto no outro. Essa abordagem tende a produzir agrupamentos
convexos ¢ de tamanhos iguais, e pode ser suscetivel a discrepancias.



A

248 Analise de Dados Multivariados

o Ligacdo média. E similar 2 ligacio simples, com exceg¢do de a dissimilaridade entre dojg
agrupamentos ser definida como a dissimilaridade média entre todos os pares de objetos (i, ;)
quando o objeto i estd no primeiro dos dois agrupamentos € o objeto j estd no segundo.

o Método de Ward. Em vez de reunir os dois agrupamentos mais proximos, o método de Warq
agrega dois agrupamentos que levam & menor soma de quadrados dentro do agrupamenty
em cada etapa. Essa abordagem possui a tendéncia de produzir agrupamentos convexos de
tamanhos iguais.

o Ligacdo por densidade. Para evitar a miopia associada com a ligagdo simples, essa abordagem,
usa a medida da densidade do k-ésimo vizinho mais préximo em vez de uma medida simpleg
de dissimilaridade. Esse método tem probabilidade maior de revelar a modalidade subjacente
dos dados (porque tende a reunir objetos que estdo em vizinhancas de alta densidade).

e Dispomos os resultados dos métodos de agrupamento aglomerativo usando um diagrama do
tipo drvore chamado de dendrograma. O dendrograma é uma representacdo grafica que exibe
a hierarquia das solugdes de agrupamentos aninhados de n agrupamentos a um agrupamento,
As “quebras” no dendrograma sugerem o que pode ser um nimero apropriado de agrupamentos
usados para resumir os dados.

e Discutimos uma abordagem amplamente usada para parti¢ciio conhecida como agrupamento K-
means. Trata-se de um procedimento de otimizag@o interativo que comega com uma particéo
inicial, calcula os centroides de cada agrupamento na particfio e depois atribui novamente os
objetos ao agrupamento com o centroide mais préximo. O procedimento continua até que a
particio permaneca sem mudanga.

o Como o K-means possui a tendéncia de chegar a solugdes localmente Stimas (as quais podem
ser relativamente afastadas do 6timo global), é importante realizar a andlise vdrias vezes
usando diferentes pontos iniciais e, entdo, escolher a melhor solugio.

e Para decidir o niimero apropriado de agrupamentos do agrupamento K-means, € necessario
realizar a andlise de varios valores diferentes de K e entio comparar as solugdes. Uma medida
mélrica para comparar as solugdes é chamada de estatistica pseudo-F, que € dada por

tr[B/(K - 1)]

pseudo-F = m

onde B é a matriz da soma dos quadrados entre os agrupamentos ¢ W € a matriz da soma dos
quadrados dentro do agrupamento.

e Se um objetivo da andlise de agrupamento for a generalizagdo, ¢ importante validar os resultados
de algum modo. A anélise de agrupamentos pode ser fortemente influenciada pela variagio
idiossincratica da amostragem das observagdes usadas para determinar a solugdo do agrupamento.
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EXERCICIOS

8.1 Como os agrupamentos obtidos utilizando-se 0 método de Ward podem diferir daqueles obtidos usando-se
o agrupamento de ligagdo simples? O que explica essa diferenca?

8.2 Responda as seguintes questdes usando os dados sobre fris de Fischer (descritos em mais detalhes no
problema 4.5 e disponiveis no arquivo IRIS). Use somente as medidas do comprimento da sépala e da
largura e comprimento da pétala como dados para sua andlise.

a. Qual é a modalidade natural desse conjunto de dados? Em outras palavras, parece haver mais de um
agrupamento natural nesses dados?

b. Usando um método de agrupamento apropriado, encontre uma solugfo de trés agrupamentos para os
dados das fris. Como a sua solugio de agrupamento corresponde as espécies reais identificadas no
conjunto de dados?

8.3 Considere a matriz de julgamentos de similaridade descrita no problema 7.2 (e disponivel no arquivo
SIMILARITY). Faca uma andlise de agrupamento desses dados e descreva seus resultados. Como as suas
conclusdes se comparam aquelas da andlise de MDS dos mesmos dados?

8.4 Considere os dados sobre detergentes de lavar roupa que as familias adquirem em lojas descritas no pro-
blema 7.9 (e disponiveis no arquivo STORE_SHARE). Faga uma anélise de agrupamento para identificar
grupos de consumidores com padroes similares de compra de detergente para lavar roupa. Descreva seus
resultados.

8.5 Um pesquisador acredita que duas lojas competem quando os consumidores que compram em uma loja
tendem também a comprar na outra. Quanto maior o potencial de mudanga entre as lojas, maior a compe-
ticio. Usando os dados do problema 8.4 (no arquivo STORE_SHARE), ele calcula a seguinte medida de
forca da competigo entre a loja i e aloja j, representada por Cj;:

45

_ hoh
Cj —Zmimj

h=1

onde A é um indice de familias e mi? é a participagio da escolha da loja pela familia / pela loja j. A matriz
C ¢ apresentada na Tabela 8.11 (e estd disponfvel no arquivo SHOPPING).
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Tabela 8.11 Matriz de produto cruzado de compartilhamento de escolha de lojas

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 2 13
0,706 0,178 0,456 0,088 0,003 0,152 0,024 0,000 0,517 0,083 0,000 0,047 0,005
0,178 0,850 0,866 0,107 0,242 0,012 0,038 0,136 0,141 0,299 0,049 029 0,14¢
0,456 0,866 4,867 0,041 0,192 0479 0553 1,15 0458 1,052 0,319 1,018 0,645
0,088 0,107 0,041 0464 0,020 0,179 0,012 0,000 0,129 0,177 0,077 0,062 0,000
0,003 0,242 0,192 0,020 0,610 0,072 0015 0,035 0,127 0336 0,007 0,194 0,004
0,152 0,012 0,479 0,179 0,072 0960 0,000 0,162 0492 0,035 0,177 0,072 0,000
0,024 0,038 0,553 0,012 0,015 0,000 0,556 0,063 0,000 0,149 0,008 0,000 0,036
0,000 0,136 1,159 0,000 0,035 0,162 0,063 1,236 0,133 0,048 0,037 0259 07221
0,517 0,141 0,458 0,129 0,127 0,492 0,000 0,133 1,273 0,131 0,071 0256 0,025
0,083 0,299 1,052 0,177 0336 0,035 0,149 0,048 0,131 1,694 0,078 0275 0,174
0,000 0,049 0,319 0,077 0,007 0,177 0,008 0,037 0,071 0,078 0,389 0,348 0,043
0,047 0,296 1,018 0,062 0,194 0,072 0,000 0,259 0256 0275 0,348 1,191 0,285
0,005 0,146 0,645 0,000 0,004 0,000 0036 0221 0,025 0,174 0,043 0285 0,556
Usando a informagfo na matriz C, o pesquisador quer representar de algum modo o padrio de com-
peticdo no mercado. Realize uma andlise que permitird ao pesquisador entender melhor a competicéo de
lojas neste mercado. Certifique-se de justificar a medida que vocé usa em sua andlise (pode ser necessdria

alguma manipulacfo de dados em C) e a abordagem que voc€ tomou.

8.6 Considere os dados do estudo de Bucklin e Lattin sobre a competi¢éio entre lojas descrito no comego
deste capitulo (e disponivel no arquivo STORE_SWITCH). Baseado em sua andlise, Bucklin e Lattin
identificaram quatro agrupamentos de lojas concorrentes no mercado: (3, 26, 36), (4, 16, 43, 45), (7, 10,
24) e (18, 21, 19). Conduza sua prépria andlise de agrupamentos dos dados em STORE_SWITCH. O que
vocé conclui sobre a estrutura de agrupamento de lojas em competico nesse mercado?

8.7 Considere a coincidéncia dos dados da cesta de mercado descrita no problema 7.7 (e disponivel no arquivo
BASKET).

a. Examine os dados vocé mesmo usando uma analise de agrupamentos. Qual método voc€ considera ser
o mais apropriado? Por qué? Como os dados precisam ser escalonados (se € que precisam)? Faga uma
apresentacdo sucinta de suas descobertas.

8.8 Fader e Lodish coletaram dados no IRI Marketing Factbook sobre 10 varidveis para 331 categorias dife-

rentes de mantimentos durante o ano calendério de 1986. As primeiras cinco varidveis captaram o que
Fader e Lodish chamaram de “caracteristicas estruturais” da categoria (isto €, os aspectos da categoria
que provavelmente ndo seriam alterados substancialmente por uma atividade promocional de curto prazo);
essas varidveis (disponiveis no arquivo FACTBOOK) estéio descritas na Tabela 8.12.

Tabela 8.12

PENET Porcentagem de familias que fizeram pelo menos a aquisi¢do de uma categoria.

PCYCLE Tempo médio entre as aquisi¢des.

PRICE Média de ddlares gastos na categoria por ocasifo da aquisi¢#o.

PVTSH Participagfio combinada no mercado para todos os produtos de rétulo privado e genéricos,
PUR/HH  Nimero médio de ocasides de compra por familia durante o ano.

Em sua andlise das caracteristicas estruturais das categorias de mantimentos, Fader e Lodish conclui-
ram que “as configuragdes dos agrupamentos envolvendo [as varidveis] PVTSH e PRICE nio eram muito
estdveis ou significativas”. Essa é a oportunidade para vocé mesmo examinar melhor as declaragoes. Faca
uma andlise de agrupamentos usando as varidveis estruturais PENET, PURHH, PCYCLE, PRICE e PVTSH
e responda as seguintes questdes:

a. Se vocé tivesse que separar essas categorias em agrupamentos, com base em suas caracteristicas
estruturais, quantos agrupamentos vocé escolheria? Explique as razdes para sua recomendacéo.

b. Descreva as diferengas entre os agrupamentos da solugio proposta por vocé.

¢. Vocé concorda, como determinaram Fader e Lodish, que os resultados da andlise de agrupamentos no
sdo estdveis nem significativos? Por que sim ou por que néo?
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8.9

8.10

Considere os dados sobre a proporgio de familias em diferentes paises com diferentes tipos de alimentos

(descritos no problema 7.13 e disponiveis no arquivo INTL_FOODS).

a. Proponha e calcule uma medida apropriada de similaridade entre os paises (bascada em padrbes
similares de consumo de alimento). Usando a medida proposta, faga uma andlise de agrupamentos dos
paises e descreva seus resultados.

b. Proponha € calcule uma medida apropriada de similaridade entre alimentos (baseada em padroes
similares de demanda dos paises). Utilizando a medida proposta, realize uma andlise de agrupamentos
dos paises e descreva seus resultados.

c. Como os insights em sua andlises dos itens “a” e “b” anteriores comparam-se aqueles obtidos na andlise
de revelag#o dos dados no problema 7.137

Grover e Srinivasan (1987) examinaram o comportamento de mudanca de preferéncia de mais de 4.500

consumidores por 11 marcas e tipos diferentes de cafés instantdneos. A Tabela 8.13 (disponivel no arquivo

COFFEE) mostra a mudanga de comportamento relatado por um subconjunto de 1.553 consumidores.
Note, por exemplo, que o nimero de vezes em que observamos a mudanga do descafeinado normal

High Point e do descafeinado normal Sanka é 43, mas o nimero de vezes em que observamos uma

mudanga entre o descafeinado normal High Point e o descafeinado liofilizado Sanka € somente 1. Assim,

podemos concluir que ha um grau de competicio muito maior entre as diferentes marcas do mesmo

formato do que entre formatos diferentes.

a. Qual medida vocé usaria para refletir o nivel de competi¢do entre as diferentes alternativas de café
instantineo?

b. Usando a medida proposta no item “a”, realize uma andlise de agrupamento dos dados de Grover e
Srinivasan. Como vocé descreveria a estrutura competitiva do mercado de café instantaneo?

Tabela 8.13 Mudando a preferéncia por marcas e tipos de café instantaneo

—
o
—
—

1 2 3 4 5 6

-~

High Point Decaffeinated Regular 93 7 17 19 18 43
Tasters Choice Caffeinated Freeze Dried 9 80 12 11 24 7
Tasters Choice Decaffeinated Freeze Dried 9 14
Folgers Caffeinated Regular 19 18
Maxwell House Caffeinated Regular 26 11
Sanka Decaffeinated Regular 15 13
Sanka Decaffeinated Freeze Dried
Maxim Caffeinated Freeze Dried 4 3
Nescafe Caffeinated Regular 5 3
Nescafe Decaffeinated Regular 6 1
Brim Decaffeinated Freeze Dried 10 4
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8.11

8.12

8.13

Considere os dados coletados por John Janes que descrevem as dissimilaridades entre 30 organizagGes
(descritos no problema 7.10 e disponiveis no arquivo ORG_DISSIM).

a. Qual método de agrupamento vocé usaria para analisar esses dados e por qué?

b. Analise os dados e interprete seus resultados.

O arquivo RANDOM_I contém 100 observagdes retiradas aleatoriamente de uma distribui¢do uniforme

de duas dimens®des; isto é, do quadrado da unidade U[0,1] x U[0,11. O arquivo RANDOM_2 contém uma

amostra de teste de 100 observagdes retiradas do mesmo espaco.

a. Usando agrupamento de K-means, encontre uma solugio de quatro agrupamentos para os dados em
RANDOM _1.

b. Seguindo o procedimento descrito no texto, valide a solugio de agrupamento do item “a”, usando os
dados em RANDOM_2. Descreva seus resultados. Vocé diria que a solugfio de quatro agrupamentos
é vdlida?

c. Repita os itens “a” e “b” acima para uma solucgo de trés agrupamentos. Quais sdo as diferencas entre
a validacdo de trés agrupamentos e a validagdo de quatro agrupamentos? Como vocé as explicaria?

Como no problema 8.12, os dados nos arquivos ROUND_I e ROUND_2 sdo também retirados de uma
distribuigiio aleatéria. Cada arquivo contém 100 observagdes; os dados em ROUND_2 servem como
amostra de teste.
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a. Usando agrupamentos de K-means, encontre uma solugio de quatro agrupamentos para os dados em
ROUND_1.

b. Seguindo o procedimento descrito no texto, valide a solugo de agrupamento do item “a”, utilizandg
os dados em ROUND_2. Descreva seus resultados. Qual a diferenca entre os resultados da validacgg
de quatro agrupamentos do problema 8.12? O que explica essas diferengas na sua opiniio?




