1. Resolucao da lista 2 (parte 2).

1) (X5),>; ¢ uma sequéncia de varidveis iid, com fun¢ao densidade de
probabilidade
f(z) =e @0 se 2> —0,5 ¢ 0 cc.

q.c. -
Queremos provar que S, = > 1 ; X; = oo. Utilizaremos um resul-

tado importante:

Seja f(x) = e @9 2> 0. Definindo Y = X — 6, temos
Gly)=PY <y)=PX-0<y)=PX <y+0)=F(y+0),

logo g(y) = [Fly +0)]' = f(y +6) = e W = e VI0(y)
e portanto Y ~ Exp(l) e X =Y + 6, 6 > 0.

No nosso problema ¢ = —0, 5, portanto, X; =Y — 0,5. Entao

E[X,]=E[Y]-05=1-0,5=0,5

Var (X;) = Var (Y — 0,5) = Var (V) = 1,
assim temos que as variaveis X; sao integraveis e tém média 0, 5. Pela
lei forte de Kolmogorov

12&%‘0,5.
"=

Se uma sequéncia de variaveis converge quase certamente para um
valor entao uma fungao continua aplicada nesta mesma sequéncia con-
vergird quase certamente para a funcao aplicada neste mesmo valor.
Portanto nos é permitido multiplicar ambos os lados da convergéncia
quase certa por n,

n

S X Enx0,5.
=1

entao

n
=1

pois dado arbitrariamente A > 0, existe ng € N tal que n > ng = .5, >
A.

Em outras palavras, mesmo se escolhermos um nimero A > 0 muito
grande entdo a partir de um nimero ng, inevitavelmente, n % 0,5 > A.
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2)

n mn n
X, ™ Gama(n, \) e Y, "N <)\,n)\) :
queremos mostrar que X,,/Y,, converge em probabilidade.

Note que podemos reescrever essas quantidades como:

n “ - it 1
X, =S X5 XF 8 Erp(\) e Y, =3V Y JN(XA)
=1 :

n * 1 n *
Xn _ i=1 Xz _n Zi:l Xz

- n * 1 n *
Yn z‘:lifi n z‘:lY;

n

Pela lei forte de Kolmogorov,

lix*%ﬂ[m (A)]—1 e lij*qézl
ni= " b A ni= " A
1= 7
pois os X; e Y; sdo integraveis, isto é, E|X;| < oo e E|Y;| < o0; e
_1 _ 1
Um resultado importante garante que a razao de duas sequéncias de
variaveis aleatérias que convergem quase certamente também converge
quase certamente se as sequéncias estao bem definidas (ou seja, o de-
nominador é zero um numero finito de vezes).

Portanto,
n * 1 n *
X X XT i XY e

n * 1 n *
Yo i=1Y; w 2im1 i

n

= 1.

>l

Como a razado converge quase certamente para 1 e convergéncia quase
certa implica em convergéncia em probabilidade entao a razao de va-
riaveis aleatorias converge em probabilidade para 1.

3) (Xn),>, ¢ uma sequéncia de varidveis iid N(0,1). Queremos encon-
trar o limite em probabilidade de

X+ X5+, +X;
(X1 =1+ (Xo— 124 ...+ (X, —1)2
Note que podemos reescrever essa razao como

n 2 n 2 1< 2
Zizl Xz Zi:l Xz i=1 Xz

n

L -2X+1) T XP-2X X L+ iy, XP-2lyn Xy
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Vale ressaltar que todos os momentos da distribuicdo normal sao fi-
nitos e ela é integravel, portanto podemos aplicar a lei forte dos grandes
numeros na média das variaveis X;. E

E[X}] = Var (X)) + (E[X,])* =140 =1

Como E “Xlﬂ = E[X}?] =1 < oo entdo as variaveis X; e X? sao
integraveis. Pela lei forte de Kolmogorov temos

Finalmente
1
S X7 ac 1 1

n J—

I+ Isn X?2—2l5m X,  1+1-2+0 2
pois um resultado importante garante que a razao de duas sequéncias
de variaveis aleatérias que convergem quase certamente também con-
verge quase certamente se as sequéncias estao bem definidas (ou seja,
o denominador é zero um numero finito de vezes). Como a razao con-
verge quase certamente para 1/2 e convergéncia quase certa implica
em convergéncia em probabilidade entdo a razao de variaveis aleatérias
converge em probabilidade para 1/2.

4) (X,),>; € uma sequéncia de varidveis iid com E [X;] = Var (X;) = 1.
Queremos encontrar o limite quase certo

n
i1 X 2¢

1
Y, X2 Nea

E[X}] = Var (X)) + (B[X))* = 1+1=2

Note que

Como E “Xlﬂ = E[X}] = 2 < oo entdo as variaveis X; e X7 sao
integraveis. Pela lei forte de Kolmogorov temos
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como a raiz quadrada é uma fun¢do continua entao vale

1 & c.
S X?E V2,
iz

e finalmente

n 1 n 1 n 1 n
i1 Xi 221 Xi Xi Xi qe 1

n L=i=1 o 2ai=1 q.c
n n n <

JITL X LhTL X JETL N fiTnag v

pois um resultado importante garante que a razao de duas sequéncias
de variaveis aleatérias que convergem quase certamente também con-
verge quase certamente se as sequéncias estao bem definidas (ou seja,
o denominador é zero um ntmero finito de vezes).

5) (Xn),>, ¢ uma sequéncia de variaveis iid com ditribui¢ao uniforme
no intervalo (0,1). Queremos encontrar o limite em probabilidade de

1 n

— —In(X;)).

- ;( n (X;))
Definindo Y; = —In (Xj;), temos

Gy,

k3

() =PY;i<y)=P(-n(X;) <y)=P(X;>e)

=1-Fx, (e7V) =1= ¢ Vlo0)),

ou seja, Y; & Exp(1). Consequentemente E[Y;] = 1 e Var(Y;) = 1.
Como Y; é uma variavel ndo negativa entdao E|Y;| = E[Y;] =1 < 0 e
Y; é integravel.

Como trata-se de uma média aritmética de varidveis (Y;) indepen-

dentes, identicamente distribuidas e integraveis com média 1, entao
pela lei forte de Kolmogorov temos que

Como convergéncia quase certa implica convergéncia em probabili-
dade entao
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