
1. Resolução da lista 2 (parte 1).

1)
a)

Xn = ln
 1

1−X + 1√
n

 = − ln
(

1−X + 1√
n

)
,

lim
n→∞

Xn = lim
n→∞

− ln
(

1−X + 1√
n

)
= − ln

(
1−X + lim

n→∞

1√
n

)
= − ln (1−X) ,

a penúltima igualdade se deve ao resultado: “o limite de uma
função contínua é a função contínua do limite”, isso é válido
pois o logaritmo é uma função contínua.

Agora definiremos Y = − ln (1−X) e calcularemos sua fun-
ção de distribuição acumulada.

G(y) = P (Y ≤ y) = P (− ln (1−X) ≤ y) = P
(
1−X ≥ e−y

)
= P

(
X ≤ 1− e−y

)
= 1− e−yI(0,∞)(y),

pois a função de distribuição acumulada de X ∼ U(0, 1) é
F (x) = xI(0,1)(x) + I[0,∞)(x) .

Logo Xn
D⇒ exp(1).

b)

Xn =
n∑
k=1

∣∣∣∣12 −X
∣∣∣∣k−1

,

onde X ∼ U(0, 2).

Podemos reescrever Xn como

Xn =
n∑
k=1

(1
2 |1− 2X|

)k−1
=

n∑
k=1

(1
2 |2X − 1|

)k−1
=

(
1
2 |2X − 1|

)0
−
(

1
2 |2X − 1|

)n
1− 1

2 |2X − 1|

Xn =
1−

(
1
2 |2X − 1|

)n
1− 1

2 |2X − 1| ,

note que 2X − 1 ∼ U(−1, 3), então Xn diverge se 2X − 1 ≥ 2
pois neste caso
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lim
n→∞

(1
2 |2X − 1|

)n
=∞.

Caso 2X − 1 ∈ (−1, 2) então a série converge para

1
1− 1

2 |2X − 1| ,

portanto, como encontramos dois limites distintos para Xn en-
tão Xn diverge.

c) P (Yn = 1) = 1
n

e P (Yn = 0) = 1 − 1
n

então E [Yn] = 1
n

e
Var (Yn) = 1

n

(
1− 1

n

)
.

Então Yn converge para uma variável degenerada no ponto
zero pois

lim
n→∞

E [Yn] = lim
n→∞

1
n

= 0 e lim
n→∞

Var (Yn) = lim
n→∞

1
n

(
1− 1

n

)
= 0.

Assim Yn
P⇒ 0.

Note que Xn = YnYn+1, ou seja, Xn = 1 somente quando
Yn = 1 e Yn+1 = 1 e Xn = 0 quando Yn = 0 ou Yn+1 = 0. Além
disso os Xn não são independentes, pois,

P (Xn = 0|Xn−2 = 1, Xn−1 = 0) = 1 6= P (Yn+1 = 0) = P (Xn = 0|Xn−2 = 1, Xn−1 = 1).
Como limn→∞ P (Yn = 0) = 1 então

lim
n→∞

P (Xn = 1) = lim
n→∞

P (YnYn+1 = 1) = lim
n→∞

P (Yn = 1, Yn+1 = 1) ≤ lim
n→∞

P (Yn = 1) = 0.

Assim Xn
P⇒ 0.

Poderemos mostrar que Xn
q.c.⇒ 0 se supormos que os Yn são

independentes.
∞∑
n=1

P (Xn = 1) =
∞∑
n=1

P (Yn = 1, Yn+1 = 1) ind=
∞∑
n=1

P (Yn = 1)P (Yn+1 = 1)

=
∞∑
n=1

1
n

1
n+ 1 <

∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 <∞,

pois trata-se de uma série harmônica de grau 2. Pelo lema de
Borel-Cantelli o evento Xn = 1 ocorre infinitas vezes com pro-
babilidade zero. Portanto o eventoXn = 0 ocorre infinitas vezes
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com probabilidade um, como queríamos demonstrar.

2) (Xn)n≥1 é uma sequência de variáveis independentes e identicamente
distribuídas com segundo momento finito.

Yn = 2
n(n+ 1)

n∑
i=1

iXi.

Como E [X2
i ] <∞ então

E
[
X2
i

]
= E

[
|Xi|2

]
≥ E [|Xi|] ≥ E [Xi] ,

logo Xi é integrável e tem variância finita, denotaremos E [Xi] = µ e
Var (Xi) = σ2.

E [Yn] = E
[

2
n(n+ 1)

n∑
i=1

iXi

]
= 2
n(n+ 1)

n∑
i=1

iE [Xi]

idt= 2
n(n+ 1)

n∑
i=1

iµ = µ
2

n(n+ 1)
n(n+ 1)

2 = µ.

Var (Yn) = Var
(

2
n(n+ 1)

n∑
i=1

iXi

)
=
(

2
n(n+ 1)

)2

Var
(

n∑
i=1

iXi

)

ind=
(

2
n(n+ 1)

)2 n∑
i=1

i2Var (Xi) idt=
(

2
n(n+ 1)

)2 n∑
i=1

i2σ2

= σ2
(

2
n(n+ 1)

)2
n(n+ 1)(2n+ 1)

6 = σ2 2
3

2n+ 1
n(n+ 1) .

Note que

lim
n→∞

E [Yn] = lim
n→∞

µ = µ e lim
n→∞

Var (Yn) = lim
n→∞

σ2 2
3

2n+ 1
n(n+ 1) = 0.

Assim, fixado um ε > 0, temos, aplicando a desigualdade de Chebys-
chev,

P (|Yn−µ| > ε) ≤ Var(Yn)
ε2 ⇒ lim

n→∞
P (|Yn−µ| > ε) ≤ lim

n→∞

Var(Yn)
ε2 = 0,

finalmente, obtemos que Yn P⇒ µ.

3) (Xn)n≥1 é uma sequência de variáveis independentes e identicamente
distribuídas com segundo momento finito e Xn > 0.
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Zn =
(

n∏
i=1

Xi

) 1
n

.

Como E [X2
i ] <∞ então

E
[
X2
i

]
= E

[
|Xi|2

]
≥ E [|Xi|] ≥ E [Xi] ,

logo Xi é integrável e tem variância finita, denotaremos E [Xi] = µ e
Var (Xi) = σ2.

Definindo Wn = ln (Zn), temos

Wn = 1
n

ln
(

n∏
i=1

Xi

)
= 1
n

n∑
i=1

ln (Xi) .

Vale ressaltar que como ln(·) é uma função côncava (segunda deri-
vada negativa), então pela desiguldade de Jensen

E [ln (Xi)] ≤ ln (E [Xi]) = ln (µ) <∞,
definiremos E [ln (Xi)] = µ∗.

Como Wn é a média aritmética de variáveis (ln (Xi)) independentes,
identicamente distribuídas e integráveis (provaremos que é integrável
no final) com média µ∗, então pela lei forte de Kolmogorov temos que
ln (Zn) = Wn

q.c.⇒ µ∗. Como a função exponencial, ex, é uma função
contínua então vale

Zn = eWn
q.c.⇒ eµ∗ = eE[ln(Xi)].

Como convergência quase certa implica convergência em probabili-
dade então

Zn
P⇒ eE[ln(Xi)].

Prova de que ln (X) é integrável, isto é, E |ln (X)| <∞:
Utilizaremos dois resultados importantes:
(1) Se Y é uma variável não negativa então

E |Y | = E [Y ] = E [S(Y )] ,
em que S(y) = 1− F (y) é a função de sobrevivência de Y .
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(2) (Desigualdade de Markov) Se Y é uma variável não negativa
então

P (Y ≥ λ) ≤
E
[
Y k
]

λk
, ∀ λ, k > 0.

Usando o resultado (1), temos

E |ln (X)| =
∫ ∞

0
P (ln (X) > t) dt =

∫ 1

0
P (− ln (X) > t) dt+

∫ ∞
1

P (ln (X) > t) dt

=
∫ 1

0
P
(
X < e−t

)
dt+

∫ ∞
1

P
(
X > et

)
dt ≤

∫ 1

0
1dt+

∫ ∞
1

P
(
X > et

)
dt

= 1 +
∫ ∞

1
P
(
X > et

)
dt

agora utilizaremos o resultado (2) que é a desigualdade de Markov com
k = 1 e λ = et,

P
(
X ≥ et

)
≤ E |X|

et
,

aplicando este resultado, temos

≤ 1+
∫ ∞

1

E |X|
et

dt ≤ 1+E |X|
∫ ∞

1
e−tdt ≤ 1+E |X|

∫ ∞
0

e−tdt = 1+E |X| <∞,

a última desigualdade decorre do fato de X ser integrável. Portanto
E |ln (X)| <∞.

Obs: motramos a integrabilidade para o caso contínuo, o resultado
para o caso discreto é análogo, basta trocar integrais por somatórios
adequadamente.
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