4300159 — Fisica do Calor

Funcoes de Estado



Diferenciais em 1 Dimensao

— Consideremos a funcao f(x) continua (e derivavel) em um intervalo de
interesse. Caso tomemos um incremento diferencial dx em torno de um ponto
X,, @ funcdo f'tera um incremento diferencial df = (df/dx)| ., dx:

— Note que, para Ax pequeno

C mas finito, tal que x, = x, + Ax,
a variagdo da fungdo Af = f(x,)
F (7 +Ax) y=£(x) — flx,) pode ser aproximada
_______________ por:
Jlxm+thx)- fx) Af _

ro + Ax) — f(wo)

fo) | A D ) = f(z1) = f(zo)
(

|
|
|
|
: =X
V- -
0 X0 xo + Ax X — No limite Ax — O:
df = &L d
T=x(




Diferenciais em 2 Dimensoes

— Consideremos agora a funcao de duas variaveis, f(x,y). Tomando incrementos
infinitesimais em ambas as variaveis, dx e dy, o diferencial df resultara das
derivadas parciais,

dy

Lo

dm+g—£

— O resultado pode ser generalizado para fun¢des de varias variaveis, f(x,y.z,...),
mas no limitaremos ao caso de duas. Em geral, as derivadas parciais 0f/0x e of/
Oy ainda serdo fun¢Oes das variaveis x € y. Adotando a notagdo f (x,y) = of/ox e
J,(x,y) = dfl0y, iremos escrever o diferencial da fungao f(x,y) na forma:

df = fo(z,y)dz + fy(z,y)dy



Diferenciais em 2 Dimensoes

— Exercicio: Considere a funcdo f(x,y) = xy> + x2.

(a) Obtenha f (x,y) e f (x,y).
(b) Obtenha o diferencial df em torno do ponto (x, y) = (2, 2).



(a) Tomando as derivadas parciais:
fo(z,y) = go(ey® +2%) = y° + 22

fy(z,y) = (%(a:yg—Fa:Z) = 3xy?

(b) O diferencial sera dado por
df = fe(z,y)dx + fy(z,y)dy = (y° + 2x)dxr + 3xy?dy

de forma que no ponto (2,2):

df = [23+2x2|dr + [3x 2 x 2%]dy = 12dz + 24dy



Caminhos em 2 Dimensoes

— No plano Oxy, um caminho entre dois pontos quaisquer, (X, ¥,) € (X;, V),
pode ser definido por meio uma variavel auxiliar ¢ (usualmente denominada
parametro) ¢ das func¢des x(7) e y(?).

Y
A — Por exemplo, as fungdes x(¢) = ¢, €
_ ) :
Py = (z1, 1) y(1) ’ .t definem um caminho
parabolico no plano Oxy. Para
¢ percebé-lo basta substituir a fungao
inversa #(x)= x em y(?):
Po = (z0,%0) _ . 2
> y(t) = y(t(@)) = yla) = =
y
t (1,2)

— Em outro exemplo, as fungdes x(7) =
t, € y(t) = 2t definem o caminho linear

y(z) = 2

> T
(0,0)



Integrais de Caminho em 2 Dimensoes

— A integral de df sobre um caminho no plano Oxy ¢ dada por:

[ - /( T e+ fdy)

o 7y0)

— Exemplo: Retomando a funcdo f{x,y) = x3° + x2,

z (1,2) Vamos calcular a integral de df entre os pontos (0,0)
e (1,2) sobre o caminho y = 2x. Lembrando que df =
C (3 + 2x)dx + 3xy*dy, teremos:
(1,2) (1,2)
/df— / (y° + 2x dx+/ 3zy’dy
> T 0,0) — (0,00 =~
(0,0) y=2x x=y/2

1
= / (8x3+2x)d:v—l—/ 5 > dy
0 0 2"

471 271
:8[5’;—] +2[x—] +
40 20



Integrais de Caminho em 2 Dimensoes

— Teorema Fundamental das Integrais de Linha: Seja df = fdx + fdy o
diferencial da funcdo f(x,y). A integral de df sobre qualquer caminho entre os

pontos (x,, V) € (x;, v,) € dada por:

/C if = /( T e fudy] =

xOvyO)

— f(xlayl) — f(il?oayo)

— Note que o resultado da integral ¢ independente do caminho, que une os

pOl’ltOS (x09 yO) c (xla yl)

— No exemplo anterior, bastaria fazer

Jodf = f(1,2) = f(0,0) = 1x2°+1° —0 =9

pois flx,y) = x)° + x°.



Integrais de Caminho em 2 Dimensoes

— Demonstracao: (z1,91)
,/[ Oy?-—-!// j}ﬂ117'% fb(ty] —
(z0,Y0)

(wlayl)
:/ lﬁfd:z: + gdy]
(z0,90) L OT y

— Explorando as mudancgas de variaveis x(¢) e y(¢), tal que dx = (dx/dt)dt e dy =
(dy/dt)dt:

hrofdx of dy
/df_/to [axdt aydt]dt_

- [ L s a -

~ ). at 4 -

= f(z(t1),y(t1)) — f(z(to,y(to)) = f(z1,y1) — f(T0,Y0)



Integrais de Caminho em 2 Dimensoes

— Demonstracao: independéncia do caminho implica a fun¢do f(x,y). Se a
integral de df ¢ independente do caminho, podemos considera-la entre um ponto
fixo (x,,y,) € um ponto qualquer (x,)):

(z,y)
fo
(z0,Y0)
— Como ¢ o resultado ¢ igual para qualquer caminho de integragdo, a integral

define uma funcao de x e y: (z,y)
flz,y) = /( df

Lo 7y0)

— Essa fun¢do tem também derivadas parciais bem definidas. Por exemplo:

fey) = /( s /( 7

xo,yo) wl,y)

(xl,y) (:B+A:c,y)
flz + Az,y) = / df + / df

(z0,Y0) (z1,9)

a%f(%y) = lima,_0 f(w+AA:c;—f(x)




Integrais de Caminho em 2 Dimensoes

— Caso funcao f(x,y) exista, tal que df = f.dx + f dy, ¢ possivel demonstrar que

If = fole,y)de + f,(e,y)dy = /C df = flz1,01) — F(z0,0)

Existe f(x,y) tal que Jdf independente
df =f.dx + f.dy do caminho




Funcoes de Estado Termodinamicas

— Uma funcdo das variaveis de estado termodinamicas, f(p,V,T,...), €
denominada fun¢do de estado. Por simplicidade, iremos considerar uma
fun¢ao de duas variaveis, f(p, V), cujo diferencial ¢:

af a

i = av"

dp+

C, B — Dois processos termodinamicos que levem
algum sistema de interesse do estado de
c, equilibrio 4 ao estado de equilibrio B definem

p dois caminhos no plano p/V.

\'

v

— Da discussdo anterior, ¢ imediato concluir que, para qualquer func¢do de
estado, | cdf € independente do caminho termodinamico entre os estados 4 ¢
B (depende apenas dos estados de equilibrio inicial e final).

— De forma alternativa, se a integral de df ¢ independente do caminho, entao
existe a funcao de estado f(p,V).



Energia Interna

— Consideremos que um sistema termodinamico de interesse, inicialmente no

estado de equilibrio A4, seja levado ao estado B, de forma que a troca de
energia com o entorno seja QO — W.

— Suponha que o mesmo sistema seja submetido a outro processo entre os
mesmos estados, e que a troca de energia seja a mesma, isto &, Q'— W’ =0
— W (embora, em geral, Q' Qe W' # W).

N — A Primeira Lei da Termodinamica, aplicada

P aplicada aos dois processos descritos acima,
Q — W B garante AU = AU’.

O—W — Como cada processo define um caminho

A entre A e B, concluimos que AU = [dU ¢é

v>  Independente do caminho. Portanto existe a
funcdo de estado energia interna (por sinal ela
ja foi obtida no caso particular do gas ideal!).



Energia Interna

A — Note que o argumento ¢ geral, na medida em
que estabelece a existéncia da fungdo de
Q — W' estado energia interna para qualquer sistema
sujeito a Primeira Lei. Isso nao implica
sermos sempre capazes de obter
4 Q-W explicitamente a fun¢ao U(p,T,V,...), mas sua
existéncia ¢ garantida.

v

— Uma vez que existe a fun¢ao de estado, a variagao de energia interna entre
dois estados de equilibrio ¢ sempre independente do caminho, isto ¢, da
sucessao de estados intermediarios.

— Pelos mesmos argumentos, concluimos que ndo existem as funcoes de
estado trabalho e calor. As integrais [dW e [dQ sio dependentes do caminho.



Exercicio: Demonstre que a afirmagdo sobre independéncia do
caminho da integral ] dw, onde w é uma funcao de estado qualquer,

¢ equivalente a afirmagdao de que a integral em dw sobre um
caminho fechado (ciclo) é nula.




A integral sobre um caminho fechado sera denotada por $dw. Como em
qualquer integral, o ciclo poderd ser decomposto em caminhos
intermediarios (4 — Be B — A):

ot 1) Admitindo que a integral de dw seja
C B independente do caminho, teremos:
1
B B A
fAdw:fAdw:—dewé
, C, C, C,
B A
A _
. = [, dw + [5dw =0
Vv Cl C2
= ¢dw =0

2) Admitindo que a integral de dw seja nula
sobre um caminho fechado, teremos:

fdw =0= [Jdw+ [[dw=0= [dw= [} dw
C, G, ¢ ¢



Funcoes de Estado

— Na disciplina, iremos nos ocupar de duas fun¢des de estado termodinamicas:
energia interna, ja discutida, ¢ a entropia, a ser abordada nas préximas aulas.

— Para quaisquer fung¢des de estado, valem as equivaléncias:

Jodf = f(@1,m1) = f(@o,00) <= $.df =0
Jdf independente Jdf sobre um caminho
do caminho fechado ¢ nula

N 4

df = fo(z,y)dz + fy(z,y)dy
Existe f(x,y) tal que
df = fdx + f.dy




