
Física para Engenharia II

Profa. Márcia Regina Dias Rodrigues

Depto. Física Nuclear – IF – USP

Ed. Oscar Sala, sala 100

marciadr@if.usp.br



Oscilador Harmônico Amortecido

Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝑚 ሷ𝑥 = −𝑘𝑥 − 𝜌 ሶ𝑥

ሷ𝑥 + 𝛾 ሶ𝑥 + 𝜔0
2𝑥 = 0

𝜔0
2 =

𝑘

𝑚
𝛾 =

𝜌

𝑚
> 0

𝜌 > 0

Resistência
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Sentido

oposto à 
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ሷ𝑥 = −
𝑘

𝑚
𝑥 −

𝜌

𝑚
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2 𝛾

Equação diferencial

linear homogênea



Oscilador Harmônico Amortecido

Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝑝2𝑧 + 𝛾𝑝𝑧 + 𝜔0
2𝑧 = 0

𝑧 𝑡 = 𝑒𝑝𝑡

Equação

característica

Solução usando notação complexa

ሶ𝑧 = 𝑝𝑒𝑝𝑡 = 𝑝𝑧 ሷ𝑧 = 𝑝2𝑒𝑝𝑡 = 𝑝2𝑧

𝑝2 + 𝛾𝑝 + 𝜔0
2 = 0

Solução equação de 

segundo grau

𝑝± =
−𝛾 ± 𝛾2 − 4𝜔0

2

2𝑝± = −
𝛾

2
±

𝛾2

4
− 𝜔0

2

raízes

𝑥 =
−𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎



Oscilador Harmônico Amortecido

Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝑝± = −
𝛾

2
±

𝛾2

4
− 𝜔0

2
𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico

Raiz quadrada de um número negativo

𝑝± = −
𝛾

2
± 𝑖𝜔

𝜔 = 𝜔0
2 −

𝛾2

4

𝑧 𝑡 = 𝑒−
𝛾
2𝑡𝐶𝑒𝑖𝜔𝑡 𝐶 = 𝐴𝑒𝑖𝜑 𝑧 𝑡 = 𝑒−

𝛾
2
𝑡𝐴𝑒𝑖𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐴𝑒−

𝛾
2
𝑡𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜑)

= 𝐴𝑒−
𝛾
2𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑 + 𝑖𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝜑Parte real

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒−
𝛾
2𝑡𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑

𝜔0
2

𝛾

𝜔
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Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒−
𝛾
2
𝑡𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑

ሶ𝑥 𝑡 = −
𝛾

2
𝑥 𝑡 − 𝐴𝜔𝑒−

𝛾
2
𝑡𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝜑

Ajuste das condições iniciais

𝑥 0 = 𝑥0 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜑)

ሶ𝑥 0 = 𝑣0 = −
𝛾

2
𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 𝐴𝜔 𝑠𝑒𝑛 𝜑

𝑐𝑜𝑠 𝜑 =
𝑥0
𝐴

𝑠𝑒𝑛 𝜑 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜑 = 1 −
𝑥0

2

𝐴2

𝑣0 = −
𝛾

2
𝐴
𝑥0
𝐴
− 𝐴𝜔 1 −

𝑥0
2

𝐴2
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Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico

1

𝜔
𝑣0 +

𝛾

2
𝑥0 = 𝐴2 − 𝑥0

2

𝑣0 = −
𝛾

2
𝐴
𝑥0
𝐴
− 𝐴𝜔 1 −

𝑥0
2

𝐴2

𝐴2 =
1

𝜔2
𝑣0 +

𝛾

2
𝑥0

2

+ 𝑥0
2

𝑐𝑜𝑠 𝜑 =
𝑥0
𝐴
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Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒−
𝛾
2
𝑡𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑

𝜑 = 0

Amortecimento fraco 𝛾 ≪ 𝜔0

𝐴𝑒−
𝛾
2
𝑡 Varia lentamente

envoltória

Movimento não é mais periódico

𝜏 =
2𝜋

𝜔 𝜔 = 𝜔0
2 −

𝛾2

4
𝜔 < 𝜔0
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Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico

Energia 𝐸 𝑡 =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 𝑡 +

1

2
𝑘𝑥2(𝑡) Não se conserva

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑚 ሶ𝑥 ሷ𝑥 + 𝑘𝑥 ሶ𝑥 = ሶ𝑥(𝑚 ሷ𝑥 + 𝑘𝑥)

−𝜌 ሶ𝑥
𝑚 ሷ𝑥 = −𝑘𝑥 − 𝜌 ሶ𝑥

Força de resistência

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= −𝜌 ሶ𝑥2 = −𝑚𝛾 ሶ𝑥2

𝛾 =
𝜌

𝑚≤ 0
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Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico

𝐸 𝑡 =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 𝑡 +

1

2
𝑘𝑥2(𝑡)

=
1

2
𝑚𝐴2𝑒−𝛾𝑡 ቈ



𝛾2

4
𝑐𝑜𝑠2 𝜔𝑡 + 𝜑 + 𝜔2𝑠𝑒𝑛2 𝜔𝑡 + 𝜑

+ 2
𝛾

2
𝜔𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑 𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝜑 +

𝑘

𝑚
𝑐𝑜𝑠2 𝜔𝑡 + 𝜑

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒−
𝛾
2
𝑡𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑

ሶ𝑥 𝑡 = −
𝛾

2
𝑥 𝑡 − 𝐴𝜔𝑒−

𝛾
2𝑡𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝜑

sen 2θ = 2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜔0
2
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𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico

𝐸(𝑡)

=
1

2
𝑚𝐴2𝑒−𝛾𝑡 

൩

𝜔0
2 +

𝛾2

4
𝑐𝑜𝑠2 𝜔𝑡 + 𝜑 + 𝜔2𝑠𝑒𝑛2 𝜔𝑡 + 𝜑

+
𝛾

2
𝜔𝑠𝑒𝑛 2 𝜔𝑡 + 𝜑

Amortecimento fraco 𝛾 ≪ 𝜔0

Varia pouco

ത𝐸 𝑡 =
1

𝜏
න
𝑡

𝑡+𝜏

𝐸 𝑡′ 𝑑𝑡′

Valor médio em um período

𝑒−𝛾𝑡
′
≈ 𝑒−𝛾𝑡 ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒
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𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico

ത𝐸 𝑡 =
1

2
𝑚𝐴2𝑒−𝛾𝑡 𝜔0

2 +
𝛾2

4

1

2
+
𝜔2

2

=
1

2
𝑚𝐴2𝑒−𝛾𝑡 𝜔0

2 +
𝛾2

4

1

2
+
1

2
𝜔0
2 −

𝛾2

4
=
1

2
𝑚𝐴2𝑒−𝛾𝑡𝜔0

2

Amortecimento fraco 𝛾 ≪ 𝜔0

ത𝐸 𝑡 =
1

𝜏
න
𝑡

𝑡+𝜏

𝐸 𝑡′ 𝑑𝑡′

𝑒−𝛾𝑡
′
≈ 𝑒−𝛾𝑡 ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡 + 𝜑) = 𝑠𝑒𝑛2(𝜔𝑡 + 𝜑) =
1

2

𝑠𝑒𝑛2 2(𝜔𝑡 + 𝜑) = 0
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𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico

Amortecimento fraco 𝛾 ≪ 𝜔0

ത𝐸 𝑡 =
1

2
𝑚𝜔0

2𝐴2𝑒−𝛾𝑡 = ത𝐸 0 𝑒−𝛾𝑡 Energia decai exponencialmente

Tempo de decaimento

ത𝐸 0 →
ത𝐸 0

𝑒
ത𝐸 0

𝑒
= ത𝐸 0 𝑒−𝛾𝜏𝑑

𝑒−𝛾𝜏𝑑+1 = 1

−𝛾𝜏𝑑 + 1 = 0

𝜏𝑑 =
1

𝛾

𝑑 ത𝐸

𝑑𝑡
= −𝛾 ത𝐸 𝛾 →taxa de decréscimo relativo

de ത𝐸 por unidade de 𝑡
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𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎 Amortecimento subcrítico Amortecimento fraco 𝛾 ≪ 𝜔0

Fator de mérito

∆ ത𝐸 = −
𝑑 ത𝐸

𝑑𝑡
𝜏 = 𝛾 ത𝐸𝜏

𝑑 ത𝐸

𝑑𝑡
= −𝛾 ത𝐸

Energia dissipada em 1 ciclo

Energia mecânica média

armazenada no oscilador no 

instante considerado

𝑄 = 2𝜋
𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎 𝑎𝑟𝑚𝑎𝑧𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎 𝑛𝑜 𝑜𝑠𝑐𝑖𝑙𝑎𝑑𝑜𝑟

𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑐𝑙𝑜

𝑄 = 2𝜋
ത𝐸

∆ ത𝐸
=
2𝜋

𝛾𝜏
=
𝜔0

𝛾

𝜏 =
2𝜋

𝜔0
≫ 1 𝛾 ≪ 𝜔0

Quanto > 𝑄 →<amortecimento para a oscilação 𝑄 = 2𝜋
𝜏𝑑
𝜏

𝜏𝑑 =
1

𝛾

Fator de mérito
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𝑥(𝑡) = 𝑒−
𝛾
2𝑡 𝑎𝑒𝛽𝑡 + 𝑏𝑒−𝛽𝑡

𝜸

𝟐
> 𝝎𝟎 Amortecimento supercrítico

𝛽 =
𝛾2

4
− 𝜔0

2

Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝑝± = −
𝛾

2
±

𝛾2

4
− 𝜔0

2

𝑥(𝑡) = 𝑎𝑒
−

𝛾

2
−𝛽 𝑡

+ 𝑏𝑒
−

𝛾

2
+𝛽 𝑡

𝛽 <
𝛾

2

Soma de duas

exponenciais

decrescentes

Movimento não é 

periódico.

Domina o 

amortecimento



Oscilador Harmônico Amortecido

𝜸

𝟐
= 𝝎𝟎 Amortecimento crítico

𝑥(𝑡) = 𝑒−
𝛾
2𝑡 𝑎 + 𝑏𝑡

Força de amortecimento proporcional à velocidade

𝑥(𝑡) = 𝑎𝑒
−

𝛾

2
−𝛽 𝑡

+ 𝑏𝑒
−

𝛾

2
+𝛽 𝑡

𝑥(𝑡) = 𝑒−
𝛾
2𝑡 𝑎 + 𝑏

Segunda  solução

𝑥1(𝑡) = 𝑒−
𝛾

2
𝑡 𝑎𝑒𝛽𝑡−𝑏𝑒−𝛽𝑡

2𝛽

𝛽 → 0 𝑑

𝑑𝛽
𝑒𝛽𝑡

𝛽=0

= 𝑡

𝑥1(𝑡) = 𝑒−
𝛾

2
𝑡 𝑡

Uma solução

Solução Geral
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Amortecimento subcrítico𝑚 ሷ𝑥 = −𝑘𝑥 − 𝜌 ሶ𝑥

𝑥 𝑡 = A𝑒−
𝛾
2𝑡cos(𝜔𝑡 + 𝜑)

𝑥(𝑡) = 𝑒−
𝛾
2
𝑡 𝑎𝑒𝛽𝑡 + 𝑏𝑒−𝛽𝑡

ሷ𝑥 + 𝛾 ሶ𝑥 + 𝜔0
2𝑥 = 0

𝜔0
2 =

𝑘

𝑚
𝛾 =

𝜌

𝑚

𝜸

𝟐
< 𝝎𝟎

𝜔 = 𝜔0
2 −

𝛾2

4

𝜸

𝟐
> 𝝎𝟎 Amortecimento supercrítico

𝛽 =
𝛾2

4
− 𝜔0

2

𝜸

𝟐
= 𝝎𝟎 Amortecimento crítico

𝑥(𝑡) = 𝑒−
𝛾
2𝑡 𝑎 + 𝑏𝑡


