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Superposição de MHS
Mesma direção e frequência 

Lei dos cossenos e dos senos

𝑥 𝑡 = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)

𝐴2 = 𝐴1
2 + 𝐴2

2 + 2𝐴1𝐴2cos(𝜑2 − 𝜑1)

ቊ
𝑥1 𝑡 = 𝐴1cos(𝜔𝑡 + 𝜑1)

𝑥2 𝑡 = 𝐴2cos(𝜔𝑡 + 𝜑2)

𝐴2
𝑠𝑒𝑛𝛽

=
𝐴

𝑠𝑒𝑛(𝜑2 − 𝜑1)

𝑠𝑒𝑛𝛽 =
𝐴2
𝐴
𝑠𝑒𝑛(𝜑2 − 𝜑1)

x 𝑡 = Acos(𝜔𝑡 + 𝜑1 + 𝛽)

𝑧1 + 𝑧2 = 𝐴1𝑒
𝑖(𝜔𝑡+𝜑1) + 𝐴2𝑒

𝑖(𝜔𝑡+𝜑2)

𝑧1 + 𝑧2 = 𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜑1) 𝐴1 + 𝐴2𝑒
𝑖(𝜑2−𝜑1)

𝐴𝑒𝑖𝛽



Superposição de MHS

𝑥 𝑡 = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)

ቊ
𝑥1 𝑡 = 𝐴1cos(𝜔1𝑡 + 𝜑1)

𝑥2 𝑡 = 𝐴2cos(𝜔2𝑡 + 𝜑2)
𝜃2 − 𝜃1 = 𝜔2 − 𝜔1 𝑡 + 𝜑2 − 𝜑1

Mesma direção e frequências diferentes 

𝜑2 = 𝜑1 = 0

Em geral não será um movimento periódico

Para que exista um período 𝜏, em 

que x1 e x2 voltem simultaneamente 

ao valor inicial

𝜔1𝜏 = 2𝑛1𝜋

𝜔2𝜏 = 2𝑛2𝜋

𝜔1

𝜔2
=
𝜏2
𝜏1

=
𝑛1
𝑛2

𝑛1𝜏1 = 𝑛2𝜏2 = 𝜏

𝐴1 = 3𝐴2 𝜏1 = 3𝜏2



Superposição de MHS

𝑥 𝑡 = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)

ቊ
𝑥1 𝑡 = 𝐴1cos(𝜔1𝑡 + 𝜑1)

𝑥2 𝑡 = 𝐴2cos(𝜔2𝑡 + 𝜑2)

Mesma direção e frequências diferentes 

𝜑2 = 𝜑1 = 0

𝜔1 ≈ 𝜔2

𝜔1 = ഥ𝜔 +
1

2
∆𝜔

𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴 𝜔1 > 𝜔2

Batimentos

ഥ𝜔 =
1

2
𝜔1 + 𝜔2 =

2𝜋

ҧ𝜏
= 2𝜋 ҧ𝜈

∆𝜔 = 𝜔1 − 𝜔2 = 2𝜋∆𝜈 (> 0)

𝜔2 = ഥ𝜔 −
1

2
∆𝜔

𝑥 = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 ഥ𝜔𝑡 +
∆𝜔

2
𝑡 + 𝑐𝑜𝑠 ഥ𝜔𝑡 −

∆𝜔

2
t

𝑥 = 2𝐴 𝑐𝑜𝑠
∆𝜔

2
𝑡 𝑐𝑜𝑠 ഥ𝜔t



Superposição de MHS

𝑥 𝑡 = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)

ቊ
𝑥1 𝑡 = 𝐴1cos(𝜔1𝑡 + 𝜑1)

𝑥2 𝑡 = 𝐴2cos(𝜔2𝑡 + 𝜑2)

Mesma direção e frequências diferentes 

𝜑2 = 𝜑1 = 0

𝜔1 ≈ 𝜔2

𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴 𝜔1 > 𝜔2

Batimentos

𝑥 = 2𝐴 𝑐𝑜𝑠
∆𝜔

2
𝑡 𝑐𝑜𝑠 ഥ𝜔t

∆𝜔 ≪ ഥ𝜔

𝑎(𝑡) = 2𝐴𝑐𝑜𝑠
∆𝜔

2
𝑡

𝑐𝑜𝑠 ഥ𝜔t

Oscila mais rapidamente

Modulação da amplitude Batimentos

envoltória



303 Hz

300 Hz

batimentos

http://resource.isvr.soton.ac.uk/spcg/tutorial/tutorial/Tutorial_files/Web-hearing-beats.htm



Superposição de MHS

ቊ
𝑥 𝑡 = 𝐴cos(𝜔𝑡 + 𝜑1)

𝑦 𝑡 = Bcos(𝜔𝑡 + 𝜑2)

Mesma frequências e direções perpendiculares

𝜑1 = 0Oscilador harmônico bidimensional

ቊ
𝑥 𝑡 = 𝐴cos(𝜔𝑡)

𝑦 𝑡 = Bcos(𝜔𝑡 + 𝜑)
𝑚 ሷԦ𝑟 = Ԧ𝐹 = −𝑘Ԧ𝑟

ሷԦ𝑟 + 𝜔2 Ԧ𝑟 = 0 𝜔2 =
𝑘

𝑚

Ԧ𝑟 = 𝑥 Ƹ𝑖 + 𝑦 Ƹ𝑗

𝑦

𝐵
= cos 𝜔𝑡 𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 𝑠𝑒𝑛𝜑

=
𝑥

𝐴
𝑐𝑜𝑠𝜑 ± 1 −

𝑥2

𝐴2
𝑠𝑒𝑛𝜑

ሷ𝑥 + 𝜔2𝑥 = 0 ሷ𝑦 + 𝜔2𝑦 = 0

𝑥2

𝐴2
+
𝑦2

𝐵2
− 2

𝑥𝑦

𝐴𝐵
𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝑠𝑒𝑛2𝜑

Geralmente uma elipse inscrita 

num retângulo de lados A e B



𝑥2

𝐴2
+
𝑦2

𝐵2
− 2

𝑥𝑦

𝐴𝐵
𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝑠𝑒𝑛2𝜑



Superposição de MHS
Frequências diferentes  e direções perpendiculares

Curvas de Lissajous

𝑛1𝜏1 = 𝑛2𝜏2 = 𝜏

comensuráveis

𝜑1 = 0 𝜑2 = 𝜋 ∕ 2

w1 = 1, w2 = 2 (1:2)

w1 = 3, w2 = 2 (3:2)

w1 = 3, w2 = 4 (3:4)

w1 = 5, w2 = 4 (5:4)

ቊ
𝑥 𝑡 = 𝐴cos(𝜔1𝑡 + 𝜑1)

𝑦 𝑡 = Bcos(𝜔2𝑡 + 𝜑2)

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Lissajous_curve_1by2.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Lissajous_curve_3by2.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Lissajous_curve_3by4.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Lissajous_curve_5by4.svg




Superposição de MHS
Frequências diferentes  e direções perpendiculares

Curvas de Lissajous

Trajetória não é periódica, a curva 

não se fecha

incomensuráveis


