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Aplicações do MHS

Oscilação de duas partícula
Equação do movimento:

Coordenadas do CM

ሷ𝑋 = 0

ቊ
𝑚1 ሷ𝑥1 = 𝑘𝑥
𝑚2 ሷ𝑥2 = −𝑘𝑥

ሶ𝑋 = 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑋 =
𝑚1𝑥1 +𝑚2𝑥2

𝑀
𝑀 = 𝑚1 +𝑚2

ቊ
𝑚2𝑚1 ሷ𝑥1 = 𝑚2𝑘𝑥
𝑚1𝑚2 ሷ𝑥2 = −𝑚1𝑘𝑥

𝑚1𝑚2 ሷ𝑥2 − ሷ𝑥1 = − 𝑚1 +𝑚2 𝑘𝑥

l é o comprimento de equilíbrio

Deformação da mola

𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1 − 𝑙

𝐹1 = 𝑘𝑥 = −𝐹2

Forças Restauradoras x>0

𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
ሷ𝑥2 − ሷ𝑥1 = −𝑘𝑥

𝜇 =
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2

ሷ𝑥 = ሷ𝑥2 − ሷ𝑥1



Aplicações do MHS

Oscilação de duas partícula

𝐸𝑐𝑚 = 𝐾𝑐𝑚 =
1

2
𝑀𝑉2

𝐾𝑖𝑛𝑡 =
1

2
(𝑚1𝑣1

´ 2 +𝑚2𝑣2
´ 2)𝜇 ሷ𝑥 = −𝑘𝑥

𝜇 =
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2

𝜔 =
𝑘

𝜇

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐸𝑖𝑛𝑡 + 𝐸𝑐𝑚

Velocidades relativas ao cm 𝑣1
´ = −

𝑚2

𝑀
ሶ𝑥 𝑣2

´ =
𝑚1

𝑀
ሶ𝑥

𝐾𝑖𝑛𝑡 =
1

2

𝑚1𝑚2
2 +𝑚2𝑚1

2

𝑀2
ሶ𝑥2 =

1

2
𝜇 ሶ𝑥2

𝐸𝑖𝑛𝑡 =
1

2
𝜇 ሶ𝑥2 +

1

2
𝑘𝑥2

A energia do cm e a energia 

interna se conservam 

separadamente.  A translação 

do cm não afeta a oscilação

Energia de um 

oscilador harmônico 

simples de massa m



Aplicações do MHS
Molécula Diatômica

𝑈(𝑟) = 𝑈0
𝑅0
𝑟

12

− 2
𝑅0
𝑟

6



Aplicações do MHS
Molécula Diatômica

𝐹𝑟 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑟
= 𝑈0

12𝑅0
12

𝑟13
− 2

6𝑅0
6

𝑟7

𝐹𝑟 = 12
𝑈0
𝑅0

𝑅0
𝑟

13

−
𝑅0
𝑟

7

𝑥 = 𝑟 − 𝑅0 → 𝑟 = 𝑅0 + 𝑥



Aplicações do MHS
Molécula Diatômica

𝐹𝑟 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑟
= 𝑈0

12𝑅0
12

𝑟13
− 2

6𝑅0
6

𝑟7

𝐹𝑟 = 12
𝑈0
𝑅0

𝑅0
𝑟

13

−
𝑅0
𝑟

7

𝑥 = 𝑟 − 𝑅0 → 𝑟 = 𝑅0 + 𝑥

𝐹𝑟 = 12
𝑈0
𝑅0

𝑅0
𝑅0 + 𝑥

13

−
𝑅0

𝑅0 + 𝑥

7

= 12
𝑈0
𝑅0

1

1 +
𝑥
𝑅0

13 −
1

1 +
𝑥
𝑅0

7

Para pequenos deslocamentos 

da posição r = 𝑅0



Aplicações do MHS
Molécula Diatômica

1

1 +
𝑥
𝑅0

13 = 1 +
𝑥

𝑅0

−13

≈ 1 + (−13)
𝑥

𝑅0

Para pequenos deslocamentos 

da posição r = 𝑅0

1 + 𝑢 𝑛 = 1 + 𝑛𝑢 +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑢2 +⋯

1

1 +
𝑥
𝑅0

7 = 1 +
𝑥

𝑅0

−7

≈ 1 + (−7)
𝑥

𝑅0



Aplicações do MHS
Molécula Diatômica

Para pequenos deslocamentos 

da posição r = 𝑅0

𝐹𝑟 ≈ 12
𝑈0
𝑅0

1 + −13
𝑥

𝑅0
− 1 + −7

𝑥

𝑅0
= −

72𝑈0

𝑅0
2 𝑥

𝑘 =
72𝑈0

𝑅0
2 𝑈 ≈

1

2
𝑘𝑥2 − 𝑈0



Aplicações do MHS
Molécula Diatômica

Para pequenos deslocamentos 

da posição r = 𝑅0

𝑘 =
72𝑈0

𝑅0
2

𝑈 ≈
1

2
𝑘𝑥2 − 𝑈0

Portanto, a molécula oscila em relação ao

centro de massa, com frequência

𝜇 ሷ𝑥 = −𝑘𝑥 𝜇 =
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2

𝜔 =
𝑘

𝜇



Aplicações do MHS
Molécula Diatômica

Para pequenos deslocamentos 

da posição r = 𝑅0
𝑘 =

72𝑈0

𝑅0
2

𝜇 ሷ𝑥 = −𝑘𝑥 𝜇 =
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2

𝜔 =
𝑘

𝜇

Para uma molécula de CO, R0 ~1,1x10-10m e a energia de

dissociação é U0 =10 eV m(C)= 2x10-26kg e m(O)=2,7x10-26kg.

𝑘 ≈ 9,5 × 103𝑁/𝑚 → 𝜈 =
1

2𝜋

𝑘

𝜇
≈ 1,4 × 1014Hz

𝜆 =
𝑐

𝜈
≈ 2 × 10−6𝑚 = 2𝜇𝑚 Região do infravermelho



MHS e MCU 

θ = 𝜔𝑡 + 𝜑

Deslocamento instantâneo da partícula em MHS.

𝑂𝑋 = 𝑥 = 𝐴 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)

Pêndulo simples e um disco

MCU

𝑣𝑥 = −𝜔𝐴cos
𝜋

2
− 𝜃 = −𝜔𝐴𝑠𝑒 𝑛 𝜔𝑡 + 𝜑 = ሶ𝑥

𝑎𝑥 = −𝜔2𝐴 cos 𝜃 = −𝜔2𝑥 = ሷ𝑥 Coincide com 

MHS

𝑂𝑌 = 𝑦 = 𝐴 𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝐴𝑠𝑒 𝑛 𝜔𝑡 + 𝜑

= 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑 + ൗ𝜋 2



MHS e MCU 

Vetor girante𝑂𝑃 e o círculo de referência

Número complexo

𝑂𝑃 = 𝑎 Ƹ𝑖 + 𝑏 Ƹ𝑗

Ƹ𝑖 → 1
Ƹ𝑗 → 𝑖

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏

𝑖 ≡ 𝑟𝑜𝑡𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 +
𝜋

2
𝑛𝑜 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑥𝑦 𝑖2 = −1 → 𝑖 = −1

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 → ቊ
𝑎 ≡ 𝑅𝑒𝑧
𝑏 ≡ 𝐼𝑚𝑧

Complexo conjugado

𝑧∗ = (𝑎 + 𝑏𝑖) ∗= 𝑎 − 𝑏𝑖



MHS e MCU 
Número complexo

(𝑎 + 𝑖𝑏) + 𝑐 + 𝑖𝑑 = 𝑎 + 𝑐 + 𝑖(𝑏 + 𝑑)

soma

produto

(𝑎 + 𝑖𝑏) 𝑐 + 𝑖𝑑 = 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑖(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)

Módulo de um complexo

𝑧2 = 𝑧𝑧∗ = 𝑎 + 𝑏𝑖 𝑎 − 𝑏𝑖 = 𝑎2 + 𝑏2

Quociente

(𝑐 + 𝑖𝑑)

(𝑎 + 𝑖𝑏)
=
(𝑐 + 𝑖𝑑)(𝑎 − 𝑖𝑏)

(𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑎 − 𝑖𝑏)
=
𝑎𝑐 + 𝑏𝑑

𝑎2 + 𝑏2
+ 𝑖

𝑎𝑑 + 𝑏𝑐

𝑎2 + 𝑏2



MHS e MCU 
Número complexo

A fórmula de Euler (1748)

𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑖𝑠𝑒𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑅𝑒 𝑒𝑖𝑥 =
1

2
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

𝑠𝑒𝑛𝑥 = 𝐼𝑚 𝑒𝑖𝑥 =
1

2𝑖
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

𝑅𝑒𝑧 =
1

2
𝑧 + 𝑧∗

𝐼𝑚𝑧 =
1

2𝑖
𝑧 − 𝑧∗

Coordenadas polares

ቊ
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

𝑟 = 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝜃 = 𝐴𝑟𝑔𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 ൗ𝑦 𝑥

𝑒±𝑖𝜋 = −1



MHS e MCU 
Aplicação no MHS

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑧 = 0

𝑧 𝑡 = 𝑒𝑝𝑡

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑝𝑒𝑝𝑡 = 𝑝𝑧

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
= 𝑝

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑝2𝑧

𝑝2 = −𝜔2 → 𝑝± = ±𝑖𝜔

𝑝 = 𝑖𝜔

𝐶 = 𝐴𝑒𝑖𝜑

𝑧(𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜑)

𝑥 𝑡 = 𝑅𝑒𝑧(𝑡) = 𝑅𝑒[𝐴𝑒𝑖 𝜔𝑡+𝜑 ]
= 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

p complexo

C constante complexa

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= +iω𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜑)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑅𝑒

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝜔𝐴𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑)

Solução geral do MHS



MHS e MCU 
Aplicação no MHS

𝑒𝑖𝜃 → 𝑟𝑜𝑡𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑚 â𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝜃
𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑧 = 0

𝑧(𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜑)

𝑥 𝑡 = 𝑅𝑒𝑧(𝑡) = 𝑅𝑒[𝐴𝑒𝑖 𝜔𝑡+𝜑 ]
= 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

A imagem de z(t) no plano

complexo descreve o MCU 

associado ao MHS


