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Oscilador Harmônico

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥 𝜔 =

𝑘

𝑚

𝑥 𝑡 = 𝑎𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝑏𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

Solução geral das oscilações livres do 

oscilador harmônico

ou

ቊ
𝑎 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜑)
𝑏 = −𝐴𝑠𝑒𝑛(𝜑)

൞
𝐴 = 𝑎2 + 𝑏2

cos(𝜑) =
𝑎

𝑎2 + 𝑏2

Com 𝑎, 𝑏, 𝐴 𝑒 𝜑 constantes



Oscilador Harmônico

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥 𝜔 =

𝑘

𝑚

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

Condições iniciais

ቊ
𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 𝑥0

−𝜔𝐴𝑠𝑒𝑛 𝜑 = 𝑣0

𝐴 = 𝑥0
2 +

𝑣0
2

𝜔2

cos(𝜑) =
𝑥0
𝐴

ሶ𝑥 𝑡 = 𝑣 𝑡 = −𝜔𝐴𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑)

ሷ𝑥 𝑡 = 𝑎 𝑡 = −𝜔2𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

𝑥 0 = 𝑥0 e 𝑣 0 = 𝑣0

𝑥 𝑡 = 𝑎𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝑏𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

𝑥 𝑡 = 𝑥0𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 +
𝑣0
𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

൞
𝐴 = 𝑎2 + 𝑏2

cos(𝜑) =
𝑎

𝑎2 + 𝑏2



Energia do oscilador harmônico

Oscilador Harmônico

𝐾(𝑡) =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 =

1

2
𝑚𝜔2𝐴2𝑠𝑒𝑛2(𝜔𝑡 + 𝜑)

𝑈(𝑡) =
1

2
𝑘𝑥2 =

1

2
𝑚𝜔2𝑥2

=
1

2
𝑚𝜔2𝐴2𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡 + 𝜑)

A energia total do sistema se conserva

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 +

1

2
𝑘𝑥2 =

1

2
𝑚𝜔2𝐴2 = constante



Energia do oscilador harmônico

Oscilador Harmônico

𝐾 = 𝐸 − 𝑈 =
1

2
𝑚𝜔2𝐴2 −

1

2
𝑚𝜔2𝑥2

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐾 + 𝑈 =
1

2
𝑚𝜔2𝐴2

𝐾 =
1

2
𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑡

2
=

1

2
𝑚𝜔2(𝐴2 − 𝑥2)

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= ±𝜔 𝐴2 − 𝑥2



Aplicações do MHS
Pêndulo de Torção O torque restaurador no fio será

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥

𝜔 =
𝑘

𝑚

Onde K é o módulo de torção do fio

𝜏 = −𝐾φ

Considerando-se I como o momento 

de inércia, temos:

𝜏 = 𝐼𝛼 = 𝐼 ሷ𝜑

ሷ𝜑 = −
𝐾

𝐼
𝜑

𝐼 ሷ𝜑 = −𝐾𝜑

𝜔 =
𝐾

𝐼

𝜑 𝑡 = 𝑎𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝑏𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

𝜑 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙0) ousolução



Aplicações do MHS
Pêndulo simples Decompondo as forças em componentes

angular e radial, temos:

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥

A segunda equação descreve o movimento:

ሷ𝜃 = −
𝑔

𝑙
𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜔 =
𝑔

𝑙

𝜃 𝑡 = 𝑎𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝑏𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

𝜃 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)
ousolução

𝑚𝑎𝑐𝑝 = 𝑚𝑟𝜔2 = 𝑚𝑙 ሶ𝜃2 = 𝑇 −𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑚𝑎𝜃 = 𝑚𝑟𝛼 = 𝑚𝑙 ሷ𝜃 = −𝑚𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑙 ሷ𝜃 = −𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜃 ≪ 1 → 𝑠𝑒𝑛𝜃 ≈ 𝜃

ሷ𝜃 = −
𝑔

𝑙
𝜃 𝜏 = 2𝜋

𝑙

𝑔



Aplicações do MHS
Pêndulo simples Energia 

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥

𝐾 =
1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚𝑙2 ሶ𝜃2

𝑈 = 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝜃 ≪ 1 → 𝑠𝑒𝑛𝜃 ≈ 𝜃

𝑈 = −𝑊0→𝜃 = 𝑚𝑔න
0

𝜃

𝑠𝑒𝑛𝜃´ ∙ 𝑙𝑑𝜃´

𝑈 ≈ 𝑚𝑔න
0

𝜃

𝜃´ ∙ 𝑙𝑑𝜃´ =
1

2
𝑚𝑔𝑙 𝜃2

𝜔 =
𝑔

𝑙

𝑈 =
1

2
𝑚𝜔2𝑙2𝜃2

𝑈 = 0 → 𝜃 = 0



Aplicações do MHS
Pêndulo simples

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥

𝐾 =
1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚𝑙2 ሶ𝜃2

𝑈 = 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

Vamos reconsiderar o problema, sem a 

aproximação para pequenos ângulos.

𝐸 =
1

2
𝑚𝑙2 ሶ𝜃2 +𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

−𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋

𝜃 = 0 → 𝐸 = 0

𝜃 = 𝜋 → 𝐸 = 2𝑚𝑔𝑙

Equilíbrio estável

Equilíbrio instável

𝐸 < 2𝑚𝑔𝑙 → oscilação 𝜃 = ±𝜃0
𝜃 = ±𝜃0 →

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 0 𝐸 = 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃0)



Aplicações do MHS
Pêndulo simples

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥

𝐸 =
1

2
𝑚𝑙2 ሶ𝜃2 +𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝐸 = 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃0)

1

2
𝑚𝑙2 ሶ𝜃2 +𝑚𝑔𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜃0 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= ±

2𝑔

𝑙
𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃0

න
𝑡0

𝑡0+
𝜏
2
𝑑𝑡 =

𝜏

2
= ±

𝑙

2𝑔
න
−𝜃0

𝜃0 𝑑𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃0

ida e retorno

Integrando durante a primeira metade



Aplicações do MHS
Pêndulo simples

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥

න
𝑡0

𝑡0+
𝜏
2
𝑑𝑡 =

𝜏

2
= ±

2𝑔

𝑙
න
−𝜃0

𝜃0 𝑑𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃0

Integral elíptica, sem solução analítica.

𝜏 ≈ 2𝜋
𝑙

𝑔
1 +

1

16
𝜃0

2

O período depende da amplitude



Aplicações do MHS
Pêndulo Físico

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥

O torque em relação a  O será

𝜏 = −𝑀𝑔𝑠 𝑠𝑒𝑛𝜃

Considerando-se I como o momento 

de inércia, temos:

ሷ𝜃 = −
𝑀𝑔𝑠

𝐼
𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑙 =
𝐼

𝑀𝑠

𝜏 = 𝐼𝛼 = 𝐼 ሷ𝜃 = −𝑀𝑔𝑠 𝑠𝑒𝑛𝜃

ሷ𝜃 = −
𝑔

𝑙
𝑠𝑒𝑛𝜃

Pêndulo simples

𝜔 =
𝑔

𝑙


