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Oscilador Harmônico

pêndulos, diapasões, cordas em

instrumentos musicais, colunas de ar em

instrumentos de sopro, corrente

alternada, filtros, sistemas de

transmissão, ...

Oscilações

Oscilações Vibrações localizadas

Ondas propagação



Oscilador Harmônico

Oscilações 

periódicas 1D
Ação de forças 

conservativas
Energia potencial U(x)

𝐹 𝑥 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑥
Poço Potencial

Pequenas oscilações 

ao redor da posição 

de equilíbrio

𝐹 𝑥 ~ 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟

−𝐴 ≤ 𝑥 ≥ 𝐴 𝐹 𝑥 = −𝑘𝑥

𝑈 𝑥 =
1

2
𝑘𝑥2

Força restauradora – lei de Hooke

~parábola



Oscilador Harmônico

Sistema massa-mola

𝑚 ሷ𝑥 = 𝐹 𝑥 = −𝑘𝑥

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥 𝜔 =

𝑘

𝑚

Equação do movimento

𝑚𝑔 = 𝑘𝑥0

Oscilador Harmônico Unidimensional

Pequenos desvios 

de uma posição de 

equilíbrio estável

Qualquer sistema 

com um grau de 

liberdade

Obedece com boa 

aproximação a equação 

do movimento do 

Oscilador Harmônico 

Unidimensional 



Oscilador Harmônico

Movimento Harmônico 

Simples (MHS)

Movimento de um 

oscilador harmônico

Lei horária do MHS Resolver a equação do movimento

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥

Equação  diferencial 

de segunda ordem 

para x(t)

Dadas as condições iniciais, equações diferenciais podem ser resolvidas 

por métodos numéricos (computador).



Oscilador Harmônico

Para Dt suficientemente pequeno:

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
(𝑡) ≈

1

∆𝑡

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑡 + ∆𝑡 −

𝑑𝑥

𝑑𝑡
(𝑡)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
(𝑡) ≈

1

∆𝑡
𝑥 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑥(𝑡)

Partindo de t = 0:

𝑥 ∆𝑡 ≈ 𝑥 0 + ∆𝑡
𝑑𝑥

𝑑𝑡
0 = 𝑥0 + 𝑣0 ∆𝑡

𝑑𝑥

𝑑𝑡
∆𝑡 ≈

𝑑𝑥

𝑑𝑡
0 + ∆𝑡

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
0 = 𝑣0 − 𝜔2𝑥0∆𝑡

= −𝜔2𝑥(0)

Repetindo o mesmo 

processo para os 

intervalos sucessivos



Oscilador Harmônico

Propriedades de uma equação diferencial linear:

(a) Se x1(t) e x2(t) são soluções → x1(t)+x2(t) também é solução.

(b) Se x(t) é solução → ax(t) (a =constante) também é solução.

Portanto se x1(t) e x2(t) são soluções (independentes)→ qualquer 

combinação linear: x(t)=ax1(t)+bx2(t), com a e b constantes, também é 

solução (geral).

Equação diferencial linear 

𝐴
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝐵

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝐶𝑥 = 𝐹

só contém termos 

lineares na função 

incógnita

Coeficientes 

independem de x 

𝐹 = 0 homogênea

Princípio da 

superposição



Oscilador Harmônico

Sistema massa-mola

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥

𝜔 =
𝑘

𝑚

A solução aproximada parece uma 

função do tipo senoidal

Considerando solução do tipo seno 

e cosseno

𝑥1(𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡) 𝑥2(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)



Oscilador Harmônico

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥 𝜔 =

𝑘

𝑚

𝑥1(𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡) 𝑥2(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

𝑥 𝑡 = 𝑎𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝑏𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

Solução geral das oscilações livres do 

oscilador harmônico

ou

ቊ
𝑎 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜑)
𝑏 = −𝐴𝑠𝑒𝑛(𝜑)

൞
𝐴 = 𝑎2 + 𝑏2

cos(𝜑) =
𝑎

𝑎2 + 𝑏2

Com 𝑎, 𝑏, 𝐴 𝑒 𝜑 constantes



Oscilador Harmônico

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

Oscila entre os extremos –A e A Amplitude de oscilação

(𝜔𝑡 + 𝜑) Função periódica de wt de período 2p

Período de uma oscilação 𝜏 =
2𝜋

𝜔
=
1

𝜈
frequência de 

oscilação

→ ciclos/s ou hertz (Hz)

𝜔 = 2𝜋𝜈 → frequência angular rad/s ou s-1

𝜃 = (𝜔𝑡 + 𝜑) → fase do movimento  → fase inicial



Oscilador Harmônico

variando  → desloca a curva como um todo



Oscilador Harmônico

𝜏 =
2𝜋

𝜔
=
1

𝜈
Independe de A

𝜔2 =
𝑘

𝑚 𝑘 =
𝐹

𝑥

Força restauradora por unidade 

de deslocamento e por unidade 

de massa



Oscilador Harmônico

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥 𝜔 =

𝑘

𝑚

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

Condições iniciais

ቊ
𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 𝑥0

−𝜔𝐴𝑠𝑒𝑛 𝜑 = 𝑣0

𝐴 = 𝑥0
2 +

𝑣0
2

𝜔2

cos(𝜑) =
𝑥0
𝐴

ሶ𝑥 𝑡 = 𝑣 𝑡 = −𝜔𝐴𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑)

ሷ𝑥 𝑡 = 𝑎 𝑡 = −𝜔2𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

𝑥 0 = 𝑥0 e 𝑣 0 = 𝑣0

𝑥 𝑡 = 𝑎𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 + 𝑏𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

𝑥 𝑡 = 𝑥0𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 +
𝑣0
𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

൞
𝐴 = 𝑎2 + 𝑏2

cos(𝜑) =
𝑎

𝑎2 + 𝑏2



Oscilador Harmônico

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥 𝜔 =

𝑘

𝑚

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)

ሶ𝑥 𝑡 = 𝑣 𝑡 = −𝜔𝐴𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑)

ሷ𝑥 𝑡 = 𝑎 𝑡 = −𝜔2𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)



Energia do oscilador harmônico

Oscilador Harmônico

𝐾(𝑡) =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 =

1

2
𝑚𝜔2𝐴2𝑠𝑒𝑛2(𝜔𝑡 + 𝜑)

𝑈(𝑡) =
1

2
𝑘𝑥2 =

1

2
𝑚𝜔2𝑥2

=
1

2
𝑚𝜔2𝐴2𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡 + 𝜑)

A energia total do sistema se conserva

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 +

1

2
𝑘𝑥2 =

1

2
𝑚𝜔2𝐴2 = constante



Valor médio  𝑓 𝑡 0 ≤ 𝑡 ≥ 𝜏

Oscilador Harmônico

K e U são simétricos em torno de E/2

(mesma área)

ഥ𝐾 = ഥ𝑈 =
1

2
𝐸 =

1

4
𝑚𝜔2𝐴2

ҧ𝑓 𝑡 =
1

𝜏
න
0

𝜏

𝑓 𝑡 𝑑𝑡



Energia do oscilador harmônico

Oscilador Harmônico

𝐾 = 𝐸 − 𝑈 =
1

2
𝑚𝜔2𝐴2 −

1

2
𝑚𝜔2𝑥2

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐾 + 𝑈 =
1

2
𝑚𝜔2𝐴2

𝐾 =
1

2
𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑡

2
=

1

2
𝑚𝜔2(𝐴2 − 𝑥2)

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= ±𝜔 𝐴2 − 𝑥2



Oscilador Harmônico

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= ±𝜔 𝐴2 − 𝑥2







Aplicações do MHS


