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1. [HMN 5.11/5.12] Duas cordas muito lon-
gas, bem esticadas, de densidades lineares
41 € g, estao ligadas uma a outra. Toma- 4 2
se a posicao de equilibrio como eixo x e — A,‘ —'A').
a origem O no ponto de juncao, sendo «—B, O
y o deslocamento transversal da corda 1
(figura).

X

Uma onda harmonica progressiva y;(z,t) = Ajcos(kiz — wt), viajando na corda 1
(x < 0), incide sobre o ponto de juncao, fazendo-o oscilar com frequéncia angular w.
Isto produz na corda 2 (z > 0) uma onda progressiva de mesma frequéncia y;(x,t) =
Ay cos(kex — wt) (onda transmitida) e dé origem na corda 1 a uma onda que viaja em
sentido contrério y,(x,t) = B; cos(kix + wt) (onda refletida). Dada a onda incidente
y;, de amplitude A;, deseja-se obter a amplitude de reflexao p = B1/A; e a amplitude
de transmissao T = Ay /A;.

(a) Dada a tensao T da corda, calcule as velocidades de propagacao v; e v nas cordas
1 e 2, bem como os respectivos nimeros de onda ki e ks.

O deslocamento total na corda 1 é y; + vy, e na corda 2 é ;.
(b) Mostre que, no ponto de jungao x = 0, deve-se ter y;(0,t) + y,.(0,%) = (0, ).
(c¢) Aplicando a 3a lei de Newton ao ponto de jun¢ao = = 0, mostre que, nesse ponto,
deve-se ter também

0 o 3yt

(d) A partir de (b) e (c), calcule as amplitudes de reflexdo e transmissao p e 7 em
funcao das velocidades v, e vo. Discuta o sinal de p.

=0 =0

A refletividade r da jungao é definida como a razao entre a intensidade da onda
refletida e a intensidade da onda incidente e a transmissividade t como a razao
entre a intensidade da onda transmitida e a intensidade da onda incidente.

(e) Calcule r e t.

(f) Mostre que r +t = 1 e interprete esse resultado.
SOLUCAO COMENTADA

(a) A velocidade de propagagao de uma onda numa corda tensa depende na tensao 7' na
corda e da densidade linear de massa j;. Temos entao:

| T /T
v =4]— e vy=4]—
H1 H2

Usando a relacao entre a velocidade de propagacao v, a frequéncia angular de oscilacao
da onda w e o seu nimero de onda k, temos

w M1 w 125)
ki=— = ﬁ/__ ky = — = \/7:
1 " w (§] 2 Vs W

onde usou-se o fato de que a frequéncia de oscilagao nas duas cordas é a mesma.
Perceba que os comprimentos de ondas nas duas cordas serao diferentes.
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(b)

(c)

Usando o principio de superposicao, a fungao de onda resultante na corda 1 (z < 0) é
o resultado da interferéncia entre a onda incidente e a onda refletida y;(z,t) + y,(z, t)
enquanto na corda 2 (z > 0) a onda resultante é apenas a onda transmitida y;(z,t).

Por definigao, a fungao y(z,t) de uma onda transversal é interpretada como o deslo-
camento da corda ao longo de um eixo perpendicular a direcao de propagacao. Dessa
forma, para garantir uma transi¢ao continua de uma corda a outra, na juncao devemos
ter:

yz(ov t) + yr<0a t) = yt<0a t) (1)

Num ponto imediatamente a esquerda da juncao —Ax /2, onde a tangente a corda faz
um angulo 6 com a horizontal, a forca transversal F, gerada pela componente y da

tensao na corda é
0y;
__7|Y
—Az/2 Ox —Az/2

Num ponto imediatamente a direita da jungao Az/2, onde a tangente a corda faz um
angulo 0" com a horizontal, a forca transversal F), gerada pela componente y da tensao
na corda é

F,(—Az/2,t) = =T sinf ~ —T tanf = —T %

o
ox

—Az/2

9y
ox

_

F/(Ax/2,t) ~ Ttand' =T =
Y Ax/2 O

Az/2

Aky

A\ 4

No limite Az — 0, os pontos de aplicacao das forcas acima se aproximam da propria
juncao e tais forcas podem ser vistas como pares acao-reacao nesse limite que, por sua
vez, de acordo com a terceira lei de Newton, devem satisfazer

lim F, = — lim F)

Az—0 Azr—0 Y’
de modo que
0 Oy
a \Yi T = 2
8x(y ) o 07|, )
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(d) As equagoes (1) e (2) devem ser interpretadas como condigoes de contorno a serem
satisfeitas pela funcoes de onda y;, v, y; e suas primeiras derivadas parciais com
respeito a coordenada x na juncao x = 0 em qualquer instante de tempo ¢.

Este é o segundo tipo de condicao vista neste curso a ser satisfeita pelas solucoes
de uma equacao diferencial, nesse caso particular, uma equacao diferencial a
derivadas parciais. Nos blocos 1 e 2, vocés foram apresentados ao conceito de
condic¢ao inicial, ja que era valida para um instante de tempo particular, em geral,
tomado como t = 0. Aqui, as condicoes ditas de contorno, ao invés de validas
para um instante de tempo particular, sao tomadas num ponto particular do
espago, muitas vezes associado as fronteiras do sistema, como as extremidades de
uma corda, mas também para um ponto qualquer do sistema, como representado
aqui pela juncao entre as cordas.

Usando as formas explicitas das fungées de onda do enunciado, da equagao (1), temos

A cos(—wt) + By cos(wt) = Ag cos(—wt)

logo
Al + Bl — A2 (3)
onde usou-se o fato de cosseno é uma fungao par (cosd = cos(—6)). Da equagao (2),
temos
—k1 Ay sin(—wt) — k1 By sin(wt) = —kyAg sin(—wt)

ou seja

ki(Ar — Bi) = ko Ay (4)
onde usou-se o fato de que seno é uma fungao impar (sinf = —sin(—6)).

Esse sistema de duas equacoes pode ser resolvido para as variaveis By e A,, vistas como
fungoes da amplitude da onda incidente A; e dos nimeros de onda k; e ky. Vemos que

. k}l — k?g 2]{31

B = A Ay = A
! ki + ko boe ? ky + ko b

de modo que as correspondentes amplitudes de reflexao e transmissao sao

_Bl_kl—kg_w/vl—W/Ug Vo — U1
_Al—k1+/{32_W/U1+W/U2 V1 + U2

P

Ay . 2k, 2&)/’01 2vy
Al_k1+/€2_w/v1+w/v2 V1 + U9

T =

Perceba que a amplitude de reflexao, diferentemente da amplitude de trans-
missao, pode ser positiva ou negativa, dependendo da magnitude das velocidades
de propagacao em cada corda. Se vy > vy, A; e By tém mesmo sinal, de forma
que nao ha inversao do pulso refletido. Mas se v, < vy, o pulso refletido sofre
inversao na sua forma. Faca a mesma andlise de sinais em termos das densidades
das cordas!
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(e) Sabemos que a intensidade de uma onda harménica de frequéncia angular w, amplitude
A se propagando numa corda de densidade linear i e sob tensao T' é dada por

1
I = —pww*A?
2
de forma que para as ondas incidente, refletida e transmitida temos

1 1 1
I, = §,u1v1w2Af, I, = 5/111110023% e I} = 5#27}2“2143

A refletividade da jungao é entao

(f) Ve-se entao que

=1

2 2 2

Vg — U 4vqv V5 + 20109 + U

r+t:<2 1)+ =2 ]
vy + vy (v1 + v9) (v1 + v9)

Isso é uma consequéncia direta da conservacao de energia quando medida na juncao,
ja que a intensidade para uma onda unidimensional é a poténcia média por ciclo sendo
transmitida através da corda nesse caso

Iy

I,
Tt e = L4+ =1

t=1—
T+ 7 T




