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O método dos mínimos quadrados
(revisão)

O método dos mínimos quadrados consiste em •

determinar os parâmetros como àqueles que 
minimizam a seguinte somatória:

𝑄 Ԧ𝑎 =

𝑖=1

𝑁
𝑦𝑖 − 𝐺 𝑥𝑖 , Ԧ𝑎

𝜎𝑖

2

onde a função modelo, 𝐺 𝑥𝑖 , Ԧ𝑎 , descreve a relação 
entre o valor esperado do i-ézimo dado experimental 
com os parâmetros a serem estimados. Por exemplo, 
no caso do ajuste de uma reta 𝐺 𝑥, Ԧ𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥



Ajuste de funções lineares nos parâmetros 
pelo MMQ (revisão)

• Escrevendo a função modelo como:

𝐺 𝑥, Ԧ𝑎 = 𝑎1𝑔1 𝑥 + 𝑎2𝑔2 𝑥 +⋯+ 𝑎𝑃𝑔𝑃(𝑥)

• O sistema linear de equações do MMQ pode ser escrito 

de forma matricial:      𝐷 = 𝐌 ሚ𝐴

𝐷𝑙 =
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cuja solução é: ሚ𝐴 =

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑀

= (𝐌−1)𝐷 com V෨𝐴 = 𝐌−1



Exemplos de ajuste de funções lineares 
nos parâmetros pelo MMQ

𝐺 𝑥, Ԧ𝑎 = 𝑎1𝑔1 𝑥 + 𝑎2𝑔2 𝑥 +⋯+ 𝑎𝑃𝑔𝑃(𝑥)

• Posição em função do tempo de um corpo em queda 
livre partindo do repouso:

𝐺 = 𝑎1 + 𝑎2𝑡
2,

o que implica  𝑔1 = 1 e    𝑔2 = 𝑡2

• Tensão de um sinal senoidal de frequência conhecida 
medida em um osciloscópio (sem nível DC):

𝐺 = 𝑎1cos(2𝜋𝑓𝑡) + 𝑎2sin(2𝜋𝑓𝑡), 

o que implica  𝑔1 = cos(2𝜋𝑓𝑡) e     𝑔2 = sin(2𝜋𝑓𝑡)



O teste de 𝝌𝟐

• O teste de 𝜒2 avalia se a dispersão dos pontos ao redor 
da função ajustada é consistente com as incertezas dos 
dados. Para dados estatisticamente independentes:

𝜒2 =

𝑖=1

𝑁
𝑦𝑖 − 𝐺 𝑥𝑖 , Ԧ𝑎
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• O valor esperado do 𝜒2 é 𝜒2 = 𝜈, onde 𝜈 = 𝑁 − 𝑃 é 
o número de graus de liberdade (N é o número de 
dados e P o número de parâmetros). 

• É usual calcular o  𝜒𝑅𝑒𝑑
2 =

𝜒2

𝜈
, cujo valor esperado é 1.



Teste de hipótese usando o 𝝌𝟐

- Para dados gaussianos com incertezas corretas e modelo 
adequado a função densidade de probabilidade do 𝜒2 é:

𝑓 𝜒2 =
1

2 Γ
𝜈
2

𝜒2

2

𝜈
2
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𝑒
−𝜒2

2

onde Γ(𝑛) é a função gama. Se n for inteiro, Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 ! , mas 

se n for semi-inteiro, Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 𝑛 − 2 … 1

2
𝜋.

- Com a função densidade de probabilidade do 𝜒2 é possível 
avaliar a qualidade do ajuste (envolve o modelo e as incertezas).

- Antes, é preciso verificar no gráfico dos resíduos, 𝑦𝑖 − 𝐺 𝑥𝑖 , Ԧ𝑎 , 
se o modelo é adequado e se não há erros grosseiros.



Teste de hipótese usando o 𝝌𝟐 (parte II)

• A função densidade de probabilidade de 𝜒2 tem uma 
assimetria positiva bastante pronunciada quando o 
número de graus de liberdade, 𝜈 = 𝑁 − 𝑃, é pequeno:

𝜈 = 1 𝜈 = 3 𝜈 = 10

𝑓
(𝜒

2
)

𝜒2 𝜒2 𝜒2



𝝌𝟐 para estimar a incerteza dos dados

- Como o teste de 𝜒2 avalia se a dispersão dos pontos ao 
redor da função ajustada é consistente com as incertezas, 
no caso em que o modelo é correto e as incertezas são 
iguais e desconhecidas, o fato de 𝜒2 = 𝜈 pode ser 
usado para estimar a incerteza dos dados. Para dados 
estatisticamente independentes (i.e., só erros aleatórios):

𝜎 =
1

𝜈


𝑖=1

𝑁

𝑦𝑖 − 𝐺 𝑥𝑖 , Ԧ𝑎
2



Os testes z e t – intervalos de confiança (I)

• Se os dados seguem uma função densidade de probabi-
lidade gaussiana com desvio-padrão conhecido, 𝜎𝑥, 
então a variável aleatória 𝑧, definida como

𝑧 =
𝑥 − 𝑥0
𝜎𝑥

,

segue uma função densidade de probabilidade gaussiana 
com valor médio verdadeiro 0 e desvio-padrão 1. 

• Os intervalos de confiança para 𝑧 mais conhecidos são:

𝑃 𝑧 ≤ 1 ≅ 68,27%

𝑃 𝑧 ≤ 2 ≅ 95,45%

𝑃 𝑧 ≤ 3 ≅ 99,73%



Os testes z e t – intervalos de confiança (II)

• Quando a variável 𝑥 seguir uma função densidade de 
probabilidade gaussiana, porém com desvio-padrão 
desconhecido, o teste é feito com a variável aleatória t,

𝑡 =
𝑥 − 𝑥0
𝜎𝑥

,

onde 𝜎𝑥 é o desvio-padrão estimado de 𝑥, que segue a 
função densidade de probabilidade t de Student. 

• A largura dos intervalos de confiança para 𝑡 são sempre 
maiores do que os correspondente intervalos para 𝑧. 

• Essa diferença diminui quanto maior for o número de 
graus de liberdade, 𝜈, usados para estimar 𝜎𝑥.



Os testes z e t – intervalos de confiança (III)

𝑡 =
𝑥 − 𝑥0
𝜎𝑥

Valores críticos de t que definem intervalos de confiança de 

68,3%, 95,5% e 99,7%, para alguns casos de número de graus 

de liberdade, 𝜈, usados para estimar o desvio-padrão, 𝜎𝑥.

𝝂 t1 t2 t3

𝛼1 = 68,27 % 𝛼2 = 95,45 % 𝛼3 = 99,73 %
1 1,84 14,0 235,8

2 1,32 4,53 19,21

3 1,20 3,31 9,22

5 1,11 2,65 5,51

10 1,053 2,28 3,96

20 1,026 2,13 3,42

100 1,005 2,03 3,08

 1 2 3



As funções densidade de probabilidade de z e t
(com intervalo de confiança de 95%)
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As funções densidade de probabilidade de z e t
(com intervalo de confiança de 95%)
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As funções densidade de probabilidade de z e t
(com intervalo de confiança de 95%)

𝑧 =
𝑥−𝑥0
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