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A função densidade de probabilidade  (revisão)

• A função densidade de probabilidade rege a probabilidade de 
se obter um dado experimental no intervalo 𝑥𝑎 , 𝑥𝑏 :

𝑃 𝑥 ∈ 𝑥𝑎 , 𝑥𝑏 = න

𝑥𝑎

𝑥𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

onde 𝑓 𝑥 é a função densidade de probabilidade.

• 𝑓 𝑥 tem dimensão 𝑢. 𝑥 −1

• Se 𝑓(𝑥) é uma função densidade de probabilidade, então:

𝑓 𝑥 ≥ 0

න

−∞

+∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 1



Principais parâmetros de uma função 
densidade de probabilidade (revisão)

• O valor médio (verdadeiro), 𝒙𝟎, que é obtido por:

𝑥0 = 𝑥 = න

−∞

+∞

𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

• E o desvio-padrão (verdadeiro), 𝝈𝟎, que é obtido a partir de: 

𝜎0
2 = 𝑥 − 𝑥0

2 = න

−∞

+∞

𝑥 − 𝑥0
2 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

➢ Consideração prática: 𝑥 − 𝑥0
2 = 𝑥2 − 𝑥0

2



Exemplo 1

• Função densidade de probabilidade do erro devido 
a arredondamentos de amplitude L

𝑓 𝑥 = ൞
𝐴 se 𝑥 ≤ 𝐿

2

0 caso contrário

• 𝐴 = Τ1 𝐿

• 𝑥0 = 0

• 𝜎0 = ൗ𝐿 12

• 𝑃 𝑥 ∈ 𝑥0 − 𝜎0, 𝑥0 + 𝜎0 = ൗ3 3 ≅ 0,577



Exemplo 3

• Função densidade de probabilidade do intervalo de 
tempo entre dois eventos aleatórios independentes

𝑓 𝑥 = ൞
𝐴 𝑒

−𝑥
𝐿 se 𝑥 ≥ 0

0 caso contrário

• 𝐴 = Τ1 𝐿

• 𝑥0 = 𝐿

• 𝜎0 = 𝐿



Exercício da última aula

• Calcular 𝑨,  𝝈𝟎 e  𝑷 𝒙 ∈ 𝒙𝟎 − 𝝈𝟎, 𝒙𝟎 + 𝝈𝟎 para:

𝑓 𝑥 = ൞
𝐴 (1 − 𝑥

𝐿

𝑛
) se 𝑥 ≤ 𝐿

0 caso contrário

➢ n=1 (triangular):     𝐴 =
1

𝐿
𝜎 =

𝐿

6
𝑃 ≅ 0,650

➢ n=2 (parabólica):    𝐴 =
3

4 𝐿
𝜎 =

𝐿

5
𝑃 ≅ 0,626

➢ n=3 (cúbica):           𝐴 =
2

3 𝐿
𝜎 =

𝐿 2

3
𝑃 ≅ 0,612

➢ n=4 (4º grau):         𝐴 =
5

8 𝐿
𝜎 =

𝐿 5

21
𝑃 ≅ 0,603



Parâmetros de localização de funções 
densidade de probabilidade

• Moda, 𝒙𝒎𝒑: valor de 𝑥 em que 𝑓(𝑥) é máximo

• Mediana, 𝒙𝑴: valor de 𝑥 tal que a probabilidade 
de se obter um dado com 𝑥 ≤ 𝑥𝑀 é igual ao de 
𝑥 ≥ 𝑥𝑀. Ou seja:

න

−∞

𝑥𝑀

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න

𝑥𝑀

+∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0.5



Momentos de funções densidade de 
probabilidade

Os momentos de ordem n:

𝜇𝑛 = 𝑥𝑛 = න

−∞

+∞

𝑥𝑛 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

Os momentos centrais de ordem n:

𝜇𝑛
0 = 𝑥 − 𝑥0

𝑛 = න

−∞

+∞

𝑥 − 𝑥0
𝑛 𝑓 𝑥 𝑑𝑥



Parâmetros úteis para caracterizar a forma 
de funções densidade de probabilidade:

Momentos centrais normalizados

• Obliquidade ou Assimetria (“skewness”):

𝑆 =
𝜇3
0

𝜎3
=

𝑥 − 𝑥0
3

𝜎3

• Curtose (“kurtosis”):

𝐾 =
𝜇4
0

𝜎4
=

𝑥 − 𝑥0
4

𝜎4



A função de distribuição acumulada

• A função de distribuição acumulada, 𝑔(𝑥), 
corresponde à integral da função densidade de 
probabilidade, 𝑓(𝑥), desde −∞ até 𝑥:

𝑔 𝑥 = න

−∞

𝑥

𝑓 𝑥′ 𝑑𝑥′

Obs: os pacotes estatísticos costumam conter funções de 
distribuição acumulada para as funções densidade de probabilidade 
mais comuns. Usadas em testes estatísticos para avaliar se o valor 
de 𝑥 não é muito pequeno (𝑔(𝑥)~0) nem muito grande (𝑔(𝑥)~1).



A função densidade de probabilidade 
gaussiana

• A função densidade de probabilidade 
gaussiana é dada por:

𝑓 𝑥 =
1

𝜎 2𝜋
𝑒
−
1
2
𝑥−𝑥0
𝜎

2

"...lei em que todos creem. Os experimentais pensam 
que é um teorema matemático e os matemáticos, que é 

um fato experimental.“

(citado em J.-P. Benzécri, Histoire et Prehistoire de l'Analyse des
Données. Paris, Bordas, 1982)



Resultados importantes sobre a 
gaussiana (1)

• Uma mudança de variáveis muito comum consiste em 
escrever a gaussiana em termos do erro normalizado:

𝑧 =
𝑥 − 𝑥0
𝜎

𝑓 𝑧 =
1

2𝜋
𝑒−

1
2𝑧

2

A função 𝑓(𝑧) é conhecida como Gaussiana Padrão.



Resultados importantes sobre a 
gaussiana (2) - Intervalos de confiança

• Alguns intervalos de confiança (I.C.) correspondentes à integral da 
gaussiana padrão são muito conhecidos:

a) 𝑃 𝑧 ≤ 1 = 1−
1
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0,683 → I.C. de 68,3 %

b) 𝑃 𝑧 ≤ 2 = 2−
2
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0,954 → I.C. de 95,4 %

c) 𝑃 𝑧 ≤ 3 = 3−
3
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0,997 → I.C. de 99,7 %

Usualmente esses resultados são apresentados em tabelas de 

integrais da gaussiana padrão entre 0 e 𝑧: 𝐼 𝑧 = 0
𝑧
𝑓 𝑧′ 𝑑𝑧′

Obs: É comum haver uma função que corresponde a integral da 

gaussiana padrão entre −∞ e 𝑧:   𝐶 𝑧 = ∞−
𝑧
𝑓 𝑧′ 𝑑𝑧′


