Prof. Bruno S. Carmo

Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia Mecénica
Escola Politécnica da Universidade de S3o Paulo

2017




Sumirio

Pré- e Pos-
Processamen-
to

B S. . . ~ .~
ity Discretizacdo das condicbes de contorno

Geracdo de malhas

Pés-processamento: visualizacao de resultados

Pés-processamento: tracadores



Discretizacao das condicdes de contorno |
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m Até agora, assumimos que as condi¢cdes de contorno eram
especificadas em termos dos coeficientes da expansao
Bruno S. . ~ ; .
Carmo (modal ou nodal). Contudo, isso ndo é o caso tipico numa
implementacao geral.
Discretiza¢do

das condi¢des
de contorno

m E necessério projetar uma dada funcdo que expressa a
condicdo de contorno numa base de expansao discreta e
C% quando se tem:

m CondicBes de contorno essenciais (Dirichlet);

m Contornos curvos.

m Impor esta continuidade ‘de uma vez sé' na fronteira de
Dirichlet levaria a um problema unidimensional para casos
2d, mas levaria a um problema bidimensional completo em
casos 3d.
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Discretiza¢do

das condicdes m Seria melhor se pudéssemos desenvolver um método de
de contorno . ~ ,
projecao no nivel do elemento, que conservasse a
propriedade C° da aproximac3o global.

m Isso pode ser alcancado fazendo uma projecdo ‘mista’:
colocacdo nos vértices, e Galerkin nas arestas e faces.
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AN ¢

Desejamos projetar uma funcdo de contorno conhecida gp na
fronteira do elemento e sobre 0f).

A solucdo discreta ao longo da aresta é

Py
U(S(X17X2) = Z a;e)q(rb;q(glv _1) = Z afe)Od)ZO(gl) _1)
Pq

p=0
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m Expansdo modal modificada:

¢P0(§17 _1)

m Expans3o nodal: ¢po(&1, —

Zu q(b €17_1

= 5 (§1)vg(—
1) = hp(fl)

Projecao mista no contorno: caso 2d |l

Py
)= bsodeo(6r, —1
p=0

1) = vp(&)

Para a expansdo modal, queremos achar &5, tal que:

P1
> bggwa(6)

p=0

~ gp(xi(1, —1))

)



Projecao mista no contorno: caso 2d IlI

Pré- e Pés- Py
Processamen- N
to > ugoya(é) ~ gp(x§(&1, 1)) (1)
Bruno S. p:O
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Discretiza¢do
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Os modos de vértice tem valor unitario em uma das
extremidades da aresta e todos os outros modos sdo nulos
neste ponto. Assim, podemos impor continuidade C°
atribuindo aos coeficientes dos modos de vértice os valores

igo = gp(x5(—1,-1)),
ip,o = gp(xi(1,-1)).

Isolando os coeficientes desconhecidos na eq. (1)
P11

> wsova(61) ~ ep(x5 (&, —1)) — 5088 (&1) — Up,09P, (&1)

p=1



Projecao mista no contorno: caso 2d IV
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B > Upovp(&n) ~ gp(X§(€1, —1)) — UGov3 (1) — UB,oR, (61)

p=1
Discretiza¢do
das condi¢des
de contorno

Como estes modos remanescentes sdo nulos nos pontos
extremos, podemos usar projecdo de Galerkin sem destruir a
continuidade C?:

P -1

b1, Y 0o | = (0i, 80— 06005 —0p00p,), 0<i< Pi—1
p=1

Para bases nodais, o valor dos coeficientes é igual ao valor da
condicdo de contorno nos nés.



Projecao mista no contorno: caso 3d

JPré e Pos Atribuir o valor de gp calculado nos vértices aos modos de
to vértice.
Bruno S. Subtrair a contribuicdo dos modos de vértice de gp e
calcular os coeficientes dos modos de aresta usando uma

Discretiza¢do

das condicaes projecdo de Galerkin 1d local no interior da aresta.

de contorno Subtrair os modos de vértice e aresta de gp e calcular os
coeficientes dos modos de face usando uma projecdo de
Galerkin 2d local no interior da face.

a) Vertex projection a) Edge projection a) Face projection



Geracdo de malhas para métodos de alta ordem

Pré- e Pos-
Processamen-
to

m Precisamos garantir elementos validos — Jacobiano
Bruno S. positiVO.

Carmo

m Procedimento: construir uma malha grosseira inicialmente,
com lados e arestas retas. Entdo usar o maximo de
Geragio de informacdes possivel sobre a topologia para deformar a
malhas
malha.

m Entretanto, este procedimento pode sim gerar elementos
invalidos.

m S30 necessdrias estratégias para minimizar a geracdo de
elementos invalidos, tais como refinamento por curvatura,
deformacdo de arestas e faces interiores, uso de elementos
hibridos.
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Geracdo de malha de alta ordem

m Determinar uma transformac3o de fronteira no nivel de
elemento, com filosofia “bottom-up” (vértices, arestas,
faces).

m Local dos vértices ja esta definido pela malha inicial.
m Os préximos passos sdo, portanto,

Definir uma representacdo das arestas que as faca
conformes ao dominio;

Definir as arestas e faces no interior do dominio.
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Representacdo das arestas do contorno em 2d |

element mapping

| er— }él) é

edge mapping
m Problema geral: achar x(&1,&2), i =1,2.

m A definicdo do mapeamento x;(£1,&2) necessitara da
definicao do mapeamento de cada uma das arestas. No
caso da fronteira curva da figura, x4(&1).



Representacdo das arestas do contorno em 2d Il

At a R m Para obter x19(¢), precisamos de informac@es sobre a
Processamen- . ! . 7
to topologia da superficie, que geralmente sdo dadas em
B S, 3 —
une ® termos de outra transformacdo g(u) = [g1(u), &(u)] e

devem ser fornecidas de alguma forma na malha inicial.

m Aproximaremos a geometria da aresta por um polinémio
he 9CE de ordem P — 1.

m O primeiro requisito é que os valores dos polindmios nos
extremos tem que ser os valores das coordenadas dos
vértices x4 e xg (continuidade CY).

x1(-1) =xa, xM(1) =xg

m Precisamos agora especificar outras P — 1 condicdes de
modo a definir o polindmio.



Representacdo das arestas do contorno em 2d Il
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m Podemos especificar os pontos de quadratura de
Gauss-Lobatto-Legendre na regido padrao —1 < & < 1.

Geracido de
malhas

m Resta agora especificar os pontos nodais, x;(£1), ao longo
da fronteira curva, que corresponderiam aos pontos de
quadratura na regidao padrao.



Representacado das arestas do contorno em 2d IV

Pré- e Pos-

Processamen-

to 3 possiveis alternativas:

Bruno S.
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‘Normal pushing’

Geragdo de
malhas

(b)

normal pushing

edge mapping( Xné) g’(u) %melry mapping

—e—ococ—ce—|
bors —

@) ©



Representacdo das arestas do contorno em 2d V

Pré- e Pés-
Processamen-
to Usar em u o mesmo espacamento que em &; (bom para
Bruno S. i
o S curvas simples)

Usar um procedimento de minimizag3do do jacobiano do
mapeamento x}9(&1). Em Sherwin & Peiré (2002), o
he 9CE mapeamento 6timo foi aproximado como sendo aquele em
que o espacamento linear entre dois pontos xx = g(ux) na
geometria curva é o mesmo dos pontos nodais
correspondentes na regido padrdo. Funcional a ser
minimizado:

A2
T up )= 5 Bls) g
i=1

i+1 — 51



Definicao das arestas no interior do dominio

Pré- e Pés-

Processamen-
to
B S. . .~ .
o Em alguns casos, a imposicdo de curvatura na fronteira pode
levar a elementos invalidos.

Geragdo de
malhas

% VALID ELEMENT




Troca de arestas e deformacdo de aresta interior
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Osculating
circle

Geracido de
malhas

Refinamento de curvatura

Curve

Circle

Quadrilatero

Refinamento seletivo



Pos-processamento: visualizacao de resultados

e e Pes m Os programas de visualizacdo de resultados na forma de
to contornos utilizam bibliotecas que fazem interpolacio
Bruno S. . ™
Cariie linear dentro de elementos, utilizando os valores das

variaveis nos vértices (ex: OpenGL).

m Uma alternativa para visualizar resultados gerados por
codigos de alta ordem é escrever o arquivo de resultados
Visualizagso em uma malha mais refinada, utilizando os dados
interpolados utilizando as funcdes de aproximacao.

m Qutra alternativa é utilizar um programa de visualizac3o
que interprete dados de alta ordem e plote os resultados
em malhas de alta ordem (ex: Paraview e Gmsh). Estes
programas plotam os dados em baixa ordem e refinam a
malha automaticamente em regides onde o erro de
visualizacdo ultrapasse uma certa tolerancia.



Interpolacdo em malhas uniformemente mais

refinadas
Pré- e Pés- 1.00
Processamen-
to
Bruno S. 0.750
Carmo

0.600

0.250

Visualizacdo

0.750

0.500

0.250
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Interpolacao em malhas seletivamente mais

refinadas

P

1.00

0.500

0.00

-0.500

-1.00

0.525

-0.0500

-0.625




Visualizacao de alta ordem: Paraview
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Pés-processamento: tracadores
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m A visualizacdo do escoamento por meio de tracadores,
gerando linhas de corrente em escoamentos permanentes
ou linhas de trajetéria em escoamentos transitorios,
envolve operacdes de integracdo bastante sensiveis a
perturbacdes no campo de velocidade.

Tragadores

m A aproximacdo de resultados de alta ordem em malhas de
baixa ordem pode resultar em céalculos imprecisos de
trajetéria.



Qutflow /
High-order trajectory

Low-order trajectory

(LoT)

Inflow

Both
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Integracdo de trajetérias

Problema da integracdo de trajetérias resume-se a resolver um
conjunto de equacdes diferenciais ordinarias submetido a
condicoes iniciais:

dx
a = U(X, t)7 X(to) = Xo.

Dois tipos de esquemas podem ser utilizados para equacSes
deste tipo: multi-estagios (ex: Runge—Kutta) ou multi-passos
(ex: Adams—Bashfort). Por permitirem alteracdes dindmicas do
passo de tempo sem informacdes de passos de tempo
anteriores, métodos multi-estagios sdo mais interessantes para
a integrac3do de trajetoérias.



Métodos de Runge—Kutta |

PP'é'e;F:; Dado um sistema de equacGes diferenciais ordinarias submetido
roce -
to a condicdes iniciais:
Bruno S.
Carmo dy

— =f t ty) =
dr (Xa )7 y( 0) Yo

Pode-se integra-lo numericamente segundo o esquema:

s
y”“ = y” + At Z bif;
i=1

Tragadores

onde y" = y(t"), s é o nimero de estagios, At é o passo de
tempo e f; é dado por

i—1
fi=Ff|y"+ Atz a,-jfj, t" + ciAt
=1



Os valores de b;, ¢; e ajj sdo dados pela matriz de Butcher:

Cl|ad - ais

Cs | @s1 -+ dss
|b1 -+ b




Métodos de Runge—Kutta IlI

Pré- e Pos-
Processamen-
to

Que para métodos de Runge—Kutta até quarta ordem s3o:

0|0
RK1: +
1

Bruno S.
Carmo

Tracadores 0 0
' 11
101 2|2
RK3: 2| 2 RK4: 1lo 1
1]-1 2
T 110 0 1
6 3 6 11 11
6 3 3 6




Estratégias de célculo para tracadores |

e e Pes Integrar no espaco fisico. Este processo envolve a busca
e pelo elemento contendo o ponto onde se deve calcular a
Bruno'S. velocidade, seguido pela interpolacao da velocidade

Carmo

usando a base de expansdo dentro do elemento. O custo
computacional se concentra em duas operacdes:

m Um procedimento iterativo n3o linear para encontrar as
coordenadas locais &; no espago paramétrico a partir das
coordenadas cartesianas x; no espaco fisico. Uma forma de

UG fazer isso é encontrar o zero da funcdo F(&;) = x°(&;) — x;
através de um método de Newton—Raphson:
_OF _ 0x°

K+l ekl plek OF _ox°
Jo - [€ — €9 = —F(£h), Jeiasi P

m A interpolacdo da velocidade u no ponto de coordenadas
paramétricas §;.



Estratégias de calculo para tracadores I

Pré- e Pés-
Processamen- Integrar no espaco paramétrico do elemento padrdo. Este
£ processo envolve avancar a particula dentro de um
Frune 5 elemento usando um campo de velocidades transformado
no espaco paramétrico até que a particula atinja a
fronteira do elemento. O processo é entdo continuado no
elemento vizinho para onde a particula se dirige. O custo
computacional se concentra em duas operacdes:
m Interpolagdo da velocidade ug num ponto de coordenadas
Tracadores &, no espaco paramétrico, que pode ser obtida pela
formula: 5
ug = 3 u
oxe

m Um procedimento iterativo n3o linear para encontrar a
intersecdo da linha de trajetéria com a fronteira do
elemento.



Estratégias combinadas: busca guiada |

e e Pes m Na busca guiada, a velocidade é predominantemente
to avaliada no espaco fisico, mas utiliza o espaco paramétrico,
Bruno S. R R . . ,
Cariie eliminando a necessidade do mapeamento inverso (que é
feito de forma iterativa), mas introduzindo um erro

associado a variacdo do Jacobiano no mapeamento.

m A ideia é variar o passo de tempo nos estagios do
procedimento de Runge—Kutta de forma que a particula
Tracadores sempre atinja a fronteira em cada estagio ou permaneca
dentro do elemento no dltimo estdgio. Vale lembrar que
cada estagio de Runge—Kutta é linear.

m Cada subpasso requer trés operacdes de interpolacdo para
calcular v¢ nas fronteiras do elemento. Isto deve ser
comparado com as doze interpolacées necessarias na
iteracao de Newton—Raphson.
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Estratégias combinadas: busca guiada com
verificacdo de erro e esquema hibrido
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m Na busca guiada com verificacdo de erro, o erro
introduzido pelo Jacobiano varidvel em elementos curvos é
monitorado e se ultrapassa uma tolerancia ¢, o
mapeamento inverso é aplicado.

m No esquema hibrido, as trajetérias sdo calculadas no
Tragadores espaco paramétrico desde que as particulas permanecam
no interior dos elementos durante todos os estagios do
algoritmo de Runge—Kutta. Se por acaso a particula
alcancar a fronteira do elemento, entdo uma busca guiada
com verificacdo de erro no espaco fisico é feita.
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Campo de velocidades:
u=-x, v=-01y, w= —202e_0’1t,

Que resultard nas seguintes coordenadas para uma particula no
tempo t

t 0,1t

X(t) = xp€ -, y(t) = ype , Z(t) _ Zoez()o(e—o,lt_l).



Teste e comparacao das estratégias: escoamento
transiente em tubo [l

Pré- e Pos-

Processamen- Calculando a posicdo de uma particula com xg = 0,5, yo = 0,25

to

e z9p = 0,35 e tempo final T = 0,2.

Bruno S.
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% Guided search
£oaf ® Hybrid
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Tragadores
! 1077
e A
10
10-1t L L 1010 I I |

10-2 10-2 4x107% 5x102 8x102
1g(at) 1g(at)

Busca guiada com € = 10~12,
variando o nimero de estagios -
do RK e 0o At

Comparacdo entre as
estratégias, usando RK4.



Teste e comparacao das estratégias: escoamento
transiente em tubo |lI

Pré- e Pés-
[} 5 ~ . ,
roceieamen Comparacado de custo computacional, avancando 100 particulas
Bruno S. cuja posicao inicial é uma circunferéncia concéntrica ao tubo.
Carmo
or Physical Space
Physical Space o Guided Search
° Guided Search o Guided Search (e=10-%)
wl © Guided Search (e=10-12) e  Guided Search (e=10-12)
Hybrid Hybrid
Tragadores E E
= =
5wl 5.0
: ) Polynom?al Order ¢ b : ! Polynomsial Order ° *
Diametro da circunferéncia Diametro da circunferéncia

igual a 0,45D. igual a 0,90D.
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