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1 Vibracao de meios continuos - Introducao

O foco aqui é apresentar uma introdugao a analise de oscilagdes de meios continuos.
Nao se pretende, portanto, fazer andlises de grande profundidade neste tema. O leitor
interessado neste aprofundamento pode consultar, por exemplo, os livros de Meirovitch
(1986) e de Weaver Jr., Timoshenko e Young (1990).

Considere o problema apresentado na Figura 1, que esquematiza o problema de
vibragoes de uma viga bi-apoiada de comprimento L, massa por unidade de comprimento
1 e rigidez flexional FI constantes ao longo do comprimento. Nao hé nenhum tipo de
esforgo externo ativo. Por questao de facilidade, os deslocamentos da viga ocorrem apenas
na direcao paralela ao eixo z e dependem tanto do tempo quanto da posicao x ao longo

da estrutura, de sorte que w = w(x,t).
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Figura 1 — Viga bi-apoiada e sua resposta dindmica w(z, ).

O equilibrio de forgas na direcdo z permite mostrar que a equac¢do de movimento

da estrutura é dada por:

i + ETw™ = q(x,t) (1.1)
onde
0
()= gt() (1.2)
(r=20 L3
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" = q(z), que é a

Note que, no caso estatico, a Equacao 1.1 resume-se a Elw
equacao da linha elastica linearizada para pequenos deslocamentos. Embora este material
dé foco ao problema onde as propriedades de inércia e rigidez da barra sejam invariantes ao
longo de seu comprimento, os conceitos aqui apresentados podem ser facilmente expandidos

para um problema mais geral.

1.1 Obtencdo dos modos de vibrar

Consideremos o problema homogéneo, isto é, ¢(x,t) = 0. Em virtude da linearidade
da Equacao 1.1, buscaremos uma solug¢ao do problema homogéneo por meio da separacao
de varidveis da forma w(z,t) = A(t)y(x), isto é, o produto de uma fun¢ao no tempo por
uma funcao do espago. Desta forma, a equagdo de movimento do problema homogéneo é

reescrital como

VA + ]ffw””A =0 (1.5)

Os termos da Equacao 1.5 podem ser arranjados, de sorte que os termos que
dependem do tempo ficam agrupados de um lado da equacao e os termos dependentes da

posicao ao longo da viga estejam do outro lado. Matematicamente, tem-se

A E]w//// )
i A 1.6
1 v (1.6)

sendo w? um numero real.

Desta forma, obtemos a seguinte equacgao diferencial ordinaria no tempo e sua

solucao:

A+ WA =0— A(t) = pcos(wt — 6) (1.7)
A equacao diferencial ordinaria na posicao x é dada por:

ET

72/}//// _ w2¢ o w//// — 5% (18)
L

com )

4 B
S 1.9
gr=t (19)

Propondo solucoes da Equacdo 1.8 da forma 1) = e**, temos:

M — gl 5\ = 48, +if (1.10)

1 Por questdo de conveniéncia, utilizaremos A = A(t) e ¢ = ().
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Logo, a solucio da Equagao 1.8 é da forma (x) = a;e"* + aye =% + aze’® + ase =57,
sendo aq, as, az e aq nimeros complexos. Conforme pode ser visto no Apéndice A, ¥ (x)

pode ser reescrita por meio da seguinte combinacao linear a coeficientes reais:

() = ¢ cos B + cosin fx + ¢ cosh fx + ¢4 sinh fx (1.11)

Para o problema da viga bi-apoiada, temos as seguintes condig¢oes de contorno:

1.12
1.13
1.14

(
(
(
(1.15

)
)
)
)

Aplicando-se as condic¢oes de contorno a Equagao 1.11, chega-se ao seguinte sistema

de equagoes algébricas escrito na forma matricial:

1 0 1 0 c1
cos BL sin SL cosh SL sinh SL e |
—(BL)? 0 (BL)? 0 o |
—(BL)*cos BL  —(BL)*sin BL (BL)*cosh BL (BL)?*sinh L cy
0
0
= 1.16
D
0
Para a Equacao 1.16 apresente solugdes nao-triviais, é necessario que:
1 0 1 0
cos BL sin 5L cosh L sinh L B
—(BL)? 0 (BL)? 0 -
—(BL)*cos BL  —(BL)*sin BL (BL)?>cosh BL (BL)?sinh 5L
= 4(BL)*sinh(BL) sin(BL) =0 (1.17)
Esta condigao é satisfeita para infinitos valores da forma 5,L = nm,n =1,2,3..., cc.

Para cada valor de 3, a manipulacao da Equacao 1.9 permite calcular a n-ésima frequéncia

natural ndo-amortecida w,, como:

n?n? [EI
=T 7 (1.18)
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Substituindo-se os valores da 3, na Equacao 1.16, obtém-se? que ¢; = c5 = ¢4 = 0,
de sorte que ¥, (x) = cysin(f,x) = cosin (%x) Como a funcao v, (x) estd definida a
menos de uma constante ¢y, podemos, sem perda de generalidade, definir os modos naturais

nao-amortecidos de uma viga bi-apoiada como v, (x) = sin (%x)

A interpretacao fisica de w, é andloga aquela existente para um sistema de um
grau de liberdade, ou seja, as frequéncias de oscilagdo de um sistema de mais de um grau
de liberdade quando perturbado por condigoes iniciais nao-triviais. J& as fungoes ¥, ()
sao denominadas modos naturais nao-amortecidos, e indicam a forma com que a estrutura

oscila em vibragoes livres.

1.2 Resposta da estrutura em vibracao livre nao-amortecida - de-

terminacao de propriedades modais

Vimos na secao anterior que a resposta de um sistema em vibracoes livres pode ser

escrita como:

w(zx,t) = ioAn(t)@bn(x) (1.19)

sendo ¥, (x) os modos de vibrar da estrutura que, por sua vez, sao dependentes
das condigoes de contorno do problema. A referéncia Blevins (1984) apresenta expressoes

para ¥, (z) obtidas para diversas condigoes de contorno.

Substituindo a Equagao 1.19 na Equacao 1.1, obtém-se:

i pAL () () + i EIA, )y (z) =0 (1.20)

n=0

Adota-se o método de Galerkin, que consiste em multiplicar a Equagao 1.20 por

() e integrar ao longo do dominio da barra. Assim, chega-s a:

> [ wdapainads + S [CEIAL@W @iz =0 (1.21)

Através do conceito de ortogonalidade dos modos de vibrar, pode-se provar que,

para n # k:

/O Y (@) () = 0 (1.22)
/0 C (@) (2)d = 0 (1.23)

A demonstracao fica a cargo do leitor.

2



Capitulo 1. Vibra¢do de meios continuos - Introducdo 7

Assim, a Equagao 1.21 escreve-se como a soma de osciladores modais de um grau
de liberdade da forma:

m%An(t) + kzpnAn(t) =0 (124)
My, = OL pabn () da (1.25)
o, = [ BLG () (a)d (1.26)

onde os termos my,, e ky, sao, respectivamente, a massa e a rigidez modal referente ao
n-ésimo modo natural de vibrar. Cabe, neste momento, alguma manipulagao algébrica na

defini¢do da rigidez modal. A integragdo por partes da Equagao 1.26 leva a:

L L
ko, = [ BIb, ()0 (2)da = (BIp0")§ — [ BI"'de (1.27)

Note que o primeiro termo do lado direito desta ultima é expressao ¢ nulo em
decorréncia das condigoes de contorno impostas. Utilizando este mesmo raciocinio e,

realizando uma nova integracao por partes, a rigidez modal pode ser reescrita como:

ky, = /0 " BIpn ()" (2)dz — / " BI ) da (1.28)

0

Podemos definir a frequéncia natural do n-ésimo modo natural de maneira andloga

a de um sistema de um grau de liberdade, por meio da Equacao 1.29.

= | e (1.29)

M,

E claro ao leitor que a consideragdo numérica de uma soma de infinitos termos nao
é realizavel do ponto de vista computacional, de sorte que é necessario o truncamento da
série dada pela Equacao 1.20. Em situagoes onde, a priori, sabemos que um modo natural

n é excitado de maneira preponderante sobre os demais, podemos tomar a resposta como:

w(z,t) = An(t)tn() (1.30)

Uma situacao pratica onde sabemos que um modo ¢ predominante sobre os demais
é quando a condicao inicial fornecida a estrutura possui a forma do n-ésimo modo natural.
Uma outra condicao diz respeito a sistemas forcados harmonicamente com frequéncia

proxima a frequéncia natural daquele modo.
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A Funcoes hiperbolicas - revisao

Aqui, demonstra-se que uma combinacao linear de fungbes exponenciais reais e
complexas leva ao mesmo resultado que uma combinagao linear de fungoes trigonométricas

e hiperbolicas.

Considere uma fungao real dada por ¥ (z) = ¢; cos fx + ¢y sin Sz + ¢3 cosh fx +

cy sinh fx. Relembra-se, agora, as seguintes identidades mateméticas:

iBx —ifx

cos fx = e+26 (A1)
eiﬁx _ efiﬁx

i S — A2

sin Sz 5; (A.2)
Bz —Bx

cos fx = e+26 (A.3)
Bz _ ,—Bx

cos fxr = % (A.4)

Substituindo-se estas identidades na defini¢ao de v (x) acima, chega-se a seguinte

expressao’

. 1 1 1
W(r) = 3 <01 + z) e 4 3 <01 — C;) e P 4 5(63 +cq)e’” + 5(03 —cy)e P (AD)

Logo, demonstramos que ¥ (x) pode ser escrita como uma combinacdo linear (a

coeficientes complexos) de exponenciais complexas e reais. Ou seja,

Y(x) = a1 + aye ™" + aze’” 4 age"" (A.6)

1 Note que os dois primeiros termos desta expressio constituem um par de niimeros complexos conjugados.
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