Ressonancia e Caos num circuito RLC em
série

Esta experiéncia é na realidade uma continuacdo do estudo do
comportamento de circuitos simples em corrente alternada, iniciado na
experiéncia anterior. Circuitos contendo resistores, capacitores e indutores
sdo muito utilizados no processamento de sinais elétricos, ou seja, correntes e
tensdes. Arranjos desses elementos de circuito podem ser usados para mudar a
forma de um sinal elétrico, para eliminar ou acentuar sinais de determinadas
freqUéncias, para remover componentes em corrente continua e assim por
diante. Algumas dessas aplicagdes foram abordadas nas experiéncias
anteriores.

Nesta experiéncia vamos estudar o circuito que € composto de um
resistor , um capacitor e um indutor em série, conectados a um gerador de
tensdo alternada. Uma oOtima abordagem desse circuito, nessas condicdes, é
realizada nas anotacdes de aula do curso FAP-212, aulas 4 e 5, dos autores
M. J. Bechara, J. L. M. Duarte, M.R. Robilotta e S. S. Vasconcelos e
no livro Curso de Fisica Basica, xxxx, capitulo xx, H. M.
Nussenzweig. Além dessa referéncia, uma outra boa discussédo da solucdo
da equacéo diferencial para o circuito RLC, é apresentada no capitulo 2 de
Mecanica de K. R. Symon. Embora nessa referéncia a discussao seja feita
para o sistema do oscilador harménico amortecido e forcado, a equacdo
diferencial para esse sistema é exatamente a mesma que a do circuito RLC,
série, alimentado por um gerador de tensdo alternada. O assunto é abordado
também no capitulo 39 de Fisica 4, D. Halliday e R. Resnick e no
capitulo 28 de Fisica — Eletricidade e Magnetismo, Vol. 3 de P. A.
Tipler.

A primeira parte consiste no estudo do fendmeno da ressonancia nesse
tipo de circuito e é, com pequenas variagdes, basicamente a experiéncia
proposta pelo professor J.H. Vuolo, em sua apostila. A segunda parte, que €
0 estudo das condicOes sob as quais 0 comportamento desse circuito se
encaminha para o caos foi inspirada no projeto “Comportamento cadtico
de circuitos” apresentado pela classe do curso noturno do professor Wayne
A. Seale, no semestre passado. O circuito que vai ser estudado nesta
experiéncia ndo é exatamente 0 mesmo do projeto acima, por isso 0 termo
“Inspirada”, mas a proposta, extremamente interessante a atual, é dos alunos,



que demonstraram também a viabilidade de sua realizacdo em sala de aula. O
relatorio do projeto nos foi de grande valia. Aos autores, 0S N0SS0S
agradecimentos. O resumo teodrico é baseado no livro “Caos — Uma
Introducao” dos professores Nelson Fiedler-Ferrara e Carmen P.
Cintra do Prado.

A experiéncia esta programada para ser realizada em trés aulas, sendo
uma para o estudo da ressonancia no circuito RLC e duas para o estudo do
comportamento cadtico nesse tipo de circuito.



Circuito RLC série

Vamos considerar um circuito com um indutor puro e um capacitor puro
ligados em série, em que o capacitor esta carregado no instante t=0. Como
inicialmente o capacitor esta com a carga maxima, a corrente sera igual a zero;
a medida que o capacitor se descarrega a corrente vai aumentando, até o
capacitor se descarregar completamente e a corrente atingir seu valor maximo.
Quando a carga ¢ maxima e a corrente € igual a zero, toda a energia estara
armazenada no campo elétrico do capacitor. Quando a carga € nula e a
corrente € maxima toda a energia estara armazenada no campo magnético do
indutor. Como o circuito € ideal, ou seja, capacitor e indutor ideais e
resisténcia nula, a carga e a corrente vao oscilar indefinidamente, e, como ndo
h& resisténcia, ndo ha dissipacdo de energia. Portanto, ele € um sistema
conservativo: a energia que ele continha inicialmente, associada a carga do
capacitor, mantém-se sempre no sistema. A andlise algébrica desse
comportamento esta na aula 3 das anotacdes de aula do curso de FAP 212,
assim como nas demais referéncias sugeridas no inicio desta apostila.

E importante lembrar aqui que, quando qualquer sistema (mecanico,
elétrico, acustico, nuclear, etc) capaz de oscilar, for excitado (retirado de sua
condicdo de equilibrio) esse sistema vai oscilar sozinho em uma frequéncia
particular, (pode também ser mais de uma), que se chama freqiiéncia natural
do sistema.

Ao se introduzir uma resisténcia elétrica no circuito LC ideal, a cada
oscilacdo, parte da energia € perdida na resisténcia, de tal forma, que o sistema
(carga, corrente e tensdes) continua oscilando, mas as amplitudes, ou valores
de pico, tanto da carga, quanto da corrente, ou tensdes, vao diminuindo, até se
anularem. Tal sistema é dito amortecido. Quando existe um amortecimento a
freqliéncia com que o sistema vai oscilar até parar, € menor que sua fregiiéncia
natural de oscilacdo. Quéo menor vai depender basicamente da intensidade do
amortecimento.

Uma maneira de se manter as oscilaces num sistema amortecido é
fornecer energia periodicamente através de um gerador, que vai executar um
trabalho positivo sobre o sistema. A aplicacdo de uma tensédo externa alternada
vai produzir nesse sistema uma oscilacdo forcada. O importante é que o



sistema vai oscilar (carga, corrente e tensfes) na mesma freqiiéncia com que o
gerador fornece energia, mas, em geral, com pequena amplitude. Se a
amplitude de oscilacdo (seja da carga, qp, corrente, ip, tensdo no capacitor,
Vcp, OU tensdo no indutor, V p, onde o indice P quer dizer “de pico”) for
pequena, isso significa que pouca energia estad sendo transferida do gerador
para o circuito RLC.

Na verdade, as oscilagdes num sistema RLC forgado (o mesmo vale para
qualquer sistema que oscile) serdo de pequena amplitude sempre que a
freqiiéncia de oscilacdo do gerador for diferente da frequéncia natural do
sistema. Se o0 gerador permitir a variagdo continua da freqliéncia, pode-se
notar que, a medida que a freqiiéncia do gerador se aproxima da frequéncia
natural do sistema, a amplitude de oscilacdo (seja da carga, qp, corrente, ip,
Vi p 0uU Vcp) aumenta dramaticamente. Quando a freqliéncia do gerador for
idéntica a freqiiéncia natural do sistema, a amplitude de oscilacdo atinge o
valor méximo e essa condicdo é conhecida como ressonancia. E a
freqiiéncia natural do sistema € tambem conhecida como frequéncia de
ressonancia. A condicdo de ressonancia € a condicdo em que a energia €
mais eficientemente transferida do gerador para o sistema ou para 0 circuito
RLC, no caso. Isso quer dizer que, na ressonancia, a maior parte da energia
disponivel em cada ciclo vai ser armazenada ora no campo elétrico do
capacitor (como carga), ora no campo magnético do indutor (como corrente),
pouca ou nenhuma energia sera devolvida ao gerador, embora uma parte seja
sempre perdida na resisténcia. Quanto menor a resisténcia do circuito, maior
sera a amplitude de oscilacdo (seja da carga, qp, ou da corrente, ip, ou de V. p
ou de Vcp ) na ressonancia, além disso, mais rapidamente essa amplitude
aumenta ou cai, quando se varia a freqiiéncia do gerador em torno da
freqliéncia de ressonancia.

O objetivo desta experiéncia € estudar o fenbmeno da ressonancia de um
circuito RLC série. Nao somente a ressonancia € de fundamental importancia
na compreensdo de um grande ndmero de fendmenos mecéanicos,
eletromagnéticos, acusticos, atbmicos, nucleares e outros, 0 que por si SO ja
justificaria esse estudo, mas tambeém, esse circuito, nessas condicOes, tem
muitas aplicagdes préaticas de grande interesse. Para tanto, vamos criar as
condicGes de ressonancia para esse circuito e verificar se seu comportamento
experimental esta de acordo com o comportamento previsto teoricamente.



Para quantificar esse comportamento, vamos aplicar a lei das malhas de
Kirchhoff para o circuito RLC série que vamos estudar. O circuito que vai

ser estudado é o da figura 2.1 a seguir:
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Figura 2.1: Circuito RLC-série

Temos, portanto:

ViL(t) + Vr(t) + Vc(t) = V(1) (2.1)
mas, sabemos que:

V (t) = L di(t)/dt = L d?q(t)/dt?

Vk(t) = Ri(t) = R dq(t)/dt (2.2)

Ve(t) = q(t)/C



A solucdo q(t) dessa equacdo diferencial € dada por uma solucdo
particular dessa equacdo, somada a solucdo geral da equacdo homogénea
correspondente:

d?q(t)/dt?* + (R/L) dq(t)/dt + (1/LC) q(t) =0 (2.3)

A solucdo da equacdo acima descreve 0 comportamento transitério do
circuito RLC série. E o comportamento que surge quando o circuito é
perturbado ou modificado, por exemplo, quando o gerador € ligado ou
desligado. Esse comportamento € o do oscilador amortecido e, como ja foi
discutido, desaparece depois de algum tempo.

A solucdo particular da equacéo 2.1 descreve 0 comportamento em
regime estacionario do circuito, ou seja, depois que o transitério desaparece.
Essa deducdo nédo vai ser feita em detalhe aqui, mas pode ser encontrada no
capitulo 2 de Mecéanica de K. R. Symon e nas notas de aula do curso
FAP — 212, aulas 4 e 5.

Considerando que uma tenséo alternada do tipo V(t) = Vp cos (wt) foi
aplicada ao circuito pelo gerador, a corrente sera:

I(t) =ip cos (@t - ¢o) (2.4)
A solucdo q(t) é da forma:

q(t) = gp sen (ot - ¢o) (2.5)

onde gp € a amplitude de pico da carga, ip € a amplitude de pico da corrente,
o = 2xnf é a freqiéncia angular e ¢o € a diferenca de fase entre a corrente no
circuito e a tenséo do gerador.

A impedéncia complexa da associacdo é a soma das impedancias
complexas de cada elemento, ja que o circuito é em série:

Z=2Z,e"* =R +joL + 1/(joC) (2.6)
Zy é a parte real da impedancia e é igual a raiz quadrada do produto da

impedancia complexa Z pelo seu complexo conjugado Z*. Fazendo esse
calculo obtém-se:



Zo = V[R? + (L - 1/(@C))?] (2.7)

Lembrando que a razdo entre a tensdo complexa da associacdo RLC-
série e a corrente complexa que a percorre é a impedancia complexa da
associacdo, a amplitude de pico, ou maxima, da corrente real vai ser:

ip = Vp/Zo = VeN[R? + (0L - 1/(@C))?] (2.8)

a defasagem ¢, esté relacionada a raz&o entre a parte imaginéria e a parte real
da impedéncia complexa Z:

tgdo = X/R = [oL — 1/(0C)]/R (2.9)
estudando as equacdes acima, Vvé-se que, quando:
oL = 1/(wC) ou ap=1ALC (2.10)

que quer dizer que, se a freqiiéncia wgy da tensdo fornecida pelo gerador é tal
que a reatancia indutiva é igual a reatdncia capacitiva, em mddulo (a
defasagem entre elas é 180°), o denominador da equac&o 2.8 é minimo e
igual a R. Se o denominador é minimo, a amplitude da corrente ip € maxima,
que € justamente a condicdo de ressonancia para a corrente. E, como foi
discutido, a frequéncia para a qual esse fenbmeno ocorre € a freqiiéncia
natural de oscilagdo desse circuito, g, ou freqliéncia de ressonancia da
corrente.

Ainda, na condicdo de ressonancia:
Zo=R € Ve =R ip (211)

além disso, na ressonancia, a tangente de ¢o € nula , entdo, ¢, é igual a zero, 0
que significa que ndo ha defasagem entre a tensdo da associacao e a corrente
que a percorre, 0 que é tipico de um circuito cuja impedancia € puramente
resistiva. Ou seja, na ressonancia, a impedancia de um circuito RLC é
puramente resistiva.

A poténcia média absorvida pelo circuito RLC, como foi visto na
apostila da experiéncia 1, pode ser escrita como:



P=(1/2) Vpipcoshy & Vp=Zoip (2.12)

entdo, a poténcia absorvida pelo circuito, que € a poténcia dissipada pela
resisténcia presente no circuito, sera maxima quando a corrente também for.
Na condicdo de ressonéncia, ¢o = 0 e Zy = R, portanto, a poténcia média
méaxima vai ser:

P = V5%/2R (2.13)

e ela ocorre para a mesma fregiiéncia em que ocorre a ressonancia para a
corrente. Por isso a ressonancia de corrente é também chamada de ressonancia
de energia.

Na figura 2.2, a seguir, € apresentado um grafico da variacdo da
corrente de pico, ip, na associagdo, em funcdo da frequéncia angular . Ele
ilustra exatamente o comportamento que foi estudado.
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Figura 2.2: Comportamento da amplitude de pico da
corrente em funcao da frequéncia angular.

Como foi visto, na equacédo 2.5, a carga no capacitor também varia
harmonicamente no tempo e como q(t) é a integral da corrente:



q@t) =i (t) dt = (ip/w) sen (ot - do) (2.14)
portanto, substituindo a expressao para ip:
e = ip/l® = Vplo[R? + (oL - 1/(wC))?] (2.15)

esse denominador também é uma funcdo de  que tem um minimo, que pode
ser obtido sem dificuldade (essa deducdo deve constar do relatério desta
experiéncia). Esse minimo ocorre para uma freqiiéncia o, igual a:

o1 =V 0? — (R¥/2L?) (2.16)

Se 0 denominador tem um minimo, a amplitude de pico da carga tem um
méaximo nessa freqiiéncia e essa € a chamada ressonancia de amplitude. Como
se V&, ela ocorre numa frequéncia, @;, um pouco menor que a frequéncia de
ressonancia de energia. Nas anotacOes de aula de FAP — 212, aula 5 hd um
estudo detalhado sobre a ressonancia de amplitude. A figura 2.3 mostra o
comportamento da amplitude de pico (ou méxima) da carga em funcdo da
frequiéncia angular. Notar que para ® = 0 a carga ndo € zero, porque a tensao
seria constante e igual a Vy e, portanto, a carga € CVg.




Figura 2.3: Ressonancia de amplitude: comportamento
da amplitude da carga em funcdo da frequéncia
angular

H& um outro pardmetro importante usado também para caracterizar
circuitos ressonantes: é o fator de qualidade, Q, do circuito. Esse fator ¢
definido como a razdo entre a energia armazenada no circuito e a energia
perdida por ciclo pelo circuito, na ressonancia:

Q = 2x [energia armazenada, Ug/energia perdida por ciclo, AU]na ressonancia

(2.17)

A energia armazenada no circuito esta armazenada no campo elétrico do
capacitor e no campo magnético do indutor. Entretanto, no instante em que a
carga se anula toda a energia estara armazenada no campo magnético do
indutor, depois, quando a corrente vai a zero toda a energia estara armazenada
no campo elétrico do capacitor, portanto, o numerador da equacao 2.17
acima, é:

Uo = (1/2) L ip? = (1/2) qp°/C (2.18)

onde, tanto ip como gp sdo as amplitudes de pico assumidas pela corrente e
pela carga, respectivamente, na condi¢do de ressonancia.
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A energia perdida por ciclo de oscilacdo € o produto da poténcia media
dissipada, pelo periodo de oscilacdo, na condicdo de ressonancia. (Lembrar
que poténcia é o que se gasta ou se fornece de energia por intervalo de tempo).
Portanto, o denominador da equacéao 2.17 é:

AU =P T = 21 Plog = (2/mo) (1/2) R ip° (2.19)

Substituindo as expressdes 2.19 e 2.18 na expresséao 2.17 que
define o fator de qualidade, Q:

Q =27 (Uo/AU) = COoL/R (220)

como ® = 1/NLC, vé-se que o fator de qualidade depende exclusivamente
dos valores nominais dos elementos do circuito.

A figura 2.4, adiante, mostra como varia a poténcia em funcdo da
freqiiéncia angular da tensdo fornecida pelo gerador para dois valores
diferentes do fator de qualidade. A largura & meia altura, A®, dessa curva é
igual a:

Ao = o, - @, =R/L (2.21)
A deducéo dessa relacdo deve constar do relatdrio desta experiéncia.

Comparando a expressdo acima com a expressao 2.20 para o fator de
qualidade obtém-se:

Q = 0/Aw (2.22)

0 que permite obter um valor experimental para o fator de qualidade
diretamente do gréafico de poténcia, por freqliéncia angular.

Também, demonstra-se facilmente que, na ressonancia, a tensao de pico
sobre o capacitor, é igual a tensdo de pico sobre o indutor e ambas séo iguais
ao produto do fator de qualidade pelo valor de pico da tensdo aplicada a
associacgao (ou tensao do gerador):

Vip=Vepr=Q Vp (2.23)
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como o fator de qualidade, dependendo do circuito, pode ser bem maior que 1,
a equacdo acima indica que num circuito RLC, em ressonancia, podem
ocorrer tensdes bastante altas, bem maiores que a tensdo fornecida pelo
gerador, por isso esse tipo de circuito exige atencdo extra em seu manuseio.

Vé-se (na equacdao 2.22) que, quanto mais estreita (Ao pequeno) for a
curva de poténcia em funcéo da freqiiéncia angular da tenséo fornecida, maior
sera o fator de qualidade desse circuito. Para um determinado circuito com L e
C fixos, e, portanto, wq fixo, o fator de qualidade é tanto maior quanto menor
for a resisténcia do circuito e isso implica em que tanto maior serd, também, a
amplitude ou valor de pico da corrente que passa pelo circuito.

Resumindo, quanto maior for o fator de qualidade de um circuito, tanto
mais estreita e alta sera a curva gque descreve a ressonancia para esse circuito,
seja ela a corrente , a carga ou a poténcia em funcdo da freqliéncia angular. O
nome fator de qualidade para a quantidade Q foi dado porque, na época,
justamente havia o interesse em aplicacBGes praticas de sistemas ressonantes
em que era importante que a curva de ressonancia fosse bastante aguda. O
comportamento da poténcia média num circuito RLC-série para diferentes
valores do fator de qualidade, pode ser observado na figura 2.4, a seguir.

Uma das muitas aplicagcdes praticas de um circuito ressonante de alto
fator de qualidade sdo sistemas receptores de sinais eletromagnéticos, como
radios e televisGes. Outro exemplo é o ressoador 6Otico que é discutido na
secao 12.2.1 da apostila de CFE (parte 2).
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alto Q

haixo Q

Figura 2.4: Curvas de ressonancia de energia para um
circuito RLC-série com fatores de qualidade
diferentes.

Muitas vezes, porém, a ressonancia € uma inconveniéncia e, em tais
casos, procura-se construir um circuito em que o fator de qualidade seja o
mais baixo possivel. Uma infinidade de sistemas mecénicos, acusticos,
eletromagnéticos, etc, devem ter essa caracteristica, como edificios altos,
pontes, edificacOes sobre linhas de metré ou proximas de linhas de trem ou de
aeroportos, sinos, gongos, cones de alto falante... A lista de aplicacbes de
circuitos com alto ou baixo fator de qualidade €, praticamente, sem fim.
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Procedimento para o Estudo da Ressonancia com
Circuito RLC

A primeira parte da experiéncia consiste em montar um circuito RLC em
série, conectado a um gerador de audio freqiéncia e levantar as curvas de
ressonancia de energia (amplitude de pico da corrente, ip € da poténcia em
funcéo da frequiéncia angular).

Como nenhum dos elementos de circuito utilizados é ideal, é necessario
construir modelos de funcionamento desses elementos para as condicdes
experimentais em que se pretende fazer medigoes.

Um aspecto de extrema importancia a ser levado em conta neste
momento é que, nas previsdes tedricas para o funcionamento do circuito RLC
forcado, foi considerado que TODA a resisténcia elétrica contida no circuito
deve ser igual a R, j& que nenhuma outra resisténcia foi explicitamente
considerada.

De acordo com o que foi visto na experiéncia anterior, nas frequéncias
e tensdes de pico que vao ser utilizadas ( 0 mesmo gerador e mais ou menos o
mesmo intervalo de frequiéncia em que se trabalhou na experiéncia anterior), o
capacitor, C, pode ser considerado como um capacitor ideal, o resistor Rq
também pode ser considerado como um resistor 6hmico puro e de resisténcia
conhecida, mas, a bobina, B, tem que ser modelada por um resistor 6hmico,
Rg, em série com uma indutancia pura, L. Além disso, foi mencionado na
experiéncia anterior que o gerador tem duas saidas de impedéancias diferentes.
Isso significa que o gerador ndo pode ser considerado um gerador ideal. O que
se faz, sempre que um modelo € proposto, é tentar 0 modelo mais simples que
leve em conta as caracteristicas principais do aparelho em questdo e ver se
funciona. Se esse modelo ndo explicar os resultados experimentais, entdo se
elabora outro mais sofisticado. Vamos, entdo, propor um modelo que
considera o gerador a ser utilizado como um gerador de forca eletromotriz
ideal em série com uma resisténcia 6hmica, Rg.

O circuito real que vai ser montado €, portanto, o da figura 2.5 a seguir:

14



Ww/ﬁ\\%®/ﬂ\

VY

R, c
s =
V(t)
S g
Vs | | | Vg
\gR v | | Rg |
| <G J"Rg | | B2 |
IR I
i) bobina
%

Figura 2.5: Montagem para o estudo da ressonancia
num circuito RLC-série.

Temos, portanto, uma indutédncia L, uma capacitancia, C, e uma
resisténcia R igual a

R = Ro + RB + RG (224)

Nesse circuito, a resisténcia Ry tem o valor conhecido e pode ser aferida
com um ohmimetro; a resisténcia da bobina, Rg, pode ser medida com o
método descrito na experiéncia 1, mas se a medida de Rg, que foi feita na
experiéncia 1 estava de acordo, dentro dos erros experimentais, com o valor
nominal (que vem escrito na bobina), pode-se utilizar esse valor sem
necessidade de medir novamente; a resisténcia interna do gerador, Rg, €
desconhecida, mas, sabemos, novamente da experiéncia anterior, que a saida
dianteira do gerador tem uma resisténcia bem mais alta que a saida traseira.
Estamos interessados em observar a curva de ressonancia desse circuito,
portanto, queremos um fator de qualidade alto, para facilitar essa observacéo.
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Isso significa que a resisténcia total do circuito deve ser razoavelmente
pequena e, assim sendo, vamos usar a saida traseira do gerador.

Entretanto, ainda ndo temos o valor de R porque ndo sabemos o valor da
resisténcia interna do gerador, Rg. H4, porém, uma maneira de saber o valor
de R sem precisar saber o valor de Rg. A amplitude (ou valor de pico) da
corrente que passa pelo circuito pode ser obtida medindo-se a amplitude (ou
valor de pico) da tensdo sobre a resisténcia conhecida Ro:

ip = VROP/RO (225)

mas, na condicdo de ressonancia, a amplitude (ou valor de pico) da corrente
no circuito €, de acordo com a expressao 2.11:

ip = Vp/Zo = Vp/R = VROP/RO (226)

ou seja, podemos obter o valor da resisténcia total do circuito, R, medindo a
corrente no circuito na condicdo de ressonancia:

R = (Ve Ro)/Vrop (2.27)

E interessante a partir dos valores obtidos para a resisténcia total, R, da
resisténcia conhecida Ry e da resisténcia da bobina Rg, calcular o valor da
resisténcia interna do gerador, Rg, para a saida traseira (ou de baixa
impedancia). Esse valor pode vir a ser util no planejamento de outras
experiéncias. Faca uma comparacdo do valor que obteve com os valores
obtidos pelos demais colegas que utilizaram um gerador da mesma marca e
com as mesmas caracteristicas.

O valor da resisténcia total, R, assim obtido, é o valor do parametro

R em todas as deducbes feitas na secéo anterior. Portanto, é o valor que
deve ser usado na hora de fazer as previsoes tedricas.
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Observacao Importante 1: Num circuito RLC em ressonancia
podem surgir tensdes relativamente altas, muito maiores que a do
gerador. Isso pode ser comprovado pela equacédo 2.22. Portanto,
um_circuito _desse tipo _deve ser manuseado com os_devidos
cuidados para evitar _chogque elétrico e as escalas dos
instrumentos devem ser suficientemente altas.

Para se obter o valor da resisténcia total do circuito, R, precisa-se do
valor da amplitude de pico da tensdo do gerador, Vp, na condicdo de
ressonancia. O valor da amplitude de pico da tensdo do gerador medido no
circuito, em qualquer condicdo, ndo é Vp, mas Vgp, porque ele inclui a tensédo
que recai sobre a resisténcia do préprio gerador. Portanto, o que é de fato
colocado no circuito é Vp, menos a perda em Rg, que € o produto de Rg pela
corrente que passa pelo circuito:

VGp = Vp — ip RG (228)

Entdo, para se obter o valor de R, teriamos que usar o valor da tensao
que o gerador proporciona sem as perdas dentro do préprio circuito do
gerador, esse € o valor Vp que entra nas equacdes 2.26 e 2.27 (porque
nossa hipotese inicial foi que toda a resisténcia do circuito estaria incluida em
R e o gerador seria ideal). Isso, de fato, ndo pode ser medido porque nao se
pode separar fisicamente, num gerador, a resisténcia interna, do gerador
efetivo de forga eletromotriz. Mas, pode-se obter um valor para a amplitude de
pico da tensdo “sem perdas” (na resisténcia interna Rg), Vp, com boa
aproximacdo, medindo Vgp com o gerador “em aberto”, isto é, desligado do
circuito e ligado somente ao medidor de voltagem. Como essa medida vai ser
feita com o osciloscopio que tem uma resisténcia interna muito alta
comparada com a resisténcia interna do gerador, a medida “em aberto” néo é
de fato “em aberto”, mas, devido a alta resisténcia interna do osciloscopio, €
uma medida feita com uma corrente tdo pequena que o termo ipRg se torna
desprezivel quando comparado a Vp, de tal maneira que:

Vep ~ Vp (2.29)
com esse valor da amplitude de pico da tensdo no gerador, obtém-se uma

medida da resisténcia total, R, do circuito, com boa aproximacdo. Esse valor
de R é, praticamente, o que vai determinar o parametro de qualidade, Q, do
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circuito que vai ser utilizado, porque ndo ha muita escolha de capacitor e
indutor no laboratério. Entdo, comecar com um valor de resisténcia total, R, o
menor possivel, para obter um fator de qualidade alto para que as curvas que
descrevem a ressonancia sejam bem pronunciadas.

Uma vez que tenha os valores nominais dos elementos de circuito que
vao ser utilizados, fazer uma simulacdo, com o aplicativo EWB, do
funcionamento desse circuito. A maneira de fazer é basicamente a mesma que
foi utilizada para simular o funcionamento do filtro de freqliéncias estudado
na Experiéncia 1, utilizando a op¢éo “bode plotter” do programa. SO que a
opcdo “bode plotter” faz um grafico que é sempre a tensdo de interesse
dividida pela tensdo de entrada (ou tenséo fornecida pelo gerador). Assim, se
quiser simular a ressondncia de energia, a tensdo de interesse sera a tensao
sobre o resistor Ry, e, 0 grafico fornecido pelo programa sera essa tensédo
dividida pela tensdo do gerador, que é, a menos de constantes de
proporcionalidade, a curva de ressonancia de energia, ip em funcéo de ®.

No caso da ressonancia de amplitude, a tensdo de interesse sera a tensao
medida sobre o capacitor e a resposta do programa é analoga a anterior s6 que
para a ressonancia de amplitude. Resumindo, o EWB calcula as curvas de
ressonancia sempre normalizadas pela tenséo do gerador ou tensdo de entrada.

Uma vez montado o circuito da figura 2.5, com o gerador ligado ao
circuito pela saida traseira, medir , em funcdo da freqiéncia, os valores de
pico da tensdo no resistor Ry, Vrop (para se obter a amplitude de pico da
corrente que passa pelo circuito, ip). O numero de pontos medidos deve ser
suficiente para definir bem a curva na regido da ressonancia, para garantir
uma determinacdo experimental da frequéncia de ressonancia com erro
pequeno, e, permitir também, a extrapolacdo de seu comportamento
assintotico.

Construir, o grafico da curva experimental de i em fungéo da freqiiéncia
angular, ®. Nesse mesmo grafico, superpor a curva tedrica. Comparar 0S
comportamentos observados para essas curvas. N&o esquecer das barras de
erro.

Da curva experimental do grafico acima obter o valor experimental de

@ € comparar com 0s valores previstos teoricamente a partir dos valores
nominais.
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Construir o gréfico da poténcia média fornecida ao circuito em funcdo da
freqliéncia angular. Superpor a curva teérica. Comparar.

Calcular o valor do fator de qualidade, Q, a partir da curva experimental
acima, da poténcia média em funcdo da freqiiéncia angular (equacéao 2.22),
e, tambem, a partir dos valores nominais de L, C e R (equacao 2.20).
Calcular esse mesmo fator de qualidade através da medida da tensdo no
capacitor e no indutor, na ressonancia (equacéo 2.23). Comparar 0s trés
resultados e comentar.
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Caos no circuito RLC

O que se entende por comportamento caotico.

Existem sistemas cujo comportamento encontra-se a meio caminho entre
0 comportamento regular rigido e o comportamento totalmente aleatorio.
Esses sistemas sdo chamados de sistemas cadticos ou simplesmente caos. E o
caos estd em todo lugar & nossa volta e dentro de nos.

Até muito recentemente nosso entendimento de movimentos fisicos e de
sistemas dindmicos se limitavam ou a descri¢des puramente periodicas ou a
descricdes probabilisticas do tipo jogo de dados. Ou seja, sempre que era
observada irregularidade em qualquer fenémeno, nos nos voltavamos para
conceitos de aleatoriedade e desordem e a vasta e trabalhosa maquinaria da
probabilidade e da estatistica era colocada em acdo para fornecer as
explicacoes.

O que é caos?

Como muitos termos em ciéncia ndo ha uma definicdo Unica para
“cans”. Vamos ver quais Sao suas principais caracteristicas:

e Nao linearidade. Se o comportamento de um sistema for linear, esse
sistema ndo pode ser cadtico.

e Determinismo. Existem regras subjacentes deterministicas (e ndao
probabilisticas) que todo estado futuro do sistema deve obedecer.

e Sensibilidade a condicdes i1nicials. Pequenas alteracbes nas
condic¢Ges iniciais podem levar a comportamentos radicalmente diferentes do
sistema em seu estado final. E o chamado “efeito borboleta”, uma perturbacéo
de um bater de asas de uma borboleta na Tailandia poderia modificar o tempo
no Brasil, algum tempo depois.

e Manutencdo da 1irregularidade no comportamento do
sistema. Ha uma ordem oculta que inclui um ndmero grande ou mesmo
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infinito de movimentos ou configuracbes periddicas e instaveis ocultas na
infra estrutura de sistemas caéticos. Resumindo ha uma “ordem na desordem?”.

e Previsdo a longo prazo impossivel. Em decorréncia da
sensibilidade as condicGes iniciais, a previsdo (mas ndo o controle) do
comportamento de sistemas cadticos a longo prazo é impossivel, porque as
condicGes iniciais sdo conhecidas com grau de precisdo finito.

Sistemas Caodticos

Um exemplo simples de sistema caodtico é o gerador de ndmeros
pseudo-aleatdrios usado em computacdo. A regra subjacente nesse caso é uma
formula deterministica:

Xn+1 = CXy, Mmod m (2.30)

onde mod m ¢é uma funcdo que indica que X+1 € 0 resto da divisdo de x, por
m (m € um ndmero primo alto qualquer) e ¢ € uma constante de
normalizacdo. As solucgdes resultantes sdo muito irregulares e imprevisiveis,
mas se se observar com cuidado descobre-se que esse tipo de gerador é
também  periodico, com certos periodos. Nota-se, ainda, que uma pequena
mudanca nas condicGes iniciais (alteracdo da semente) pode levar a uma
sequéncia completamente diferente de numeros aleatorios.

O sistema descrito acima € um sistema cadtico artificial, mas a natureza
também tem inumeros exemplos de sistemas cadticos, parece mesmo que a
irregularidade ou o caos é uma caracteristica desejavel e muito explorada pela
natureza. Por exemplo, a atividade normal do cérebro humano é caotica e ha
indicios de que certas doencas como, por exemplo, a epilepsia séo decorrentes
de uma ordem patologica nessa atividade. Cogita-se hoje, que os sistemas
biologicos exploram o caos para guardar, codificar e decodificar a informacéo.

Historicamente o estudo do caos comecou na fisica € na matematica.
Depois se expandiu para engenharia e, mais recentemente, para a informatica
e ciéncias sociais. Nos ultimos cinco anos, tem havido um crescente interesse
em aplicacBes comerciais e industriais. Embora a historia de sistemas cadticos
ndo seja nova, foi a revolugdo nos computadores que permitiu as recentes
aplicacOes préaticas dessa teoria.

21



Tabela 1. Principais desenvolvimentos historicos no estudo do
caos.

Rei Oscar Il da Suécia. Anunciou a concessdo de um prémio
para a primeira pessoa que resolvesse o problema de n corpos para
determinar as drbitas de n objetos celestiais e assim provar a
estabilidade do sistema solar. Esse problema ainda nédo foi
resolvido.

Henri Poincaré. Ganhou o primeiro prémio no desafio lancado
pelo rei Oscar 11, porque foi quem chegou mais proximo da solucédo
desse problema. Descobriu que a oOrbita de trés ou mais objetos
celestiais interagentes pode exibir um comportamento instavel e
imprevisivel. Assim nasceu o caos embora aquela altura ndo tivesse
recebido esse nome.

Edward Lorenz. Construiu um modelo de brinquedo para o clima
que apresentou o primeiro atrator cadtico.

Tien-Yien Li e James A. Yorke. Na publicacdo “Period Three
Implies Chaos” introduziram o termo “Teoria do Caos”.

Robert M. May. Aplicou a equacdo logistica a ecologia mostrando
0 comportamento caotico do desenvolvimento de uma populacéo.

Mitchell Feigenbaum. Descobriu um ndmero universal associado
a maneira pela qual os sistemas se aproximam do caos.

Benoit Mandelbrot. Introduziu a geometria de fractais com
aplicacdes na computacao grafica e na compressdo de imagens.

Ed Ott, Celso Grebogi e James Yorke. Inicio da teoria de
controle do caos.

Lou Pecora. Sincronizacdo de sistemas cadticos.
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Ha varios tipos de aplicacdes potenciais da teoria do caos baseados em
aspectos diferentes dos sistemas cadticos. Veja nas tabelas 2 e 3 um resumo

dessas aplicagoes.

Tabela 2. AplicagOes potenciais de tipos de caos.

Categoria

Controle

Aplicacoes

A primeira aplicagdo do caos é o controle de
comportamentos irregulares em dispositivos e sistemas.
Veja a lista de aplicagGes na tabela 3.

Sistemas caoticos artificiais poderiam ser usados para o
controle da epilepsia, a melhora de sistemas dithering*,
como por exemplo, giroscopios de ring laser**. Ou
ainda, para a troca de packets*** em redes de
computadores.

Sincronizagao

As aplicagbes potencialmente poderiam garantir
comunicagdes seguras, a utilizacdo de banda larga de
radio cadtica, encriptar informacoes.

Processamento de
informacéo

Neste caso, 0 estudo do caos permitiria codificar,
decodificar e armazenar informacdo em sistemas
cadticos, como por exemplo, elementos de meméria e
circuitos. Melhorar a performance de redes neurais e a
utilizacdo em reconhecimento de padrdes.

Previs@es rapidas

Para aplicacdes em previsdo do tempo, contagio de
doencas infecciosas, desempenho de modelos
economicos.

* Dithering é a aplicacdo de dither que é um sinal periddico de alta frequéncia que pode ser usado para

estabilizacdo de ciclo em algunstipos de sistemas ca6ticos.(4)

** Ring laser séo lasers compostos de 2 feixes de mesma polarizagdo usados para medir rotacéo (5 e 6)
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*** packet é uma quantidade de dados formatados em pacotes para distribuicdo em sistemas de redes

especificos (en.wikipedia.org/wiki/Network_packet)

Tabela 3. Algumas aplicacbes potenciais da teoria do caos para
certas areas.

Categoria Aplicacodes
Engenharia Controle de vibragOes, estabilizagdo de circuitos,

reacOes quimicas, turbinas, redes de poténcia, lasers,
colchdes de agua, combustéo e outras mais.

Computadores Troca de packets em redes de computadores. Encriptar
informacdes. Controle do caos em sistemas roboticos.

Comunicacdes Compressdo e armazenamento da informacdo. Projeto
e administracdo de redes de computadores.

Medicina e biologia |Cardiologia, analise do ritmo cardiaco (EEG), previsao
e controle de atividade cardiaca irregular (desfibrilador
sensivel ao caos)

Administracao Previsdo econdmica, reestruturacdo e analise
financas financeira, previséo de mercados e intervencao.

Sistemas eletronicos | Maquinas de lavar roupas, maquinas de lavar pratos,
de consumo | ares-condicionados, aquecedores, todo tipo de
doméstico misturadores de alimento.
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Por uma questdo de simplicidade, podemos classificar as aplicacdes do
caos em trés categorias: estabilizacdo e controle, sintese,
sincronizacgéo e analise.

e Estabilizacdo e controle — a extrema sensibilidade de sistemas caoticos a
pequenas variacOes nas suas condigdes iniciais, pode ser manipulada para
controlé-los ou estabilizd-los. A idéia, neste caso, é introduzir artificialmente
pequenas perturbacdes no sistema caodtico de maneira a manté-lo estavel
(estabilizacdo) ou fazé-lo progredir para um estado desejado e ai estabilizar-
se (controle). Embora ainda em estudo, acredita-se que, intervencdes de
controle de caos, cuidadosamente escolhidas, possam tornar mais eficientes
sistemas como, asas de aeronaves, turbinas, sistemas de distribuicdo de
poténcia, reacbes quimicas em parques industriais, defribiladores
implantaveis, marca-passos cerebrais, esteiras de transporte, planejamento
econdmico e redes de computadores.

e Sintese de sistemas calticos - Sistemas cadticos gerados
artificialmente poderiam ser empregados para fazer outros sistemas, caoticos
ou ndo, funcionarem melhor. A idéia fundamental neste caso, é que a
regularidade nem sempre é desejavel, depende do tipo de problema que se tem
em maos. Por exemplo, ondas cerebrais cadticas estimuladas artificialmente
podem ajudar a inibir ataques epilépticos. Por outro lado, poder-se-ia gerar
uma saida caotica para alguns produtos tais como, ares-condicionados e
ventiladores-aquecedores, de maneira que as mudancas de temperatura fossem
mais naturais para o conforto humano.

e Sincronizacdo de sistemas caoticos - Outra aplicacdo de interesse é a
geracdo de duas sequliéncias idénticas de sinais cadticos (ou sincronizados)
para serem usadas em encryption pela superposicdo de uma mensagem numa
das sequéncias. Somente a pessoa que possui a outra a sequiéncia pode
decodificar a mensagem subtraindo a componente cadtica. Em comunicacoes,
sinais caoticos gerados artificialmente podem seguir uma sequéncia prescrita
possibilitando a transmissdo de informacdo. Também, flutuacdes caoticas
geradas artificialmente podem ser usadas para estimular solucdes trapped de
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maneira a que escapem de minimos locais para agilizar a otimizacdo de
problemas ou para aprendizado, como no caso de redes neurais.

e Analise e previsao de sistemas cadticos — Como saber se um sistema
¢ cadtico ou aleatorio? Através da deteccdo e previsdo de algoritmos para
sistemas caoticos. E também importante ter em mente que a impossibilidade
de uma previséo a longo prazo do comportamento de um sistema caotico, ndo
quer dizer que a previsdo a curto prazo seja impossivel. Ao contrario do que
ocorre com sistemas puramente aleatérios, o comportamento de sistemas
cadticos pode ser previsto num futuro proximo. Por exemplo, o mercado
financeiro pode apresentar comportamento caotico. Caso o mercado for, de
fato, caotico ao invés de aleatdrio, ha a possibilidade de prever de maneira
confiavel o comportamento desse mercado no curto prazo. Portanto, a
identificacdo do caos num sistema qualquer pode, potencialmente, ser de
grande interesse.

Para uma compreensdo mais profunda do fendmeno do caos
recomendamos o livro “Caos — Uma Introduc&o” dos professores N.
Fiedler-Ferrara e C. P. Cintra do Prado, em que baseamos as discussoes
que se seguem.

Algumas Definicbes Necessarias

Sistema dinamico - € qualquer sistema cuja evolucéo a partir de uma
determinada condicdo inicial é regida por um conjunto de regras. Essas regras
podem se resumir a um conjunto de equacdes diferenciais, que é o caso para
sistemas continuos.

Espaco de fase — é o sistema de coordenadas com tantas dimensdes

quantas forem as variaveis independentes necessarias para a formulacéo
matematica do sistema.
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Estado — € uma possivel condicdo para o sistema, isto é, uma
configuracdo de variaveis que represente uma condicdo fisicamente possivel
ou aceitavel.

Retrato de fase — é o conjunto de todos os estados possiveis do
sistema dindmico em questdo. Os retratos de fase para sistemas continuos sao
trajetorias no espaco de fase.

No caso de um sistema dindmico continuo, observa-se que, partindo de
um conjunto de condic¢des iniciais e sob a acdo do conjunto de equacOes
diferenciais, comecam a se formar trajetorias no espaco de fase e, com o
passar do tempo, podem ocorrer trés possibilidades para o retrato de fase:

- as trajetorias tendem a se concentrar numa determinada regido do

espaco de fase e ndo saem mais de la.

- as trajetorias tendem a se afastar uma das outras e vao para o infinito.

- as trajetdrias ficam “passeando” por todo o0 espaco de fase.

Na natureza, todos os sistemas dindmicos tém seu retrato de fase descrito
pela primeira possibilidade, ou seja, as trajetorias tendem a se confinar numa
dada regido do espaco de fase devido a dissipacdo de energia que ocorre em
qualquer sistema fisico real.

Parametros de controle — um sistema dinamico que descreve um
sistema fisico real depende de um ou mais pardmetros chamados de
parametros de controle. Por exemplo, a frequéncia natural de oscilacdo ¢ um
parametro de controle de um oscilador harmonico simples. no caso de um
circuito RLC forcado, tanto a freqiiéncia quanto a amplitude da tenséo
aplicada sdo parametros de controle. Um sistema dindmico pode, portanto, ser
pensado como funcdo do pardmetro de controle. De fato, 0 comportamento
dinamico do sistema pode ser bem diferente se o valor de um paréametro de
controle for alterado.

Descricao de um estado de um sistema dinamico — os estados
de um sistema dindmico sdo representados por varidveis dinamicas
dependentes do tempo x;(t), em que i varia de 1 até n e é o numero de
variaveis dinamicas independentes (e ndo o nimero de graus de liberdade), e
por sua derivada temporal, x°(t), que descreve a velocidade da evolucédo
temporal da variavel x;(t).
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Estabilidade e Estabilidade Estrutural — existem duas categorias
de estabilidade, a estabilidade de uma solucéo estacionaria e a estabilidade
estrutural de um sistema.

Se existe um ponto P de equilibrio estavel (também chamado de ponto
fixo ou ponto estacionario), diz-se que as variaveis associadas a esse ponto séo
assintoticamente estaveis se a resposta do sistema a uma pequena perturbacéo
aproxima-se desse ponto quando o tempo t tende ao infinito. Pontos fixos
assintoticamente estaveis sdo também chamados de atratores. Com o tempo,
se o sistema for dissipativo, como € 0 caso da maioria dos sistemas da
natureza, todas as trajetdrias tendem a se concentrar numa determinada regiao
do espaco de fase, ou seja, a desembocarem num atrator. Ou, por outra,
atratores sé s@o possiveis em sistemas dissipativos.

Sistemas dindmicos podem ser conservativos: em que o elemento de
volume que descreve o sistema no espaco de fase permanece invariante ( veja
J. B. Marion “Classical Dynamics of Particles and Systems”,
teorema de Liouville). Ou dissipativos, caso em que o0 volume que descreve o
sistema no espaco de fase se comprime a medida que o sistema evolui.

Um ponto de equilibrio é chamado estavel se a resposta do sistema a
uma pequena perturbacdo permanece pequena quando o tempo t—oo. Esse
ponto, como ja dito, é chamado de atrator. Um ponto de equilibrio é
chamado instavel se a perturbacdo cresce quando t—o0. Esse ponto também €
chamado de repulsor ou fonte.

O conceito de estabilidade estrutural ndo deve ser confundido com o
conceito de estabilidade assintdtica. Nesse ultimo caso, a estabilidade é
investigada perturbando-se as condicOes iniciais. No caso da estabilidade
estrutural interessa-nos verificar a estabilidade do sistema quando se perturba
a prépria equacdo diferencial que o descreve. Por exemplo, o oscilador linear
sem amortecimento pode ser pensado como o estado critico do oscilador
harmbnico amortecido com amortecimento nulo. Se adicionarmos um
amortecimento ndo nulo a equacdo que descreve 0 sistema havera uma
mudanca qualitativa do seu retrato de fases. Essa mudanca é um fenémeno de
instabilidade envolvendo ndo somente um unico ponto de equilibrio, mas todo
o fluxo de suas trajetdrias no espaco de fase.

No caso desses osciladores, o oscilador sem amortecimento é
estruturalmente instavel, enquanto que o oscilador amortecido € um sistema
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estruturalmente estavel. Entdo, um sistema € considerado estruturalmente
estavel se, para qualquer perturbacdo suficientemente pequena das equacfes
que o descrevem, as trajetdrias do espaco de fase resultantes sdo
topologicamente equivalentes aquelas das equacBes sem a perturbacéo.

Em outras palavras, pode-se dizer que estabilidade estrutural significa a
propriedade gque o sistema apresenta de reter as caracteristicas qualitativas de
sua dinamica relativamente a pequenas perturbacdes ou mudancgas envolvidas
na sua definicéo.

Bifurcacbes — a perda de estabilidade estrutural é genericamente
chamada de bifurcacdo. Vamos supor que um sistema dindmico tenha um
parametro de controle p. Variando-se p pode-se variar tanto a posi¢do quanto
as caracteristicas qualitativas dos pontos de equilibrio estaveis do sistema. Por
exemplo, variando-se p pode-se eventualmente passar de um ponto de
equilibrio instavel para um ponto de equilibrio estavel quando p atinge um
valor critico pc. Assim, em pc, 0 sistema perde a estabilidade estrutural. Diz-
se que ele sofreu uma bifurcagéo e pc € o ponto de bifurcacdo. Na bifurcagdo
0 espaco de fase muda qualitativamente, novos pontos estacionarios podem
aparecer e outros anteriormente estaveis podem se tornar instaveis e vice-
versa.

O aparecimento de caos em sistemas dindmicos esta sempre ligado a
ocorréncia de bifurcacbes. Chama-se de cenario uma sequéncia de
bifurcacdes.

O objetivo

O objetivo desta experiéncia € o estudo de uma rota possivel para o caos
para 0 caso de um circuito ressonante simples, que sera discutido a seguir. A
observagcdo das rotas para o0 caos se origina no estudo das equacdes
diferenciais deterministicas. Ao se abordar a questdo dessas rotas para 0 caos
busca-se compreender como um regime periddico pode perder a estabilidade.
Além disso, 0 processo caotico pressupde a existéncia de efeitos ndo lineares
que limitam o préprio crescimento da instabilidade.

Equacdes dinamicas que descrevem o sistema
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Seja o sistema linear:

x*=ax+by=f(x,y) (2.31)
y'=cx+dy=g(xy)

Vamos supor que esse sistema apresenta um ponto de equilibrio para
(x*,y") = (0,0). E seja uma solugdo geral do tipo:

x(t) = eMxq (2.32)
y(t) = €"yo

substituindo as equacdes 2.32 em 2.31, obtem-se o sistema:

(a-}\,) Xo+by0=0 (233)
CXo+(d-2A)yo=0

Para gue o sistema de equacdes 2.33 tenha uma solucéo néo trivial, o
determinante da matriz dos coeficientes deve ser nulo:

(@a-A) b
det | |=0 (2.34)
c  (d-2)
portanto:
(@-A)(d-A)—bc=0 (2.35)

essa equacdo apresenta duas raizes A; e A, € elas determinardo a estabilidade
do ponto de equilibrio P* = (0,0). A, e A, por sua vez, dependem dos
coeficientes a, b, ¢ e d. Assim, se os coeficientes a, b, ¢ e d sdo constantes
existem trajetorias diferentes possiveis, no espaco de fase, para o sistema, mas
essas trajetorias ndo levam ao caos.

O circuito

O sistema dindmico a ser estudado serd um circuito simples, de uma
malha, composto de um gerador de corrente alternada, um resistor R, um
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indutor L e um diodo D. Como ja discutido, um sistema dinamico é
essencialmente qualquer sistema que varie com o tempo. As variaveis
necessarias para descrever seu comportamento sdo chamadas variaveis
dindmicas e a evolucdo do sistema descreve uma trajetoria no espaco de fase
das variaveis dinamicas.

Nosso sistema € de fato um oscilador forcado amortecido com uma
resposta ndo linear. Porque ele € amortecido esse sistema é dissipativo. O
elemento que proporciona a néo linearidade do circuito é o diodo, isto é, ele
introduz no sistema o grau de liberdade necessario para a producéo do caos.
Veja o circuito na figura 2.6 a seguir.

Vp(t)
S T A 1
L L
/ ) /

[

R I\\
RYAYAVAY | \\
o 1 ——— ]
Vs ()

Figura 2.6: Circuito proposto para o estudo da
caracterizacao de sistema caodtico.

Como ja foi estudado no curso de fisica 3, experiéncia 2: “Curvas
Caracteristicas de Elementos de Circuitos Lineares e Nao-
Lineares”, a relacdo entre corrente e tensdo no diodo ¢ da forma:
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in(Vo) = io[exp(eVolkT) — 1] (2.36)

onde: ip e Vp sdo a corrente e a voltagem do diodo, respectivamente.
e € acarga do elétron
ipo € @ amplitude de pico da corrente no diodo
k = 1,38x102 J/°K ¢é a constante de Boltzman
T € a temperatura em Kelvin

Entretanto, devido as caracteristicas da juncdo P-N (veja a referéncia 1)
0 diodo apresenta, tambem, uma capacitancia, C, ndo linear, que pode ser
descrita pelas funcoes:

Coexp (eVp/kT) paraVp>0
C(Vp) =1 (2.37)
Co / \[1- (eVp/kT)] para Vp<0

Esse comportamento pode ser observado na figura 2.7 a seguir.
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Figura 2.7:Capacitancia de um diodo tipico como
funcao da voltagem no diodo.

Portanto, o diodo pode ser modelado como um capacitor (cuja
capacitancia depende da voltagem aplicada no diodo), em paralelo com um
diodo ideal, como mostrado na porcao direita da figura 2.6.

Para pequenas amplitudes da tensé@o do gerador, o diodo ndo conduz, sua
capacitancia permanece praticamente constante e o circuito se comporta como
0 circuito ressonante passivo RLC, visto na primeira parte desta experiéncia.
O tratamento comum para esse tipo de circuito prevé uma freqiéncia de
ressonancia @ = 1/VLC(Vp=0) = 1L C,.

Nesse caso, de um circuito RLC forcado, as equacdes dinamicas que
descrevem o sistema sao:

L d?g/dt® + R dg/dt + (1/C) q = Ve senat (2.38)
vamos mudar as variaveis para:

i (2.39)
= Vpsenot — (R/L) i — (1/LC) q

q.
io

Entretanto, a medida que a amplitude da tensdo aplicada aumenta, a
constante (R/L) que multiplica o termo em i na equacao 2.39, deixa de ser
uma constante e passa a ser uma funcao de g, em razdo da corrente no diodo
ter a forma dada pela expresséao 2.36. O sistema, entdo, ndo € mais linear e
pode apresentar comportamento cadtico dependendo dos valores dos
parametros de controle.

Os parémetros de controle desse circuito sdo a amplitude e a
freguéncia da tensdo aplicada pelo gerador. O efeito do aumento da
freqliéncia da tensdo aplicada, que é o parametro que vamos variar neste caso,
pode ser visualizado na figura 2.8, a e b. S&o gréaficos da tensdo no resistor
em funcdo do tempo, para diferentes valores da frequéncia da tensdo do
gerador. Na figura b o periodo da tensdo no resistor € o dobro do periodo
observado na figura a, ou seja, observa-se a duplicacdo de periodo com o
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aumento da frequéncia da tenséo aplicada, que indica que o sistema estd numa
rota para o caos.

Se continuarmos aumentando a frequéncia pode ocorrer que esse periodo
é novamente duplicado e isso pode acontecer algumas vezes antes do sistema
se tornar caotico. Se continuamos a aumentar a freqiiéncia da tensdo do
gerador, ap0s o sistema se tornar caotico, o sistema pode reverter a um dos
comportamentos de duplicacdo de periodo e, depois, com o aumento da
freqliéncia, continuar duplicando os periodos da tensdo no resistor e
novamente cair no caos. Entdo, existem intervalos de freqiiéncia em que o
sistema se torna caotico, esses intervalos sdo chamados de janelas de caos.
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Figura 2.8:Verificacdo da duplicacdo do periodo da
tensao no resistor, com o aumento da frequéncia da
tensdo do gerador

As equacOes que vao descrever esse circuito, na condicdo em que o
diodo néo pode ser modelado por uma capacitancia constante, sao:

i* = Vgpsenot — f(q) i —g(q) q

onde as funcdes f(q) e g(q) levam em conta 0 comportamento néo linear do
diodo.
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Temos um sistema de equacdes analogo ao sistema 2.31, s6 que 0s
coeficientes do determinante desse sistema ndo sdo constantes mas funcgdes de
g, de tal maneira que os autovalores, agora, variam com a mudanca dos
parametros de controle. Portanto, variando os parametros de controle, vamos
ter trajetorias diferentes e, dependendo das condicdes iniciais, o sistema pode
cair numa rota que leva ao caos. Uma rota pode passar por vérias trajetorias no
espaco de fase, até levar ao caos.

Uma das rotas possiveis para o caos € a rota de duplicacdo de periodo.
Essa rota de duplicacdo de periodo é o cenario mais conhecido e estudado e
que apresenta 0 maior nimero de evidéncias experimentais. A base teorica
desse cendrio foi estabelecida por Feingenbaum (referéncias 2 e 3). Nesse
cenario existe uma sequéncia de atratores separados por bifurcagdes.

Na figura 2.9 a seguir, vemos uma cascata desse tipo, em que X é uma
observavel do sistema (por exemplo, a amplitude de pico da tensdo no diodo),
e p € um parametro de controle, que, no caso € a freqiiéncia aplicada pelo
gerador.

R¥A
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Figura 2.9:Cascata de bifurcacbes de periodo do
cenario de Feigenbaum.

Sistemas com rotas para o caos Vvia cenario de Feigenbaum mostram uma
cascata de bifurcacbes com certas propriedades que parecem apresentar um
carater universal. Na figura 2.9 estdo representadas as primeiras bifurcacfes
de uma série infinita com parametro de controle, u, que nNo NOSSO caso € a
frequéncia. p; é a frequéncia em que ocorre a primeira duplicacdo, po
corresponde & segunda bifurcacdo e assim por diante, de maneira que
representa a n-ésima bifurcacéo.

Verifica-se que os valores de p, onde ocorrem bifurcacdes obedecem a
uma lei de escala:

M50 (n = Pn2)/(Bne - pn) =8 (2.41)

isto é, a constante 8 dd uma medida de quanto a diferenca entre os valores do
parametro de controle associados a duas bifurcacGes sucessivas é reduzida,
dando uma idéia da “velocidade” com que o caos € atingido. O surpreendente
e que & € uma constante universal para sistemas que apresentam cenarios de
Feigenbaum para o caos. Essa constante so pode ser obtida numericamente (ou
no laboratorio quando se tratar de um experimento e estard afetada da
incerteza experimental). Seu valor é:

d = 4,66920160910299009..... (2.42)

A constante 8, também conhecida como numero de Feigenbaum é
calculada experimentalmente como:

8 = (Hn - Hna)/(Hn+1 - Hn) (2.43)

e sera tanto mais préxima do valor (2.42) acima quanto maior for o valor de
n.

O cenario de Feigenbaum via duplicacdo de periodo tem sido observado
em varios experimentos, entre outros, osciladores ndo-lineares forgados.
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Procedimento

Diagrama de Bifurcacéo

Montar o circuito da figura 2.6. Ligar um canal do osciloscépio nos
terminais do diodo e o outro na tensdo do gerador. Vamos utilizar a saida
traseira, de baixa impedancia do gerador.

Inicialmente observar o comportamento do circuito com amplitude de
pico da tensdo do gerador bem baixa, para ver que o circuito se comporta
como um RLC normal (freqiiéncia da ordem de 40kHz). O ideal é ir
abaixando a amplitude do gerador até ver que a tensdo no diodo é uma senoide
perfeita com a mesma frequéncia do gerador. Nesse caso pode-se ter certeza
de que o diodo esta se comportando como um capacitor puro.

Em seqguida procure a freqiiéncia de ressonancia desse circuito “RLC” e
anote seu valor.

Aumente, entdo, a amplitude de pico da tenséo do gerador, Vgp, para 2
volts e va aumentando a freqiiéncia a partir de 40kHz. Colocar Vpp Nnum
canal do osciloscopio e Vgp no outro canal e observar as sucessivas
duplicacdes de periodo no modo x-y. Observar a imagem correspondente a
cada bifurcacdo e documentar essas imagens utilizando a camera CCD.
Documente, também, as janelas de caos que observar.

A seqguir, saia do modo x-y, volte a freqiiéncia de 40kHz e recomece a
aumentar a freqiiéncia novamente. Deve-se observar sucessivas duplicacdes
de periodo. Fazer uma tabela da amplitude da tensdo no diodo, em funcéo da
freqliéncia do sinal do gerador, desde antes da primeira duplicacdo de periodo
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e até onde for possivel observar duplicaces. Anotar as amplitudes de pico da
tensdo no diodo em passos que julgar convenientes (anotar as amplitudes das
varias componentes a medida que forem ocorrendo as duplicacBes). Cada
duplicacdo corresponde a uma bifurcacdo. Também podem ser observadas
algumas janelas de caos.

Construir o diagrama de bifurcacao (figura 2.9): amplitude da tenséo no
diodo (tensdo de pico), Vpp, Versus freqiiéncia aplicada.

Numero de Feigenbaum

Tendo o diagrama de bifurcacdo construido calcule o numero de
Feigenbaum (constante & da equacao 2.43) tantas vezes quantas forem as
bifurcaces. A medida que n aumenta deve-se observar que & se aproxima do
valor assintético da expresséo 2.42. Compare seus valores com o valor
assintético, levando em conta 0s erros experimentais.

Retrato de Fase

O proximo passo € observar o retrato de fase desse sistema. O retrato de
fase pode ser observado colocando a variavel g (proporcional a tensdo de pico
no diodo, Vpp) contra a varidvel g° (proporcional a tensdo de pico no resistor,
Vrp). Coloque cada uma dessas variaveis num canal do osciloscépio e cologue
0 aparelho no modo x-y.

Vamos comecar observando um circuito RLC normal, trocando o diodo
por um capacitor de 1uF. Documente o que observa com a camera CCD. A
sequir, retire 0 capacitor e coloque novamente o diodo, aumente para 2V a
amplitude da tensdo de pico do gerador, freqiiéncia inicial em torno de 40kHz
e va aumentando a freqiiéncia do gerador. A medida que a freqiiéncia
aumenta, va fotografando as figuras que aparecem e compare com a figura
observada para o circuito RLC normal. A seguir, procure relacionar essas
figuras com o diagrama de bifurcacbes que foi medido e também com as
janelas de caos observadas.
O que deveriamos esperar para o retrato de fase? Para um oscilador RLC
normal o retrato de fase em trés dimensdes seria Vrop, VErsus Vpp, VErsus o
tempo, devemos ter uma elipse inclinada como se vé na figura 2.10. Seria
uma circunferéncia se Vrop fosse igual em modulo a Vpp.
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Quando o circuito RLC € caotico, o retrato de fase observado apds a
primeira duplicacdo € algo muito semelhante ao que estd apresentado na
figura 2.11a. E, variando-se a frequéncia do gerador de modo que o circuito
se torne cadtico vamos observar um retrato de fase como o da figura 2.11b.

_~

Figura2.10: Retrato de fase de um circuito RLC normal.
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Figura 2.11: (a) Retrato de fase para um circuito RLC cadtico nas
condicbes em que ocorreu a primeira bifurcacao, e, (b) o mesmo
para o circuito nas condi¢des de caos.

Existe um recurso do programa Maple, instalado em seu micro, que
permite escrever um sistema de equagfes ndo-lineares andlogo ao sistema
2.40. Aidéia é tentar reproduzir alguns dos retratos de fase observados. Na
verdade, o programa exige que se forneca um ponto do espaco de fase, como
condicdo inicial, e ele vai calcular a trajetoria do sistema que passa por esse
ponto. O programa permite observar essa trajetoria em trés dimensdes e de
varias perspectivas.
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