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Tensdo

*  Principio de Euler e Cauchy

v Solido em equilibrio
v Corte imagindrio em um plano 0

AF
(P 9) B A{ily—‘:\o AA

Importante!!!
tensdo depende do ponto de
aplicagdo (P) e do plano de
atuagdo (0)

@,
Tensdo
s Tensdo Normal
=(p-n)n=0n onde o =|g|=p-n
produto escalar
~ . y
«  Tensdo Tangencral T T
t=p-ag { —
T Z
N
plano diregdo
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Tensdo

©  Estado de tensdo em um ponto

4

v’ Convengdo de sinars

o > O — tragdo
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Tensdo

«  Tensor das tensdes (Cauchy)

o T
X XY Xz
7 =|1 o
- gx g 9z
T o
zx zy z

v’ Obs: Conhecendo as tensdes em 3 planos ortogonais quaisquer,

possivel se obter as tensbes em qualquer outro plano
v’ Def.: Plano principal == T =0
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(teoria da elasticidade)

t > O — sentido positivo
Xy
em ambos 0s eixos
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Estado Duplo de Tensdo

Em diversos problemas é possivel reconhecer a priori um dos planos
principais (T = O). Nesses casos, diz-se que o sélido estd submetido a um

ESTADO DUPLO DE TENSAO

Exemplos barragens
chapas finas
(= Ca
o x Estado plano de tensdo
(plano principal paralelo & Estado plano de deformagdo

(plano principal

superficie média)
perpendicular ao eixo)

Superticies livres

Plano principal & tangente a
superficie externa

et

e

,
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Estado Duplo de Tensdo

Tensdo plana

v' No estado duplo, o equilibrio de um prisma triangular infinitesimal
contendo o ponto P permite obter as tensdes em qualquer plano

ortogonal ao plano da face triangular

P 5. cos @
F+ as.sen Diagrama de corpo livre

TZX ds.send

Y

. ngS TodS

o, > y g || o.ds.cos6
> X
>0, o %
: T ds.cos6
> ¥
>

T(J
- o ds.sen
g
4 , L.
r, > O = sentido hordrio
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Estado Duplo de Tensdo

Tensdo em segdes inclinadas
v’ Equilibrio do prisma

ZM0:O:> T =7

Xy X

As tensdes tangenciais em dois planos ortogonais sdo iguais em médulo e
tém sentidos opostos junto a aresta comum aos planos.

Z F(oc,)=0= o0,=0, cos® 0 + Gysenzé' + 27)(556146’ cos o

ZF(TB) =0= 1,=—(0, - 0'5)56/46? cos 6 + TW(COS2 0 — sen*0)

»

%
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Estado Duplo de Tensdo

Equagdes de transformagdo para tensdo plana

> 1+ cos20
. cos* 9 = —""

Relagdes 2
trigonométricas 2y 1 —cos26
sen 0 = ———

2

(o3 P + O y o v o) y
o, = + cos260 +t  sen20
2 2 v
o - o 4
r,=—| ~—2 |sen20 +t_ cos 20
XY
2
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Exerciclio O1
Um elemento sob tensdo plana na superficie de uma estrutura
carregada ¢ ilustrado na figura abaixo. Determine as tensdes atuando
em um elemento que esta orientado a um angulo de 15° no sentido

horario em relagdo ao elemento original

X _
‘|: * | raMpa o, = -46MPa
=

—0,= 12MFa

$_ 46MPa
19MPa fxy =19MFPa

Substituindo nas equagdes de transformagao:

O’X + O_y O’X - O'y
= + cos260 +t.  sen20 =-32,6MFa
—— Ky ———

o =
0=15° 2
— - 7 08660 0,5
-17MPa -29MPa

O —O0
o = —[uJ sen260 + 1t cos260 = 31MPa
0=15" 2 — XY ——

0,5 00,8660

-29MPa
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Exercicio O1
Tensdo normal atuando em um plano ortogonal: § +90° = 105°

O'X + O'y O'X - O'y
= + cos20 +t  sen26 = -1,4MFa
— XY oo ——

Cpo105° — 2
——— 00,8660 -0,5
-17MPa -29MPa

Verificar que: o, +0, =0, +0 __ =-34MFa

£ V] 0=15 9=105"

4o 12 -32,6 -1,4

1,4MPa

R e Laminares {M}
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Estado Duplo de Tensdo
Tensdes e planos principars

oo
¢ =—(o, -0 )sen260 + 2t _c0s20 = O
o0 oY Y
ZTX
tan 26 = —=
Y o -0
X 7
N\
Planos
v Obs.: principais

o —O0
79:0:—[ al 5Jsen29+r c0s260 = 0O
2 Y

Os planos onde atuam as tensdes
r P Pl N >
mdximas e minimas sao também
= X B B . ~
tan 26 = = planos principais (tensdo de
cisalhamento é nula) .
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Estado Duplo de Tensdo
Tensoes e planos principais

v’ Tensodes principars

2
o —O0
_ X g 2 o —O0
r= [ 2 J +T}(g COSZ@pz ~ g
T 2r
Xy
) 260 T
A
sen20 = -2
o -0 o
x 4
2
o, + o, =0, + 0o
2
O'X + O O'X - O 2
o,,= L+ z +tT, o, 20,
2 2 v
5
ﬁ PEF2603 : Estruturas na Argurt a lll - Siste Retic e Laminares A"Mj

26/03/2017



Estado Duplo de Tensdo
Tensoes de cisathamento mdximas

or
—2 = (o -0 )cos20 —2r sen26 = O
00 oY Y

o —0 SZMZHS =

tan 26’5 . ——
27
Xy
cos 205

Planos de tensbes de cisalhamento
maximas positiva e negativa
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Estado Duplo de Tensdo
Tensdes de cisalhamento mdaximas

2
"9 2
7(-l/V\aX = _Z-W\IV\ = + Z-Xy
2
0,9,
Tmax -
Os planos de tensdo de o + 0
cisalhamento maxima também ‘ o - _x

contém tensdes normais med 2
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Exercicio O2
Para o elemento sob tensdo plana abaixo, pede-se:
a) Determine as tensdes principais e faga um esbogo do elemento

b) Determine as tensbes de cisalhamento mdximas e faga um esbogo do
elemento

X 10MPa n
+ I o, =5 OMPa

g .o =-10MFa
(—t %) S0MPa q
40MPa r. =-40MPa
XY
<
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Exercicio O2
a) Solugdo: alternativa 1

27 -
tan 260 = Y = 2 x (-40) =-1,33 =20 =-53,13°
7o, - o, 50- (-10) s

2:9/0
2'9/9

-53,13° ¢ e/ﬂ:—ze,eo
126,87° e 6/7:@3,40

Substituindo nas equagdes de transformagao:

o +0o o -0
X g

o , = + 220520+t sen26 = 7T0MPa
0=-26,6 2 —_ Xy
- - - o6 -0,8
20MPa 30MFa

o +0 o, —O0
X 9

X
o . = + 700520 + 1 sen26 = -30MPa
0=63,4 2 2 — XY o ——
— - 4 06 0,8
20MPa 30MPa
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Exerciclio O2
a) Solugdo: alternativa 2

70OMPFPa
-30MFa

Q
I

:Tﬁ:ﬂ:_og
r 50
o -o 50—(—10)
SN S -0,6
2r 2 x 50

0° <0<360° = 29/7 =-53,13° = 9/7 =-26,6°

0 =6 +90° =63,4°
. Pr

2

»
%
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Exercicio O2
a) Solugdo: alternativa 2

2 o, = -30MPa
—s
2oMpa SOMPa
,=70MPa e 0, =-26,6°
1
=-30MPa e 0, =634°
2 p2
\ 70MP
26,6°
30MFa
§7‘ PEF2603 : Estruturas na Arquitetura lll - Sistemas Reticulados e Laminares {M}

26/03/2017

10



Exercicro 02
b)

2
O'X—O'
= |l ==—2| +7 2 = so0MPa
Xy

max 2
O'X + O

o ==X Y4 - 20MFa
med

2

O — O — (=
tan26 = -~ ¢ __30° (-20) =0,75 = 20 =36,86°

g 2z, 2 x (-4-0) s
Y
0 =18,43°
20MPFPa

§ o
Estado Duplo de Tensdo
Cireulo de Mohr para tensido plana
2 2
O'X + 0 O'X -0
o-| ——L|| +7*=| "L +¢ 7
2 2 Y
l civculo
C T T |
1
| (x=x.V +(g-4,Y =r" |
L o i |
2
O-X + O-y . O-X B O-ﬂ 2
centro: o, = > er, =0 raio: r = > +t7,
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Estado Duplo de Tensdo
Clreulo de Mohr para tensdo plana

o
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Estado Duplo de Tensdo
Cireulo de Mohr para tensido plana

/ ~ 3 . .
Tensoes principars v Tensdes normal maxima

v

v Tensdo de cisalhamento mdxima

..
e mintima
2
O-X B Uy 2
Tmax = “Fmin = 2 + Xy
‘ , . ) 'S
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Estado Duplo de Tensdo
Propriedades do estado duplo de tensio

v As tensbes de cisalhamento sdo nulas nos planos onde atuam as

tensdes principais:
P P o e o

max in

v Os planos principais sdo ortogonais;

v A soma das tensdes normais em 2 planos ortogonais quaisquer é

constante:

c. to =0 +0 =0 +o0

(9) (0+£) X Y 1 2
2

v As tensdes de cisalhamento extremas valem:

v As tensBes normais nos planos de Zae € T, Valem:

o +o
o=-"= =4
2
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Estado Duplo de Tensdo
Estados de tensdo especrais
v' Estado simples de tensdo
tragdo compressdo
> s O / 2 o, / 2 |€
e o
> 45° <
T = %
max 2 T\
O
= —O0 = 0
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Estado Duplo de Tensdo
Estados de tensdo especiars

v’ Estado de cisalhamento simples Ponto B

COXTRENET 5 T
& B
T
[l
<
T

B
T
T

Ponto A

T
<A
2|2
T

A
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Estado Duplo de Tensdo
Estados de tensdo especrais
v’ Estado hidrvostatico de tensdo

o
—@ >
o, =0, =— V2
/Z r =1. =0
max min
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Estado Duplo de Tensdo
Construgdo do civeculo de Mohr A
4 e

o

1. Desenhar um sistema de coordenas conforme desenho esquematico

abaixo: T
T L 0
. 71
2. Localizar o centro C do circulo com coordenadas:
O
o, + o, —_—>
1
O-O_O-mm’_ 2 eTO_O [ VA 7'{
O 1
° 1
1
Iy
g*} PEF2603 : Estruturas na Arquitetura lll - Sistemas Reticulados e Laminares {; P

Estado Duplo de Tensdo
Construgdo do civeulo de Mohr

3. Localize os pontos A e B a partir das suas componentes de tensdes
atuantes nesses dois planos ortogonais

T
1 gbs: _N?hcfrcu!o de Mol a tensdo
PN e cisalhamento é positiva no
T A(6 = 0%) sentido horario:
Xy Lo ®
1
¢ o, o
1 , :
o, |
— X |
e ---@
! _ o
v B(6 =490°)
______________/I{L
%
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Estado Duplo de Tensdo

Construgdo do civeculo de Mohr

4, Desenhe uma linha do ponto A ao ponto B. Essa linha é o didmetro do
civeulo e passa pelo centro C. Lembre que os pontos representam as tensbes
em planos ortogonais (90°) e no circulo estdo 180° separados.

Obs: No circulo de Mohr a tensdo
T de cisalhamento é positiva no
sentido horario:

r A(6 = 0°)

XY L. ‘

o 20 = 180°

—e— o

O-X : \\.\/ io-ﬂ
P @
" B(0=40°)
______________ﬂI,L
O-O
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Estado Duplo de Tensdo
Construgdo do civeulo de Mohr

5. Usando o ponto C como centro, desenhe o circulo através dos pontos
A e B. Note que o circulo desenhado possui raio r.

T
A(8 = 0°) raio: r = [GX _ G’J +z,”

4

Y
§§ PEF2603 : Estruturas na Arquitetura lll - Sistemas Reticulados e Laminares {r 3
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Estado Duplo de Tensdo
Construgdo do civeculo de Mohr

6. Pode-se determinar por inspecdo as tensoes principais e tensoes de
cisalhamento maximas e seus respectivos angulos (considerando o sentido
hordrio como positivo) a partir do plano.

N X Y 2
raio: r = _— +
A(0 = 0°) ¢

o
Y
g*} PEF2603 : Estruturas na Arquitetura lll - Sistemas Reticulados e Laminares f» 3
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Estado Duplo de Tensdo
Exercicio O3

Para um ponto na superficie de um sélido ilustrado abaixo sob estado duplo de
tensdes, calcule as quantidades a seqguir com base no circulo de Mohr:

a) Tensbes agindo em um plano inclinado a um angulo de 45°
b) As tensbes principais

¢) Tensdes de cisalhamento maximas

Obs: desenhar os resultados obtidos nos elementos infinitesimais

|7EX 10MPa
’ L

_$ $_ SOMPa
40MPa
. . ) . Ll
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