Revisao: Oscilador Harmonico
(Dated: 4 de maio de 2015)

O objetivo desta lista é reforgar os conhecimentos adquiridos sobre o oscilador harménico e aplica-
los nos exercicios. Para guiar os estudos, ndo gaste mais que 15 minutos por exercicio. Escreva suas
dividas e discuta com seus colegas ou me procure no lab 408.

HAMILTONIANO

Seja o operador hamiltoniano
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Dividindo-se por hw (dimensdo de energia), um opera-

dor adimensional é obtido:
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Note que poxg = h.

OPERADORES LEVANTAMENTO E
ABAIXAMENTO (DE NIVEIS)

Operadores levantamento e abaizamento:

of = (X/xo)\—/g(lp/po)7 (4)

_ (x/z0) +i(p/p0)
- 7 . (5)

Relagao de comutagio:
[a,a'] = 1. (6)

Na pratica, a relagdo de comutacao surge como uma cor-
recao quando trocamos a ordem de atuacao e operadores.
Por exemplo,

aa’ = a'a + [a,a’] = a'a + 1. (7)

A relagao de comutacio é calculada a partir de [x, p] =
ih, pois
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[a,a] =1. (8)

OPERADOR NUMERO E AUTOESTADOS

O operador hamiltoniano (energia) é proporcional ao
operador nimero N:

]HzﬁLu(N-i-;). (10)

Autoestados e autovalores: Os autoestados |n) de N
também sao autoestados de H, ou seja, sdo observaveis
compativeis [N, H| = 0. Seus respectivos autovalores sao

N|n) = n|n), (11)
onde n =0,1,... A partir dessa relacdo, determina-se as
autoenergias

1
E,=hh({n+ 5] (12)

Relagoes de comutacao:

[N,a'] =af, [N,a] = —a. (13)

AUTOESTADOS

Sao construidos a partir da aplicagdo sucessiva dos ope-
radores af,

a'ln) = vVn+1|n+1). (14)

Exemplo: [1) = af|0); [2) = (1/v2)al[1). De modo
geral,
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A acdo do operador abaixamento é
aln) = v/njn — 1). (16)

Fungdo de onda espacial:
A representagio do autoestado |n) na base das posigoes
|z) é dada pela fungdo de onda ¢, (z):

w = [dolo)eln) = [dogu@le). (1)

Assim, a probabilidade de encontrar o estado n na entre
a posicio z e z+dx é p,(z)dr = |p,(2)|2dz ou p,(x) =
|(z|n)|?. Por exemplo, se uma particula encontra-se no
estado n = 1, a probabilidade de encontra-la na origem
é [(z = Ofn = 1) = [{0,]1,)]2.



A funcao de onda do estado fundamental é calculada
a partir da equagéo a|0) =0,
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A solucédo desta equagao é
1 e —z?/2x2
eola) = (7)o (19)

que é nada mais que uma gaussiana centrada na origem,
com xg desempenhando o papel de desvio padrao.
O estado ¢1(z) é
1 [z d
T)=—|——20— ). 20
p1(x) [ de} Po(x) (20)

To
Essa é a relagdo de recorréncia dos polinémios de Hermite
de ordem n. De modo geral,

on(x) = C’an(x)e_zz/QIg. (21)

Operador posigdo:

Exemplo: valor esperado

= (nla+al|n) = 0. (22)
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COMBINACAO LINEAR

O estado mais geral possivel, |¢), que descreve um
certo sistema fisico sujeito a um potencial harmonico é

vy = caln). (23)
n=0

Fungdo de onda espacial:

v = [devile) = [ Y cupnle)le)

oo

Z cntpn(T), (24)

n=0

= P(r) =

onde ¢, (z) é a funcdo de onda espacial do autoestado

n).

Densidade de probabilidade espacial:

P(z) = [p()* = [(x|v)[? 'an

Note que estamos tomando o médulo quadrado da soma.
Por exemplo, considere um estado |1) que é a combinacao
linear de dois estados:
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[po(x) + ¢1(x))
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po(z) + p1(z)
e

) = = P(z) =
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Isto é um efeito de interferéncia entre os niveis: em al-
gumas posi¢des z, as ondas podem interferir de modo
construtivo ou destrutivo.

EXERCICIOS

Exercise 1 Calcule

a) a’[12).
b) a'a®(aa’ — 1)%|n) para qualquer valor de n.
¢) {¢lp) onde |p) = al|n).
d) (x=0n=0)e (x=0n=1).
e) (z|x"|ng), k = £1.
£) (YIx*[) com |¢) =32, cnln).
g) [xN].

Exercise 2 Calcule as autoenergias e autoestados para o caso
3D com frequéncias naturais w, # wy 7 w.. Existem estados
degenerados? Qual a condi¢do?

Exercise 3 Calcule as autoenergias e autoestados para o caso
3D com uma unica frequéncia natural w. Determine a dege-
nerescéncia (FE) para uma dada energia E.

Exercise 4 Mostre que, se ¢,(t = 0) = £, o deslocamento
médio do oscilador harménico unidimensional no tempo ¢/,
conhecido seu estado no tempo ¢, é dado por

V2 i Vi + 1€ cos(wn(t' — t) + wt').

n=0

(@)=l (1)) =
(27)

Exercise 5 Suponha que, em adi¢do ao potencial harmonico
1D, exista um potencial linear V(x) = Bx. Mostre que tal
potencial ndo afeta o sistema a menos de um deslocamento
na posicdo de repouso.

Exercise 6 Suponha que, em adi¢do ao potencial harménico
1D, exista um potencial V(x) = (mw'?/2)x?. Mostre que tal
potencial afeta a frequéncia natural do sistema mas mantém
a estrutura de autovetores intacta.

Exercise 7 Encontre as autoenergias de um dipolo elétrico

sujeito a um potencial harménico imerso num campo elétrico
"

constante £ = EyZ.

Exercise 8 Um elétron encontra-se confinado sob acdo de
um potencial harmoénico 3D esférico. Determine a densidade
de carga p(r,t) assumindo que o estado inicial seja combina-
¢ao linear dos 4 estados de mais baixa energia. A partir deste
resultado, calcule o potencial elétrico e o campo elétrico re-
sultante. Este resultado é compativel com a fisica classica?



