Mecanica Quéantica 12/03/2015

Na aula passada, aprofundamos nossos estudos sobre o conceito de operadores em Mecénica
Quantica. O operador hamiltoniano H, cujos autovalores sdo as energias Ey (k=0,1,...), possui
um papel impar na evolugdo temporal dos estados fisicos |¢(t)) de sistemas quanticos. Para ser
preciso, como visto na tltima aula, a equagao que rege essa dindmica é
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A equagdo acima é conhecida como equacao de Schrodinger. Hoje ndo vamos nos divertir com sua
resolugao formal, apenas desenvolver e explorar algumas ferramentas que, eventualmente, serao de
grande serventia. Vejamos algumas de suas propriedades.

Observe o lado direito da eq. (1). O operador hamiltoniano atua sobre o vetor |1 (t)). De acordo
com o conteudo das aulas passadas, sabemos que operadores atuam sobre vetores. O resultado da
operagao sao outros vetores pertencentes ao mesmo espaco vetorial (no caso da Mecanica Quantica,
espago de Hilbert). Em particular, dado um operador O, existe um conjunto de vetores especiais
lor) (k=0,1,...), denominados autovetores, que satisfazem
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Os nameros complexos A\, sdo os autovalores. Para cada autovetor |py) existe um autovalor A.
Note que a atuagdo do operador O sobre seu k-ésimo autovetor |y ) resulta no mesmo autovetor
multiplicado escalarmente pelo seu respectivo autovalor. Por conveniéncia, assumimos que os auto-
vetores ja foram devidamente normalizados.

Se o operador O for hermitiano, © = O, seus autovetores sio também ortogonais entre si,
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e seus autovalores sdo reais A\y € R. Como em Fisica medidas geralmente sao reais, geralmente os
operadores relevantes sao hermitianos. Neste caso, temos
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1 Autovalores e autovetores: 2 niveis

No que segue, considere um sistema formado por um tunico atomo e que possui dois estados
fisicos distintos, |0) e |1). Para deixar o problema mais emocionante, vamos assumir que o estado
|0) representa o 4tomo em seu estado de minima energia, Ey, enquanto o estado |1) possui energia
E, > Ey, conforme mostra a figura abaixo.
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Figura 1. Nosso toy model. Sistema de dois niveis. Estado de menor energia é representado pelo nivel Eg.
Em a), para baixissimas temperaturas e um tnico atomo, a gravura ilustra a comportamento esperado do
sistema. Em b), o fisico experimental ilumina o sistema.

a) Para deixar o problema mais concreto, associe o modelo de dois niveis descrito acima com
algum sistema fisico de seu conhecimento. Se necessario, considere aproximagoes. Justifique
sua resposta.
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SEgAO 2

Como dissemos no enunciado, cada nivel possui sua respectiva energia. Cada nivel pode
entao ser associado a um vetor. A dimensao do espaco em questao é 2. Represente através
de colunas os estados |0) e |1).

Mostre a representacao matricial do operador hamiltoniano.

Uma vez entendido o sistema, temos uma idéia brilhante: que tal iluminar o 4tomo com
luzes de diversos comprimentos de onda A\, um de cada vez? Medimos a intensidade da luz
gerada e a intensidade da luz ap6s a interagao com o atomo. O que pode acontecer e com
quantos comprimentos de onda? Qual condicao \ deve satisfazer?

O fenémeno acima é descrito pelo operador af. Como descrevé-lo na representacio matri-
cial? Ele é hermitiano?

Considere que um fisico experimental consegue fazer com que o atomo, agora no estado
excitado, emita toda a luz absorvida. Descreva o operador a associado com essa transfor-
macao. Justifique.

g) Encontre os autovalores e autovetores do operador H; = hw(a+ a').
Exercicios
a) Considere um sistema fisico composto por trés estados, |—1), |0) e |[+1). No espaco de Hilbert
definido por esses vetores, definimos o operador J,. Por hora, vamos nos contentar com suas
propriedades. Ao longo do curso, veremos suas propriedades mais detalhadamente. Dada a
acao de J, sobre os estados |—1), |0) e |[+1), construa sua representacdo matricial.
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Encontre seus autovalores e autovetores. Calcule o traco de J, e de J2. Generalize para
qualquer fun¢do analitica f(J,).
b) Considere os operadores
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Como se sabe, o produto matricial ndo é comutativo, isto é, AB# BA. Mostre que
Oz 0y —Oyog=1h0,. (11)

Em seguida, calcule os autovalores e autovetores de cada operador. Mostre que os autova-
lores poderiam ter sido obtidos a partir do trago. Calcule exp (5 0,) na base dos autovetores
do operador o,. Realize o procedimento anterior agora na base dos autovetores de o.

Prove que operadores hermitianos possuem apenas autovalores reais e que seus autovetores
sao ortogonais. Exemplifique. E possivel construir operadores hermitianos a partir de ope-
radores nao hermitianos?



