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Capitulo 1
Cinematica

Estudaremos aqui os conceitos de posicao, ve-
locidade, aceleracao e trajetérias, sem nos preo-
cupar com as suas causas, ao invés, procurare-
mos construir ferramentas matematicas adequadas
a uma descricao elegante e pratica destas grandezas
fisicas.

Em geral, um objeto qualquer move-se em um
determinado espaco. Portanto, precisaremos cons-
truir uma forma efetiva de representar posicao, ve-
locidade, aceleragao e trajetéria deste objeto em
cada instante de tempo neste espaco. Para efetu-
armos esta constru¢ao, denominada de sistemas de
coordenadas, iremos precisar de ferramentas ma-
temdticas. Precisaremos de pontos para localizar
nossos objetos fisicos e de curvas para representar
suas trajetorias. Precisaremos também de vetores
(por exemplo, os vetores posicao, velocidade, ace-
leragéo e forgas) bem com de matrizes (por exem-
plo, momento de inércia) para representar diver-
sas quantidades fisicas. Também iremos construir
ferramentas especificas, como derivadas e integrais,
além de produtos escalares e vetoriais, para modi-
ficarmos quantidades fisicas.

1.1 O espaco Euclidiano

O que é o espaco? Pode parecer inacreditavel,
mas ainda nao dispomos de uma resposta concreta
a esta pergunta e, talvez, nunca venhamos té-la.
No entanto, veremos que, mesmo desprovidos de
uma definicao, seremos capazes de usar o espago de
forma operacional. Encontraremos outras duas si-
tuagoes anadlogas envolvendo os conceitos de tempo
e massa. Esta capacidade de operar com conceitos
desprovidos de uma defini¢ao tnica é, sem duvidas,
uma das grandes conquistas humanas.

Por enquanto vamos admitir a “existéncia”’ de
um espago caracterizado pelas seguintes qualida-
des: (i) a soma dos espagos das partes é igual ao
espago do todo contendo estas partes; (ii) o espago
é desprovido de matéria e, portanto, desprovido de
qualquer propriedade que possa influenciar no mo-
vimento dos corpos; (iii) o espago é homogéneo, isto
é, qualquer posicao ao longo de uma determinada
diregao é sempre igual as demais; (iv) o espago é
isotrépico, isto é, estando em uma posicao fixa, to-
das as diregoes sao idénticas; (v) o espago apre-
senta trés dimensoes independentes (por exemplo,
largura, profundidade e altura) e é infinito. Como
veremos a seguir, estas propriedades tornam ope-
racional o conceito de espago.

Tendo estabelecido estas propriedades, podemos
afirmar que objetos podem ser localizados neste
espaco através de coordenadas, medidas em relagao
a alguma posicao fixa, previamente escolhida, a
qual chamaremos de referencial. Note, portanto,
que coordenadas sao medidas relativas de distancia.
Também ¢é importante mencionar que espago e
tempo sao conceitos distintos: relégios sincroni-
zados podem ser colocados simultaneamente em
qualquer posicao neste espago que estamos consi-
derando. Desta forma, trabalharemos com a nocao
de tempo absoluto, ou seja, relégios sincronizados
sempre marcarao os mesmos intervalos de tempo
em qualquer posi¢ao do espago. Discutiremos as
propriedades operacionais da nocao de tempo na
segunda parte contendo as leis de Newton.

E importante ter em mente que o conceito de
espago que estamos usando aqui, comumente de-
nominado de espa¢o Euclidiano, uma homenagem
ao matematico grego Euclides que viveu no Séc. I11
a.c., considerado o fundador da geometria plana, foi
estabelecido somente a partir do Séc. XIV. As prin-
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cipais propriedades dos objetos geométricos da geo-
metria Fuclidiana serao estudadas detalhadamente
no curso de Geometria Analitica. No entanto, usa-
remos aqui as nogoes de ponto como sendo um ob-
jeto adimensional, de curva como sendo um objeto
unidimensional (tendo apenas comprimento, como
retas, pardbolas, circunferéncias, elipses, espirais,
etc.) e de superficie como sendo um objeto bidi-
mensional (tendo apenas drea, como planos, cascas
esféricas e cilindricas, etc.). Também utilizaremos
a nogao de vetor como sendo uma flecha (segmento
orientado) tendo comprimento, dire¢ao e sentido.
Portanto, vetores sao objetos que necessitam de
trés informagoes para serem especificados. Obje-
tos que precisam de apenas uma informacao para
serem especificados, como os numeros reais, sao de-
nominados de escalares. Também assumiremos que
o teorema de Pit4dgoras ¥ para tridngulos retangulos
seja conhecido.

Muito bem, tendo estabelecido as principais pro-
priedades do espaco Euclidiano, o qual estd pron-
tinho para receber objetos, devemos fixar uma
notacao para as coordenadas que irao localizar um
determinado objeto. A Figura [ ilustra uma
situacao tipica: um ponto m, com coordenadas
m(z,y, z), representado em um sistema de coor-
denadas com eixos X, Y e Z mutuamente perpen-
diculares (ortogonais), conhecido como sistema de
coordenadas cartesiano, introduzido por René Des-
cartes no Século XVII. Os ntimeros reais (z,y, z)
sao determinados graficamente da seguinte forma:
primeiro tragamos uma reta paralela ao eixo Z pas-
sando por m até interceptarmos o plano XY. Pas-
sando por este ponto de interseccao, tragamos retas
paralelas aos eixos Y e X, as quais interceptam os
eixos X e Y em z e y, respectivamente. A coor-
denada z é obtida tracando uma reta paralela ao
plano XY até interceptarmos o eixo Z em z.

E possivel calcular a distancia entre dois pontos,
digamos A(Zq, Ya, 2a) € B(Zp, Yp, 2p), NEste espago
Euclidiano usando somente suas coordenadas, sem
a necessidade de uma régua? Sim, é perfeitamente
possivel. Uma possivel maneira é definir a distancia
entre dois pontos como sendo o comprimento do
segmento de reta que os une. Por exemplo, o seg-
mento de reta que une a origem (0, 0,0) e o ponto
m(x,y, z) na Figura [T tem um comprimento igual

1A soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado
da hipotenusa.
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Figura 1.1: Um objeto m localizado no espago Eu-
clidiano XY Z pelo vetor posi¢ao ¥ com coordena-
das (z,y,z). Os versores i, j e k sao ortogonais e
estao normalizados a unidade.

a \/x? + y2 + z2. Este resultado pode ser obtido

aplicando o teorema de Pitdgoras duas vezes (faga
o Exercicio B). Assim, a distancia entre a ori-
gem O e o ponto m é \/z2 4+ y2 + 22. Note que
0s numeros r, y e z representam também os cate-
tos dos dois triangulos retangulos utilizados para
estabelecer este resultado (conforme indicado no
Exercicio B). Este exemplo nos ensina que em
geral a distancia d(A, B) entre dois pontos quais-
quer A(Za, Ya, 2a) € B(xy, yp, 2p) pode ser calculada
através de suas coordenadas por

d(A,B) =
= \/(xb - xa)z + (yb - ya)2 + (Zb - Za)2'

(1.1)

Como um vetor é formado por dois pontos no
espago (origem e ponta), entdo podemos usar a ex-
pressdo da Eq. (D) para calcularmos o compri-
mento de vetores (faca os Exercicios IH3).

Note que a expressao () nos permite calcular
o comprimento de vetores conhencendo apenas as
coordenadas de seus pontos extremos, sem a neces-
sidade de um instrumento de medida. Descartes li-
teralmente transformou a geometria Euclidiana em
nimeros, permitindo assim o uso da andlise ma-
temédtica em geometria (Geometria Analitica), ao
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invés dos instrumentos tradicionais como réguas e
compassos. Como veremos, esta forma analitica
de lidar com a geometria sera extremamente 1til a
mecanica, bem como a toda a ciéncia moderna.

1.1.1 Exercicios

Exercicio 1

Use o teorema de Pitdgoras para determinar o com-
primento do vetor p'no plano XY na Figura I em
termos das coordenadas x e y. Use régua e papel
e lapis e desenhe um triangulo retangulo formado
com os catetos ¢ = 4 cm e y = 3 cm. Verifique
(experimentalmente) com sua régua que o compri-
mento da hipotenusa é muito préximo do valor cal-
culado pelo teorema de Pitagoras. Discuta a fonte
e o tamanho dos erros em suas medidas.

Exercicio 2

Use o resultado do exercicio anterior e novamente
o teorema de Pitadgoras para determinar o compri-
mento do vetor 7 na Figura . Calcule o valor
deste comprimento quando x =4 cm, y = 3 cm e
z =5 cm.

Exercicio 3

Mostre que o comprimento do vetor 7 calculado no
exercicio anterior também pode ser obtido pela ex-
pressdo dada na Eq. (1) com o ponto A sendo a
origem O e o ponto B sendo o ponto m (veja a
Figura [CO).

1.2 Vetor posicao

Na Figura [ estamos usando o vetor 7 para indi-
car a posicao do objeto m. Um vetor com a ori-
gem fixa na origem de um sistema de coordenadas
e com a ponta na posicao de um objeto (em movi-
mento ou nao) é denominado de vetor posicdo. Em
principio nao precisamos usar um vetor para loca-
lizar um ponto no espaco. No entanto, a nocao de
velocidade requer a presenga de um vetor posicao,
isto é, requer a especificacdo de uma direcao e de
um sentido, além do seu valor. Quando ha movi-
mento, é importante especificar também a diregao
e o sentido deste movimento. Em outras palavras,
precisamos saber para onde estamos indo, literal-
mente. Como veremos, vetores constituem uma
linguagem matematica extremamente concisa, ele-
gante e pratica para descrevermos posigoes, velo-
cidades, aceleragoes e outras quantidades fisicas,

como forgas, que necessitam de diregao e sentido,
além de intensidade, para serem especificadas com-
pletamente.

Em geral, quando a origem de um vetor estiver
na origem de um sistema de coordenadas, escrevere-
mos um vetor como uma matriz linha, ¥ = (z,y, z),
formada pelas componentes x, y e z da ponta do
vetor. Note que as coordenadas (z,y,2) do vetor
7 880 as mesmas coordenadas do ponto m. Isto
ocorre toda vez que colocamos a origem de qualquer
vetor na origem do sistema de coordenadas. As co-
ordenadas (z,y, z) do vetor 7 representam as suas
projegoes (ortogonais) sobre os trés eixos ortogo-
nais X, Y e Z, respectivamente (veja a Figura [T).
Também devemos lembrar que as propriedades de
homogeneidade (o epago é o mesmo ao longo de
uma dada diregao) e isotropia (0 espago é o mesmo
em todas as diregoes) nos permitem fixar a origem
do sistema de coordenadas em qualquer posicao do
espago, ou, equivalentemente, nos podemos sempre
transladar nossos vetores sem gira-los. Observe que
esta translacao deve ser feita de tal forma a manter
o vetor na nova posicao, sempre paralelo ao vetor
original. Esta translagao sem rotacao é conhecida
por transporte paralelo.

Essencialmente, o que estamos fazendo é usando
vetores para representar posigoes. Vejamos entao
algumas propriedades importantes sobre vetores
(todas as propriedades de vetores serao estudadas
detalhadamente no curso de Geometria Anlitica).
Primeiro, vamos denotar por # (observe a notagao)
um vetor de comprimento unitario, o qual chama-
remos de versor. Sendo r o comprimento do ve-
tor 7, entdo 7 = 7/r. O versor sempre indica
a direcao e o sentido de um determinado vetor.
A Figura [ exibe trés versores, 2, j e I%; um
versor para cada uma das trés diregoes indepen-
dentes. Observe na Figura [ que o teorema de
Pitagoras para triangulos retangulos nos permite
escrever p = xi + yj, bem como ¥ = g+ zk, ou
seja ¥ = xi + yj + zk. Este resultado estd nos
informando que podemos fazer combinagdes linea-
res de vetores, isto é, multiplicacao de vetores por
ntimeros? e soma entre vetores. Seja a e 3 dois
nimeros reais e 7| = (x1,y1,21) € T2 = (T2, Y2, 22)
dois vetores (posi¢ao). Entao, somando componen-
tes multiplicadas por nimeros, podemos formar um

2Numeros também sdo conhecidos por escalares, ou seja,
quantidades que precisam apenas de sua magnitude para
serem especificados completamentes.
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terceiro vetor,

—

3 = ary + [Bry

(axy + Pa, ayr + Bya, az1 + Bz2).  (1.2)

Note que combinacao linear é uma operacao entre
dois vetores (operagao bindria), fornecendo um ter-
ceiro vetor. Esta propriedade, compartilhada por
todos os vetores, é fundamental para atribuirmos
ao conjunto dos vetores a condi¢ao de “espago veto-
rial”, um dos tépicos centrais do curso de Algebra
Linear. Note que, pela propriedade (), temos
of = axi + ayj + azk. Usando (1) podemos ver
que a multiplicacao de um vetor por um escalar al-
tera seu comprimento, sem alterar sua direcao. No
entanto, o sentido do vetor multiplicado por um
escalar altera de acordo com o sinal deste escalar.
Outra observagao importante sobre combinagdes li-
neares entre vetores é que nem sempre um terceiro
vetor pode ser escrito como uma combinagao linear
entre outros dois. Dado trés vetores, pode ser que
nenhum combinacao linear entre eles seja possivel.
Neste caso, estes vetores sao denominados de line-
armente independentes. Os trés versores 7, j e I%,
mostrados na Figura [, sao linearmente indepen-
dentes (faga o Exercicio B).

Outra caracteristica de um vetor, muito impor-
tante para a Fisica, é o seu comportamento em
relagdo a rotacoes em torno de um eixo fixo e a
inversoes espaciais. Quando um vetor é rodado em
torno de um eixo fixo, o comprimento do vetor nao
é alterado. Apenas a sua diregdo é alterada. In-
versao espacial significa trocar simultaneamente o
sinal de todas as coordendas (“virar ao avesso”).
Portanto, uma inversao espacial mantém a direcao
e muda apenas o sentido do vetor. Um candidato
a vetor (que tem comprimento, diregio e sentido)
que permanece invariante a uma inversao espacial é
denominado de pseudo-vetor (exemplos de pseudo-
vetores serao apresentados na Sec. [, apds estu-
darmos o produto vetorial). Por falar em vetor e
pseudo-vetor, o vetor resultante 75 em ([CA) tem o
mesmo comportamento que os vetores 7} e 75 me-
diante rotagoes e inversoes espaciais?

1.2.1 Exercicios

Exercicio 4

Desenhe os vetores posicio B = (1,2,1) e Ry =
(1,1,2) em um mesmo sistema cartesiano de coor-
denadas (ortonormal). Determine as coordenadas

da soma El +ﬁ2 e da diferenca ﬁl —ﬁg e represente-
0s no mesmo sistema de coordenadas anterior. Use
o teorema de Pitagoras para determinar o compri-
mento de cada vetor. Repita este procedimento
para outras combinagoes lineares. Use um ambi-
ente computacional para representar estes vetores
tridimensionais.

Exercicio 5

Primeiro note que as componentes dos versores 7,
j e k mostrados na Figura [CT sdo 7 = (1,0,0),
7 =1(0,1,0) e k= (0,0,1). Agora tente escre-
ver, por exemplo, k = ai + Bj. Sabendo que a
igualdade entre vetores somente é possivel se hou-
ver uma igualdade entre suas componentes em cada
direcao, mostre que a combinacgao linear k= ai+ 587
resulta em trés equacoes lineares. Mostre que duas
destas equagoes lineares envolvem os escalares « e
B, cuja solugoes sao a« = 0 e B = 0. Verifique que
a terceira equagdo ¢ inconsistente (0 = 1). Isto
mostra que os versores i, j e k sdo linearmente in-
dependentes, isto é, nao admitem uma combinacao
linear entre eles. Este é um resultado tao impor-
tante que serd abordado em outros cursos (Célculo,
Geometria e Agebra).

1.3 Produto escalar

Ha outras operagoes binarias que podemos realizar
com vetores, além da combinacio linear (I2)? E
possivel inventar uma operagao entre dois vetores
que nos dé informagGes sobre seus comprimentos e
o angulo entre eles? Sim, é possivel e muito tutil.
Vejamos.

Também podemos realizar uma operacao bindria
envolvendo dois vetores cujo resultado é um nimero
real. Esta operagao bindria entre os vetores 7 e 75,
denotada por 7 - 75, serd denominada de produto
escalar. O produto escalar é definido requerendo
que ele satisfaga quatro propriedades: que ele seja
simétrico e linear,

—

71Ty =72 -7T1 € R, (1.3)

(1.4)

73 - (arf + Bra) = ars - T+ BT - T,
respectivamente, onde « e # sao sao numeros reais;
que ele seja positivo definido,

- -

=0ser=0
S 1.5
) (1.5)

>0se 7 #
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e que o comprimento r de um vetor 7 qualquer
possa ser calculado por

r=||F| = Vi (1.6)
A propriedade (I3) nos diz que o produto escalar
é uma operagao bindria simétrica (ou comutativa).
A propriedade () significa que o produto escalar
é linear, pois obedece a propriedade distributiva.
Note que os nimeros « e 8 no lado direito de ()
podem ser retirados de dentro dos produtos escala-
res. A propriedade (3) nos garante que o produto
escalar é bem comportado (ndo-degenerado), pois
ela evita que o produto escalar de um vetor com ele
mesmo seja nulo sem que o vetor seja nulo. A pro-
priedade (CA) nos diz que o comprimento, também
conhecido por mdédulo ou norma, pode ser calcu-
lado pelo produto escalar. Podemos notar entao
que a propriedade () estd em sintonia com a
definicdo () de comprimento como sendo uma
quantidade real positiva ou nula. Nula quando, e
somente quando, o vetor for nulo.

Uma questao importante é: como realizar esta
operagao binaria, denominada de produto escalar,
em termos de coordenadas? ou seja, como tornar o
produto escalar operacional? Gracas & propriedade
distributiva (IA), basta conhecermos todos os pro-
dutos escalares possiveis entres os versores 7, j e 12:,
colocados ao longo dos trés eixos independentes do
espago Euclidiano (veja a Figura ). Desta forma,
teremos, em principio, nove produtos escalares a se-
rem determinados, pois cada vetor pode ser escrito
como uma combinagao linear dos versores 7, j e k
do sistema de coordenadas escolhido. No entanto,
a propriedade de simetria, presente na definicao do
produto escalar em ([3), reduz para seis o nimero
de produtos escalares que devemos conhecer. Uma
forma eficiente de guardarmos estes produtos esca-
lares é utilizando um arranjo matricial, isto é, numa
matriz 3 x 3,

g= j@ jj f]f (1.7)
ki kg o kek

Utilizando a matriz (I2), contendo todos os pro-
dutos escalares entre os versores de base, deno-
minada de métrica, podemos mostrar que o pro-
duto escalar entre dois vetores quaisquer é calcu-
lado em termos de suas componentes da seguinte

forma (faca o Exercicio O),

LTy =T g7y, (1.8)
na qual 73 é uma matriz coluna, obtida da matriz
linha representando o vetor 75 pela transposicao de
suas linhas por colunas. As operacgbes matriciais
em ([J) sdo totalmente equivalentes ao uso da pro-
priedade de linearidade (&) com os vetores escri-
tos explicitamente em termos de seus versores (te-
nho certeza que vocé ird verificar isto). Esta parece
uma estéria sem fim. Afinal de contas, como po-
deremos calcular os produtos escalares que apare-
cem na métrica (C2)? Nao podemos! Estes produ-
tos escalares devem ser fornecidos. Decepcionado?
Para entendermos melhor esta situacao, devemos
nos perguntar: qual é o significado geométrico do
produto escalar?

Figura 1.2: O produto escalar estd associado com
a projecao geométrica de um vetor sobre o outro.
Veja os teoremas 0 e O.

Para entendermos melhor o significado
geométrico do produto escalar, devemos cal-
cular primeiro o produto escalar entre dois vetores
perpendiculares (ortogonais). Vamos usar os verso-
res ¢ e 7 como dois representantes tipicos de vetores
ortogonais. Como indicado na Figura 2 (a), o
comprimento da soma vetorial 7 + j é a hipotenusa
do tridangulo retangulo formado pelos versores i
e j. Como os versores possuem comprimentos
unitarios, por definicdo, entao a hipotenusa pode
ser calculada usando o teorema de Pitagoras,

i+ 3112 = [l + 13112 (1.9)
Sim, vocé tem razao. Naturalmente, o valor da
hipotenusa também pode ser calculado usando so-



1.3. Produto escalar

Capitulo 1. Cinematica

mente a ferramenta ([CO) para calcular o compri-
mento de um vetor,
+J) = il + 11" +22-J, (1.10)

I3l = (+))- (i

onde usamos também a propriedade distributiva do
produto escalar. Comparando estes dois resulta-
dos, () e (M), podemos concluir que i-j = 0.
Isto significa que o produto escalar entre dois ve-
tores ortogonais é nulo. Caso os vetores nao se-
jam unitarios, seguindo o mesmo raciocinio ante-
rior, este resultado continua valendo. Portanto ele
é um teorema:

Teorema 1
Sejam A e B dois vetores perpendiculares. Entao,
A-B=0 < ALlB. (1.11)
Portanto, ja sabemos o significado e o valor de
cada elemento na diagonal da métrica (IZa) asso-
ciada ao sistema de coordenadas cartesiano da Fi-
gura [, pois nossos versores %, j € k possuem com-
primentos iguais a um (sdo unitérios). E quando
os vetores nao sao perpendiculares? qual é o signi-
ficado do produto escalar? Considere dois vetores
arbitrérios A e B , formando um angulo 0 entre eles.
Dois vetores sempre estao em um plano, como mos-
trado na Figura 2 (b) Escolha neste plano um ve-
tor C perpendicular a B. N aturalmente, os versores
B e C formam uma base ortonormal para o vetor A
isto é, podemos escrever A=A cos 0 B + Asin6 C.
Efetue agora o produto escalar A B e use o Teo-
rema 0. Resulta que Acosf = A - B. Isto é exata-
mente a projecao do vetor A sobre o vetor B (ou
na direcio do vetor B).
roi=ux, F~j:yeF~lA€:z. Naturalmente, os pa-
peis de AeB podem ser perfeitamente invertidos.
Assim, temos um segundo teorema:

Note na Figura I que

Teorema 2
Sejam A e B dois vetores formando um angulo 0 entre
eles. Ent3o,

A B = ABcosé. (1.12)
Note que este teorema nos permite calcular o pro-
duto escalar entre dois vetores sem a necessidade
de escrevé-los em um determinado sistema de co-
ordenadas, basta conhecermos seus comprimentos
e o angulo entre eles.

Resumindo: além do comprimento, o produto es-
calar nos da também uma informagcao sobre a ori-
entacao relativa entre vetores. Também é impor-
tante notar que a expressao (CIA) nos fornece uma
forma operacional para calcularmos o produto es-
calar entre vetores quando seus comprimentos e o
angulo entre eles sao conhecidos previamente.

Voltemos ao nosso problema original: o sistema
cartesiano da Figura . Nele, escolhemos os trés
versores 2, j e k mutuamente ortogonais (perpen-
diculares), isto é, os dngulos entre estes versores é
de 90 graus. Portanto, usando o Teorema O, nossa
métrica (@) pode ser escrita explicitamente,

>
>
>

1
=10 . (1.13)
0

@’> <>
'Q) Oy o
T

I FH [
O = O
— o O

T
[y

ou seja, ela é a matriz identidade. Isto simplifica
muito nossa vida e explica a importancia pratica de
usarmos sistemas ortonormais (versores ortogonais
e unitdrios) de coordenadas. Assim, podemos escre-
Ver o produto escalar entre dois vetores arbitrarios
A= (A;,A,,A;) e B = (B,;,By,B,), usando a
prescricao (I3), em um sistema de coordenadas or-
tonormal cartesiano como (verifique)

A.B=AgB" = A,B, + AyB, + A.B.. (1.14)
Use (@A) para calcular o comprimento do vetor
posicao 7 da Figura [ e veja que é 0 mesmo va-
lor obtido diretamente das projecoes indicadas na
mesma figura.

Também é importante ter em mente que a ex-
pressao (CIA) é valida somente em um sistema or-
tonormal de coordenadas. Caso a base nao seja
ortonormal, devemos usar a métrica (I2) em todas
as operagoes envolvendo o produto escalar, como
em ([F). Também devemos ter em mente que a
métrica vem junto com a base, ela é um conjunto de
“especificacoes técnicas” sobre a base, uma espécie
de “manual de instrugoes”. Se alguém lhe vender
uma base sem a métrica, entre em contato com o
Procon mais proximo.

Uma vez que as coordenadas dos vetores AeB
sao conhecidas em um sistema ortonormal de coor-
denadas, entdo podemos usar (CId) para calcular
(em termos das coordenadas) o valor do produto es-
calar que aparece no lado esquerdo de (CIA), bem
como os médulos A e B que aparecem no lado di-
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reito. Assim, poderemos usar (ICIA) para calcular
o angulo entre dois vetores.

1.3.1 Exercicios

Exercicio 6

Usando a propriedade distributiva () escreva
explicitamente o produto escalar entre os vetores
71 = (z1,y1,21) e Ta = (x2,y2,22). Verifique que
este resultado é idéntico as operagoes matriciais do
lado direito da Eq. (I3).

Exercicio 7

Efetue o produto escalar entre os vetores posigao
Ry = (1,2,1) e Ry = (1,1,2). Calcule também o
comprimento de cada um deles bem como o angulo
entre eles. Repita este procedimento para os veto-
res resultantes da soma e da diferenca entre él e
R,. Considere um sistema ortonormal de coordena-
das. Discuta (experimentalmente) a relacdo entre
produto escalar a projecao de um vetor sobre outro.

Exercicio 8

Escreva uma rotina em computacao algébrica para
calcular o comprimento de um vetor a partir de suas
componentes em uma base ortonormal. Use uma
estrutura do tipo lista (list) para estocar as coor-
denadas de um vetor. Escreva também uma rotina
para calcular o angulo em radianos e em graus entre
dois vetores a partir de suas coordenadas. Verifi-
que o funcionamento de suas rotinas comparando
os resultados delas com os resultados do exercicio
anterior.

Exercicio 9

Refaga as duas rotinas do exercicio anterior as-
sumindo que a base seja arbitraria, definida pela
métrica (). Use uma estrutura do tipo matriz
(Matriz) para estocar a métrica.

Exercicio 10
Suponha que uma determinada base tenha a se-
guinte métrica:

(1.15)

Determine os angulos entre os versores desta base
e desenhe-a. Suponha que Ry = (1,2,1) e Ry =

(1,1,2) sejam dois vetores escritos nesta base. De-
termine seus comprimentos e o produto escalar en-
tre eles. Desenhe-os nesta base. Discuta (expe-
rimentalmente) a relacdo entre produto escalar a
projecao de um vetor sobre outro.

1.4 Produto vetorial

Ha uma outra operacao bindria com vetores que
é muito importante. Trata-se do produto vetorial.
Neste tipo de operagao, define-se um novo produto
entre os vetores A e B, denotado por A x B (ou
AN B), denominado de produto vetorial de A por
B , do qual resulta um novo vetor. Lembre-se que o
produto escalar produz um nimero (escalar) real.
O produto vetorial é definido pelas seguintes pro-
priedades:

AxB=-BxA, (1.16)

C x (@A + BB) = a(C x A) + B(C x B), (1.17)
AxB=C&sC-A=C-B=0, (1.18)
(A,B,Ax B): destrogiro (1.19)

A propriedade (CIW) significa que o produto ve-
torial, ao contrario do produto escalar, é anti-
simétrico (troca de sinal quando os vetores trocam
de posigoes). A propriedade (CIA) significa que o
produto vetorial, assim como o produto escalar, é
linear. Note que os escalares « e 8 no lado direito
de (CIA) podem ser retirados de dentro do pro-
duto vetorial (como no caso do produto escalar). A
proprledade (IA) significa que o vetor resultante
Ax B é, 81multaneamente perpendicular aos ve-
tores A e B. A propriedade ( ) 51gn1ﬁca que o
sentido do vetor resultante ¢ = A x B é indicado
pelo nosso polegar direito quando movimentamos
os demais dedos da méo direita no sentido de A
para B (regra da mao direita; veja a Figura [3).
Note que a propriedade (ICT) é uma escolha para
a orientacdo do produto vetorial (estamos usando
a regra da mao direita para estabelecer uma ori-
entacao espacial; muito mais sobre orientacao no
curso de Geometria Analitica).

Como podemos calcular as componentes do vetor
resultante C = Ax B a partir das componentes dos
vetores A = (Az, Ay, A) e B= (Bz, By, B,)? Isto
pode ser feito em duas etapas. Primeiro observe
que a propriedade (CIH) nos fornece as seguintes
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relagoes (verifique):

CrAy +CyA, +C. A, =
C.B, +CyB, +C.B, =0.

Note que estamos pressupondo que estes vetores es-
tejam decompostos numa base ortonormal. Caso
a base nao seja ortonormal, devemos efetuar os
produtos escalares usando a métrica apropriada.
Das relagoes () e (CZ0) podemos escrever, por
exemplo, as componentes C, e C, em funcao de C,
(verifique),

AyB, — A.B,
= =2 1.22
Co AyBy — AyB, s ( )
A.B,— A,B
C = MCZ' 1.2
Y A,B,— A,B, (1.23)
Naturalmente, podemos re-escrevé-las na forma
(verifique)
C, B Cy
A B, —A.B, A.,B,— A,B,
C,
AzBy — AyB, B | )

Estas razoes devem ser vélidas para quaisquer ve-
tores A e B Desta forma, temos as componentes
do vetor C resultante do produto vetorial A x B,
em termos das componentes dos vetores AeBeda
constante arbitraria 3. Mas como esta constante [
é arbitraria, entao podemos escolher um valor para
ela: = 1. Nao se assuste, como veremos adiante,
ha véarias razoes préticas para tal escolha. Com
8 =1 em (CZA), temos (faca o Exercicio [M):

Teorema 3
As componentes do vetor C' = A x B sao

C,=A,B. — A.B,,
Cy = AzBac - Aa:BZa
C.,=A,B,— AyB;.

(1.25)

Como veremos através de varios exemplos, esco-
lher 8 como sendo um numero positivo estd con-
dizente com a propriedade (ICIH) (regra da mao
direita). Caso tivéssemos escolhido um nimero
negativo para 3, terfamos que usar uma regra
da mao esquerda. Note que a disposicao dos
indices =, y e z nas expressoes dadas no Teo-
rema B segue uma ordem ciclica, com valores positi-
vos no sentido horério, {(z,v, 2), (z,z,y), (v, z,2) },

e com valores negativos no sentido anti-horario,
{(z,z,v), (y,x, 2), (z,y,2)}. Veja a Figura ([A)
com (i, 7, 12:) trocados por (z,y, 2).

Tendo as componentes (CZ3), podemos calcu-
lar 0 médulo do vetor C' usando o produto esca-
lar (). Apdés um pouco de paciéncia (Faga o
Exercicio [I; use computacao algébrica para che-
car os resultados), encontraremos

C? = A’B? — (A- B)?, (1.26)
a qual pode ser perfeitamente re-escrita, usando a
propriedade (ICT3), em termos do angulo 6 entre A
e B,

C? = A’B? — A’B?cos® 0 = (AB)?sin? 0. (1.27)

Portanto, temos:

Teorema 4
O médulo do vetor C = A x B pode ser convenien-
temente calculado por

C = AB |sinf)|. (1.28)
Assim, este Teorema O nos permite calcular o com-
primento do vetor resultante de um produto veto-
rial a partir dos comprimentos dos vetores iniciais e
do angulo entre eles, sem a necessidade de escrevé-
los em um sistema de coordenadas. Esta situagao
é analoga aquela relacionada com o Teorema 0.

Vimos anteriormente que um produto escalar
estd associado com a projecao de um vetor sobre
o outro. E o produto vetorial? ele tem alguma
interpretacao geométrica relevante? Sim, ele tem.
Note que a expressao (CZJ) é numericamente igual
a area do paralelogramo formado pelos vetores A
e B (veja a Figura 3 para se convencer disto e
faga o Exercicio ). Note que a escolha 3 = 1 per-
mite esta interpretagdo. Caso contrério (8 # 1),
terfamos a area do paralelogramo multiplicada pelo
valor de . Desta forma, podemos adotar esta inter-
pretacao geométrica como mais uma propriedade
na definigdo do produto vetorial (para fixar o valor
B = 1). Esta propriedade geométrica serd usada
para derivarmos uma das leis de Kepler para o mo-
vimento planetario.

Vejamos outras consequéncias do Teorema @. A
propriedade (CZ3) significa que o produto vetorial
entre dois vetores paralelos (ou anti-paralelos) re-
sulta em um vetor nulo, pois neste caso o angulo
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Figura 1.3: O produto vetorial esta associado com
a area do paralelogramo formado pelos vetores A
e B. O sentido do vetor resultante C = A x B ¢
dado pela regra da mao direita: empurrando com o
dedo indicador o vetor A sobre o vetor B , 0 polegar
indica o sentido do vetor C.

entre eles é 0 graus (ou 180 graus). Esta proprie-
dade, juntamente com a regra da mao direita nos
permite calcular todos os produtos vetoriais entre
0s versores 1, j e k de uma base ortonormal:

i=ixk, j=kxi k=ix]j (1.29)
Notas: (1) observando os produtos vetoriais (I"29),
percebemos que a regra da mao direita é equiva-
lente a efetuarmos permutagoes circulares nos ver-
sores 7, j e l%, tomando o sentido horario como po-
sitivo, como indicado na Figura (IA); (2) podemos
ver em (CZ) que a escolha § = 1 em (CZA) garante
que o versor resultante 7 = j x k seja unitério; (3)
usando (ICZ3) e a propriedade de linearidade (CI3),
podemos calcular o produto vetorial entre dois ve-
tores arbitrarios escritos explicitamente em termos
de uma base ortonormal (faca o Exercicio [3).

H& muitas outras propriedades importantes en-
volvendo simultaneamente produtos escalares e
produtos vetoriais (numa base ortonormal) as quais
serao estudadas no curso de Geometria Analitica.
Entretanto, iremos precisar em breve de uma
operacao envolvendo trés vetores. Nesta nova
operagao iremos usar um produto vetorial e um
produto escalar. Por isto ela serd denominada de
produto misto. A sua defini¢ao é: dado trés vetores
f_f, BeC quaisquer, o produto misto é um nimero
definido por C - (A x B) (veja a Figura [C3). Note

Figura 1.4: O sentido do produto vetorial é dado
pela regra da mao direita. Esta regra é equivalente
a execucao de permutagoes circulares dos versores
hjekiixj=k jxk=iekxi=}

que temos de executar primeiro o produto vetorial
A x E, o qual resultard em um vetor, para depois
calcularmos o produto escalar com 5, resultando
em um ndimero. Que acontece se as posicoes dos
trés vetores no produto misto c- (/Y X E) forem
modificadas simultaneamente, por exemplo para
B - (C x A)? Nada! O produto misto é invari-
ante por permutacoes circulares das letras A, B e

C,
A (BxC)=C-(Ax B)y=B-(C x A). (1.30)

Uma forma de provar esta propriedade é fazendo
uso do determinante para calcular o produto veto-
rial (verifique; faga o Exercicio [M):

o R k A, A, A,
A-(BxC)=A4-B, B, B.|=|B. B, B.
c, ¢, C.| |c. ¢, C.

(1.31)
Note que as permutagoes efetuadas no produto
misto (=0) correspondem a quatro trocas de li-
nhas no tltimo determinante em (IZ31), deixando-o
inalterado.

Portanto, do ponto de vista operacional, o pro-
duto misto estd muito bem compreendido. E o sig-
nificado geométrico do produto misto? Muito bem,
vocé estd aprendendo rapido as regras do nosso
jogo. O produto misto é numericamente igual ao
volume do paralelepipedo formado pelos trés veto-
res /T, B e C conforme ilustrado pela Figura 3
(estude a Figura 3 e faca o Exercicio ).

Algumas observacoes importantes sobre produ-
tos escalares e vetoriais a serem lembradas sempre:
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Figura 1.5: O produto misto C-(Ax B) é numerica-
mente igual ao volume do paralelepipedo formado
pelos vetores A B e C conforme o tracejado. O
médulo do vetor D = A x B é igual a drea da base
e o produto escalar C - D é a altura vezes a drea da
base, fornecendo o volume.

(1) o produto escalar é um nimero real e, geometri-
camente, estd associado a projecao de um vetor so-
bre o outro; (2) o produto vetorial fornece um novo
vetor (na verdade, um pseudo-vetor) cuja norma
(médulo) é numericamente igual & drea do parale-
logramo subentendido pelos dois vetores que foram
usados no produto vetorial.

Mencionamos na Secao A que um pseudo-vetor
nao inverte o seu sentido perante uma inversao es-
pacial. Desta forma, pseudo-vetores podem ser pro-
duzidos através de produtos vetoriais, pois inver-
tendo os sentidos de A e B simultaneamente, o
produto_vetorial A x B néo altera o seu sentido,
isto é, C=AxBéum pseudo-vetor. Em Fisica,
temos varios pseudo-vetores importantes. Iremos
trabalhar com dois deles em Mecéanica: momentum
angularI_::Fxﬁetorquef'zfxﬁ, onde 7 é o
vetor posi¢ao, p é o momentum linear (p'= mv) e
Féa forga resultante atuando no centro de massa
de um objeto de massa m. Nas nossas aplicagoes
iremos usar a forca de Lorentz, Fy = (q/c)T x B,
produzida por um campo magnético B sobre uma
carga g em movimento com uma velocidade ¥, como
exemplo de outro pseudo-vetor importante.
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1.4.1 Exercicios

Exercicio 11

Use as componentes dadas em ([CZ3) para verificar
(ou provar, demonstrar) que a expressio em ([Z0)
estd correta.

Exercicio 12

Efetue o produto vetorial R3 = ﬁl X 1%2 entre os
vetores posicao By = (1,2,1) e Ry = (1,1,2). Cal-
cule também o comprimento do vetor resultante
deste produto vetorial usando () e (CF). Cal-
cule explicitamente o produto escalar deste vetor
resultante com os vetores posicao ﬁl e ﬁg. Consi-
dere um sistema ortonormal de coordenadas. Faca
uma representacao grafica destes vetores. Calcule
também a area de cada paralelogramo formado por
cada par de vetores.

Exercicio 13

Escreva uma rotina em computagao algébrica para
calcular as componentes do vetor resultante de um
produto vetorial em termos das componentes dos
vetores originais. Considere uma base ortonor-
mal. Verifique o funcionamento de suas rotinas
comparando-as com os resultados do exercicio an-
terior.

Exercicio 14
Calcule a area do paralelogramo formado pelos ve-

tores A e B mostrados na Figura 3 em termos dos
comprimentos A e B e do angulo 6 entre A e B.

Exercicio 15

Efetue o produto vetorial entre A= A$i+ij+Az]A€
eB = B i+ Byj+ B.k explicitamente, usando ape-
nas a propriedade distributiva (CId) e os produtos
vetoriais (CZ9). Mostre que este procedimento nos
possibilita re-obter as expressoes ([C23).

Exercicio 16
Verifique que as componentes (CZ3) também po-
dem ser calculadas através do determinante

@
Ay
B

xT

S ok

AxB= , Al (1.32)

A
By

A
B

z

Refaga o Exercicio [ usando este método para cal-
cular o produto vetorial.
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Exercicio 17

Calcule o volume do paralelepipedo formado pelos
vetores A, B e C da Figura [ e mostre que este
volume é numericamente igual ao produto misto
C - (A x B). Portanto, o produto misto est4 re-
lacionado com volume. Calcule o produto misto
entre os vetores posicao A= (1,2,1), B = (1,1,2)
eC = (1,1, —1) mostrados na Figura C3. Qual é a
area da base, a altura, o comprimento dos trés la-
dos e o volume do paralelepipedo formado por estes
trés vetores?

1.5 Trajetorias

Tendo estabelecido propriedades importantes sobre
o espago Euclidiano, temos que precisar a nocao
de trajetoria de um objeto em movimento neste
espaco. Qual é a nocao cotidiana de trajetoria
que temos? Eu a vejo como um sequéncia de
fotografias de um objeto em movimento, tiradas
em intervalos de tempo muito pequenos, com as
posicoes do objeto ligadas por retas. Se os interva-
los de tempo sao muito pequenos, a trajetoria terd
a aparéncia de uma curva suave em trés dimensoes.
Isto é tudo que precisamos para estabelecer uma es-
trutura matematica geral para qualquer trajetoria.
Portanto, nosso problema agora é como representar
uma curva no espaco Euclidiano de forma eficiente,
i.e., tendo um sistema de coordenadas Cartesiano
(de preferéncia ortonormal), temos de encontrar
uma forma adequada (para a Mecanica) para re-
presentarmos analiticamente uma curva em termos
de coordenadas. E o programa cartesiano: trans-
formar objetos geométricos em nimeros.

Vamos iniciar pelo comego: com uma reta. E
bem no comego: com uma reta no plano XY. Es-
tamos bem familiarizados com uma reta no plano?
Sim, uma reta no plano XY é descrita pela equagao

Yy =a+ bz, (1.33)

na qual b é conhecido como o coeficiente angular
da reta. Ele é calculado conhecendo-se dois pontos
quaisquer (zo,y0) e (z1,y1) da reta,

b= Y1 — Yo

: 1.34
pa—— (1.34)

Naturalmente, temos nenhuma dificuldade em re-
presentar graficamente uma reta no plano desde
que as constantes a e b da equacdo (C3) sejam
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dadas. Para cada valor de x, h4 um tnico valor de
y. Desta forma, vdrios pontos (z,y) pertencentes
a reta (33) podem ser encontrados rapidamente.
Por ser uma relacao direta entre as coordenadas x
e y, a Eq. (Z33) é conhecida por forma direta da
equagao da reta em duas dimensoes (mais detalhes
serao vistos no curso de Geometria Analitica).

Apesar de nao haver dificuldades em calcular os
pontos da reta ([33), podemos interpretar este
processo computacional de forma ligeiramente di-
ferente, a qual serd muito util quando tivermos de
lidar com curvas tridimensionais. Esta nova ma-
neira de ver uma reta consiste simplesmente em
introduzir um parametro real, o qual denotaremos
por t, da seguinte forma. Primeiro, faca x = t.
Entao, de (C33) devemos ter y = a + bt. Desta
forma, para cada valor do parametro ¢ no intervalo
real [to,t1], teremos um ponto (x(t),y(t)) entre os
pontos (zg,%0) € (z1,y1) do plano XY. Assim, a
reta (IZ33) pode ser re-escrita como

a(t)y=t, y(t)=a+bt, telto,t]. (1.35)

Esta é a forma paramétrica de uma reta no plano
XY. Por exemplo, a reta y = 2z entre os pontos
(0,0) e (2,4) pode ser representada na forma pa-
ramétrica por x = t e y = 2t, na qual ¢t € [0,2].
Sim, de fato esta representacao paramétrica pa-
rece ser desnecessaria, pelo menos para uma reta.
Entretanto, esta forma paramétrica é natural em
Mecénica, pois em geral a posicao de um objeto
em movimento serd uma funcdo do tempo. As-
sim, a posicao serd naturalmente a representacao
paramétrica da curva caracterizando a trajetoria.
Veja uma outra situagao, ainda no plano, na qual
a representacao paramétrica é inerentemente de
grande valia.

Vamos considerar agora uma curva fechada no
plano XY. Algum palpite para uma curva fechada?
Isto mesmo, uma circunferéncia como aquela mos-
trada na Figura [O. Conta-se que Giotto, conside-
rado o mais importante pintor da pré-renascenca,
ao ser indagado sobre o que é simetria, desenhou
uma circunferéncia perfeita (a mao-livre, natural-
mente).

A equacdo de uma circunferéncia de raio R, cen-

trada no ponto (xg,yo), ¢ bem conhecida,
(z —20)* + (y — ) = R?, (1.36)

onde (x,y) sdo as coordenadas de um ponto sobre
a circunferéncia. Como proceder agora para repre-
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Figura 1.6: Uma circunferéncia de raio R centrada
em (o, Yo)-

sentar esta circunferéncia graficamente? Uma difi-
culdade em fazer este desenho surge por nao dis-
pormos no momento de uma prescricao tinica de
como escrever os valores de x e y que irao satisfa-
zer (Z30). Tentar isolar y em fungao de z,

y=1yotR?— (z—x0)?,

nao ajuda muito, pois nao é qualquer valor de x que
torna a raiz quadrada real em (33). A solugdo é
representar a circunferéncia (C30) numa forma pa-
ramétrica. Isto é feito como indicado na Figura O
com § =wtetel0,2n/w],

(1.37)

x —x9 = Reos(wt), y—yo= Rsin(wt). (1.38)
Assim, para cada valor do pardmetro t no intervalo
[0,27/w] teremos um tnico ponto sobre a circun-
feréncia. Esta é a forma mais eficiente de desenhar
uma circunferéncia (invente um exemplo). Observe
também que se o parametro ¢ tiver dimensoes de
tempo, entao a constante w devera ter dimensoes de
inverso de tempo (frequéncia), pois o argumento de
qualquer funcao transcendental deve ser adimensi-
onal. Veja o texto Apéndices para mais detalhes
sobre anélise dimensional.

Sumariando: uma trajetéria é representada ma-
tematicamente por uma curva 7y no espacgo Euclidi-
ano (mais Geometria Analitica). Em geral, a re-
presentagao paramétrica

vt — (2(t),y(t),2(t), telto,tr], (1.39)
é a forma mais eficiente de lidarmos com tais curvas
(veja a Figura ). Além disto, a representagio pa-
ramétrica é natural em Mecanica com o parametro ¢
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desempenhando o papel do tempo e com as coorde-
nadas (z(t),y(t), z(t)) de um ponto na curva identi-
ficadas com as coordenadas do vetor posigao 7(t) =
(z(t),y(t), 2(t)) do objeto no instante t. Note que
cada coordenada é também uma funcao do tempo
quando a posigao é escrita em termos de coordena-
das. Assim, o tempo (mecénico) desempenha na-
turalmente o papel de um parametro na forma pa-
ramétrica de uma curva. As coordenadas z(t), y(t)
e z(t) sdo denominadas de equagdes hordrias. Usa-
remos a segunda lei de Newton para determinar
a forma especifica destas equagoes horarias como
funcoes do tempo para varios tipos de forgas. Note

Figura 1.7: Uma trajetoria entre os instantes ¢y e
t; representada como uma curva suave No espago
Euclidiano. A reta que passa pelos pontos inicial
(7o) e final (7), portanto tocando a trajetéria em
pelo menos dois pontos, é denominada de corda ou
secante. A reta que toca a trajetdria em apenas um
ponto é denominada de tangente.

que a reta tangente de uma trajetoria retilinea coin-
cide com a prépria trajetoria e que retas concorren-
tes nao sao retas tangentes.

Uma questao importante: como determinar
a equacao de uma reta tangente em um dado ponto
de uma curva 7y representando uma trajetoria como
aquela exibida na Figura 47

Outra questao importante: como determinar
o comprimento de uma trajetoria entre dois ins-
tantes quaisquer, por exemplo, entre ty e t1 na Fi-
gura 34?7

Veja como estes problemas sao resolvidos na
secao seguinte. As solugbes destes dois problemas
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nos fornece uma forma eficiente para calcularmos a
velocidade (bem como sua aceleragdo) instantanea
e o espago percorrido por um objeto conhecendo-
se a forma paramétrica de sua trajetéria. Newton
construiu uma solugao engenhosa e unificada a es-
tes dois problemas que iniciou o estudo do Célculo
Diferencial e Integral no Século XVII. Hoje sabe-
mos que o Calculo Diferencial e Integral foi inven-
tado/descoberto um pouquinho antes por Leibniz.

1.5.1 Exercicios

Exercicio 18

Desenhe as seguintes trajetérias: (1) circular
(particula carregada em um campo magnético uni-
forme perpendicular ao vetor velocidade), z =
cos(2mt), y sin(2wt), z = 0 et € [0,1]; (2)
eliptica (um planeta e um satélite), z = 2 cos(2nt),
y = 3sin(2nt), z 0et € [0,1]; (3) helicoi-
dal (particula carregada em um campo magnético
uniforme), x = cos(2nt), y = sin(2nt), z = t e
t € [0,1]; (4) parabdlico (massa na presenga da
gravidade), x = t, y = t, 2 = 20t — 5t> e t € [0,4].
Em cada caso, indique no mesmo grafico o vetor
posicao em trés instantes distintos: no inicio, no
final e em algum instante intermediario. Repita o
exercicio usando computagao algébrica.

1.6 Velocidade e aceleracao

O que sao velocidade e aceleracao? E a velocidade
a taxa de variacao do espago percorrido no devido
intervalo de tempo? ou é ela a taxa de variacao
temporal do vetor posicao? No primeiro caso ela
é um escalar enquanto que no segundo caso ela é
um vetor. Em ambos os casos a velocidade tem
dimensao de comprimento por tempo. Veremos
que estas duas defini¢oes estao corretas e intima-
mente relacionadas entre si. No entanto, por ser
mais completa, vamos iniciar nossa discussao com
a definigao vetorial para a velocidade ¥ de um ob-
jeto entre os instantes tg e ¢, como mostrado na
Figura [,

A7

At

71— T0

i1 —to
_ (21— %0 Y1~ Yo 21— %0
_<t1—t07t1—t07t1—t0

17:

). (1.40)

Agora observe a Figura [ e compare o compri-
mento Ar = ||A7]| do vetor diferenga A7 =7 — 7
com o comprimento real da trajetéria percorrida
entre os instantes tg e t1, o qual podemos chamar
de AS. Note que Ar = ||A7]| representa o com-
primento da reta secante entre os instantes tg e ty
na Figura 2. Estes comprimentos Ar e AS séo
iguais em geral? Qual é a Unica situacao em que
eles sdo exatamente os mesmos? Sim, numa tra-
jetéria retilinea. Estas observagoes nos revela que
AS > ||A7]|, tornando assim a defini¢do escalar
incompativel com a definicao vetorial para a velo-
cidade.

Como podemos proceder para compatibilizar as
duas definicoes de velocidade? A resposta esta nas
mesmas observacoes anteriores. A inica maneira de
compatibilizacao é fazermos com que a definicao ve-
torial forneca como seu médulo a defini¢ao escalar.
Isto ocorrerd somente quando fixarmos o instante
to e permitirmos que o instante t; se aproxime inde-
finidamente de ty. Quando A7 = 7, — 7y for muito
pequeno, devido ao vetor posicao 7 estar muito
proximo do vetor posigao inicial 7, certamente o
comprimento de A7 serd confundido com o com-
primento da trajetéria. Portanto, a velocidade no
instante ¢y deve ser definida através de um processo
limite (um t6pico do curso de Célculo),

. . T1—To AT
U(tg) = lim = lim —
ti—=to t1 — 1o At—0 At t—t
S, o o (1.41)
. T+ A —7(t)
= lim ———= ,
At—0 At t=to
na qual estamos escrevendo também t, = t e
t, = to + At. Note que a reta secante torna-

se na reta tangente no final deste processo limite.
Ainda voltaremos a este ponto. Qual é o significado
geométrico da expressdo (CZO)? Como podemos
torna-la operacional?, isto é, dada a dependéncia
temporal das coordenadas do vetor posicao descre-
vendo a trajetéria de um determinado movimento,
como podemos determinar as respectivas compo-
nentes do vetor velocidade em qualquer instante
de tempo? Ainda relacionada com a questao ope-
racional: o limite () realmente existe? Esta
pergunta é pertinente pois, se At tende a zero a
trajetoria também tende a zero (repouso). Assim,
quem vai a zero primeiro, o numerador A7 ou o de-
nominador At? Numerador e denominador ambos
indo a zero resultard em uma razao mensuravel?

13
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Nao devemos esquecer que hé trés limites a se-
rem calculados em (), pois a velocidade é um
vetor (um limite para cada componente). Entre-
tanto, basta usarmos uma componente, digamos a
componente X, para exemplificarmos como aqueles
limites devem ser calculados. Também nao precisa-
mos substituir ¢ = tg imediatamente apds o limite
ter sido calculado. Assim, temos que entender o
limite

d dr
o w(t A —2(t) L Az
SAm T A TAB O

do ponto de vista geométrico e torna-lo operaci-
onal. Note que estamos usando uma notacao es-
pecial para representar este limite, denominada de
derivada de z(t) em relacdo a t. Importante: o
simbolo d/dt antes da primeira igualdade em (IZ3)
deve ser entendido como um simbolo tnico sendo
aplicado & fungao x(t); j& o simbolo dz/dt antes
da segunda igualdade em (Z2) pode ser entendido
como a razao entre duas quantidades infinitesimal-
mente pequenas, o que nos faz lembrar do limite
apds a ultima igualdade em (). Note também
na segunda igualdade em (CZJ) o uso do ponto ()
para representar uma derivada. A seguir, vamos
tornar operacional este conceito de derivada através
de alguns exemplos.

Suponha que a equacdo hordria no eixo X seja
uma constante, x(t) = a, isto é, repouso. Portanto
a velocidade é nula. Entao, levando a fungao cons-
tante z(t) = a em (), teremos

At) —
Loty = 1im ZEEAD Z2()
dt At—0 At (1 43)
L
= arho At ArDo At

pois o numerador ja era nulo antes de executar-
mos o limite. Acabamos de aprender que a deri-
vada de uma funcg@o constante é nula. Do ponto
de vista geométrico, devemos perceber que uma
funcao constante é uma reta paralela ao eixo X.
Assim, qualquer funcdo constante tem uma in-
clinagao (4ngulo formado com o eixo X) nula, cuja
tangente (coeficiente angular) também é nula. Por-
tanto, o coeficiente angular de uma reta paralela ao
eixo X, z(t) = a, é numericamente igual & sua de-
rivada em qualquer ponto, ou seja, nulo. Vejamos

14

se esta relagao entre derivada e tangente é mantida
em um outro exemplo.

Considere agora uma equacgao horaria linear no
tempo, x(t) = a+ bt, representando um movimento
uniforme (velocidade constante). Entao, como no

caso anterior, levando a fungéo z(t) = a + bt em
(), teremos
d . m(t+ At) — 2(1)
@x(t) N Aliglo At
~ lim fatb(t+At)} —{a+bt} (1.44)
At—0 At
= lim b=b,
At—0

pois o numerador ji era igual a b (constante; in-
dependente do tempo) antes de executarmos o li-
mite. Portanto, aprendemos que a derivada de uma
funcao linear é igual ao seu coeficiente angular, con-
firmando assim nossa conjectura que a derivada cal-
culada em um ponto ¢ é numericamente igual ao co-
eficiente angular da reta tangente a fungao z(t) (no
mesmo ponto t). Note que a reta tangente de uma
reta coincide com a propria reta. Para confirmar
esta conjectura sobre a interpretagao geométrica da
derivada, vejamos o préximo exemplo.

Considere agora uma funcdo quadratica para a
equacao horaria, z(t) = a + bt + ct?, representando
um movimento com aceleracao constante. Entao,
levando esta func¢ao em (CZA), teremos

d

d, lim x(t + At) — z(t)
dt

At—0 At
lim (b+ 2ct + cAt)
At—0

(t)
(1.45)

b+ 2ct + lim cAt = b+ 2ct,
At—0

pois o limite do termo cAt é obtido substituindo
At = 0. Uma regra para calcular limites: sim-
plifique antes suas expressoes. Voltaremos a in-
terpretacdo geométrica em breve. A conjectura é:
a derivada em (CZJ) nos permite calcular o coe-
ficiente angular da reta tangente a curva x(t)
a + bt + ct? no ponto (¢, z(t)).

Até aqui aprendemos que a derivada de um po-
linémio " obedece & regra nt"~!. Também apren-
demos que a derivada do produto de uma funcao
f(t) por uma constante ¢ obedece a regra cdf(t)/dt,
isto é, a constante pode sair para fora da derivada.
Ao compararmos o resultado em (ZA) com o re-
sultado (CZ3) aprendemos que a derivada obedece
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a propriedade de linearidade, d(f(t) + cg(t))/dt =
df (t)/dt+cdg(t)/dt. Em geral, as propriedades se-
guintes nos permitem calcular a derivada de qual-
quer funcao suave.

Derivada de uma constante:

d
—a=0 1.46
74=0 (1.46)
Derivada de uma poténcia:
d
—t" ="t 1.47
b =t (1.47)

Linearidade:

L7 +bg(0) = 2 70) +brgr), (1.48)

Regra do produto:

L (F(1)9(0)) = 9(6) 2 71
1) Fo0), (1.49)

Regra da fungao composta:
G60) = | L5 fa. 050)

De fato, cada uma destas propriedades serao es-
tudadas em detalhes no curso de Calculo I. Em
particular, as trés ultimas propriedades serao de-
monstradas adequadamente.

Para ilustramos como as propriedades ()
() sao utilizadas, precisamos aprender a cal-
cular a derivada de algumas fungoes elementares,
além de polinomios. Por exemplo, a funcao ex-
ponencial serd muito importante para nossas dis-
cussoes futuras. Vamos entao calcular a derivada
da fungao z(t) = e*! (w constante), usando a de-
finicao (2):

d ot i ew(tJrAt) _ewt
At T Ao At
wt ( ,wAt t( wAL
1 -1
—lime (e )—lim we(e )
At0 At At—0 wAt
As
—-1)
wt Jim 1.51
v A Y

onde efetuamos a troca wAt — As. Note também
que retiramos a expressao w e*? de dentro do limite,
pois ela nao depende de At. Nosso problema agora
é calcular o limite apresentado no final de (IZ20).
Lembrando que a exponencial de zero é a unidade,
entdo a exponencial de um nimero tendendo a zero
deve ser um valor muito préximo da unidade (um
pouquinho maior que a unidade se o argumento for
positivo e um pouquinho menor que a unidade se
o argumento for negativo). Assim, quando As é
muito pequeno, podemos escrever e2* = 14 f(As),
onde f(As) é desconhecida, mas com duas propri-
edades: (i) f(0) = 0 (caso contrdrio nao terfamos
e? = 1) e (ii) f(As) = As é uma excelente apro-
ximagao para valores muito pequenos de As (ve-
rifique isto numericamente com sua calculadora).
Desta forma,

N s VI f(As)
Al;rgo As  Asso As
s
= Jlim == 1. (1.52)

O curso de Célculo I apresentard uma demons-
tragao muito mais elegante para este limite. Este
resultado nos possibilita reescrever (C2ll) como

d

o (1.53)

Note que, no caso w = 1, podemos dizer que a deri-
vada da exponencial é ela mesma. A exponencial é
a Unica fungao com esta propriedade (néo esquega).

Conhecendo a regra ([C3) para derivar a ex-
ponencial, podemos calcular a derivada da funcao
logaritmica. Por definigdo, dado z(t) = Int, te-
mos t = e*® . Derivando no tempo esta dltima
expressdo, temos dt/dt 1 no lado esquerdo e
de*®) /dt no lado direito, a qual é a derivada de
uma funcio composta, pois e*) = y(z(t)), com
y(z) = e*. Usando a regra da fungdo composta
(0), podemos escrever

- [£]

Este resultado deve ser igualado & unidade (a deri-
vada do lado esquerdo de t = e*()). Assim,

d

dt

de”
dzx

dx
dt

LAz

a.

(1.54)

d 1
—Int = -.
t

= (1.55)
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Este é outro resultado muito ttil é muito facil de
memorizar.

Para completar o quadro de derivadas de fungoes
elementares que precisaremos, precisamos das deri-
vadas das fungoes trigonométricas seno e cosseno.
Novamente, vamos usar a defini¢do (Z) de deri-
vada e calcular a derivada da funcao seno,

d . sin(t 4+ At) — sin(t)
dt sint = lim, At
. sin(t) cos(At) + cos(t) sin(At) — sin(t)
= lim
At—0 At
o . cos(At) —1
= sin(t) Jim =N
sin(At)

+ cos(t) Alirn0
t—

A (156)

Aqui é um bom momento para deixarmos um pouco
de trabalho para o curso de Célculo I. L4 sera pro-
vado, elegantemente, os limites fundamentais

cos(At) — 1

A A o 09D
sin(At)
at—0 At L (1.58)

Portanto, levando este dois resultados de volta em
(C3m), a derivada do seno pode ser escrita como

—sint = cost.

o (1.59)

Este é um resultado também tnico e muito facil
de ser memorizado: a derivado do seno é o cos-
seno. Lembrando que cos(t) = sin(t + 7/2), po-
demos obter a derivada do cosseno. Nao podemos
esquecer que sin(t + 7/2) é uma fun¢do composta
da forma sin(t +7/2) = f(g(t)), com f(g) = sin(g)
e g(t) = t+m/2. Como regra, toda funcao, por mais
simples que seja, é uma funcdo composta. Assim,
a derivada do cosseno pode ser dada por

%cos(t) = % sin(t +7/2) = tf(g(t))
daf
= [l [] =
= cos(t 4+ m/2) = —sin(t), (1.60)
ou seja,
—cost = —sint. (1.61)

dt
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Nao esquega deste sinal negativo na derivada do
cosseno (a fungdo trigonométrica par). Note a
troca de papeis entre as derivadas das fungoes trigo-
nométricas seno e cosseno. Memorize as derivadas
abaixo:

d d

— 4 tn 1

dta 0, dtt n

d d

dte =, o nt=1/t, (1.62)
—sint = cost, cost = —sint.

dt dt

Vejamos mais alguns exemplos do uso das pro-
priedades (CZ9)—(CX0). Por exemplo, suponha
y = sin(2t?). Esta é uma fungio composta na forma
y = f(g(t)), na qual f(g) = sin(g) e g(t) = 2¢>.
Assim, devemos usar a regra da fungdo composta,
(), para efetuar sua derivada,

_dg d
dg df = (4t) cos(g) = 4tcos(2t?).  (1.63)

T dt dg
Vejamos este outro exemplo: y = cos(2t)et2. Desta

vez temos um produto de duas fungées (um cosseno
vezes uma exponencial), na qual cada parcela é uma
fungdo composta. Assim, devemos usar primeiro a
regra do produto, (CZA), e depois a regra da fungao

composta, (IC50),
(2t)}et +Cos(2t){dt fz}

. { d
Y =4 — cos
= —2sin(2t) e # + cos(2 t)2te

dt
Invente outros exemplos. Treine. Use computagao
algébrica para checar seus resultados. Pratique a
vontade. Faca os itens 1 e 2 do Exercicio [MA.

E sobre a interpretacdo geométrica de derivada?
Para fazermos esta interpretacao corretamente, de-
vemos resolver um outro problema (geométrico).
Como determinar a equagdo da reta tangente em
um dado ponto ty de uma dada curva x(t)? Veja
a Figura 3. A dnica informagado que temos é
que esta reta tangente deve passar pelo ponto
(to,x(tp)), e somente por este ponto numa vizi-
nhancga muito pequena em torno de tg. No entanto,
sabemos que precisaremos conhecer também o coe-
ficiente angular desta reta tangente e que para isto
precisaremos de um segundo ponto. Isto mesmo,

d

= 2[t cos(2t) — sin(2t) (1.64)
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o problema é que nao temos este segundo ponto.
Que fazer? A tnica atitude sensata é usar um ou-
tro ponto, digamos x1 = z(t1), da curva z(t), como
indicado na Figura 3.

B T /
/ 7o
01

Yo —

Figura 1.8: A secante de uma trajetéria entre os
instantes tp e t; e a sua reta tangente em ¢tg.
Através do mesmo processo limite que define deri-
vada, a reta secante levada sobre a reta tangente.

~

O coeficiente angular da reta secante passando
pelos pontos zg = x(to) e x1 = x(t1) é

1 — Zo

tanf, = (1.65)

ti—to
De fato, esta reta secante nao é a mesma reta tan-
gente que estamos procurando, mas se mantivermos
to fixo e aproximarmos t; de ty, obteremos o coefi-
ciente angular da reta tangente que procuramos,

T1 — To

tanfp = lim (1.66)

ti—to t1 — to ’
Como este processo limite é o mesmo processo li-
mite usado para definir a velocidade instantanea
(W), podemos concluir que a derivada nos dé in-
formacao sobre retas tangentes de curvas: a deri-
vada de uma funcio qualquer f(¢) é numericamente
igual ao coeficiente angular da reta tangente passando
por (¢, f(t)). De fato, isto é uma solugao (elegante
e funcional) ao problema matemético de encontrar
a reta tangente de uma curva plana (veja a Fi-
gura [F). Vejamos como isto funciona. Suponha
x(t) = t2/2. A derivada desta funcio é @(t) =t
(verifique). Suponha que estejamos interessados em
determinar a reta tangente 7(t) = a—+bt num deter-
minado ponto zg = x(ty) da pardbola x(t) = t2/2,
por exemplo em tg = 2, ou g = 2. Acabamos

de aprender que o coeficiente angular b desta reta
tangente pode ser calculado pela derivada &(t), ava-
liada no ponto em questdo, ou seja, b = &(tg). To-
mando tg = 2, o coeficiente angular da reta tan-
gente passando neste ponto (xg = x(ty) = 2) é
b= &(2) = 2. Assim, falta determinarmos o termo
independente, a, da reta tangente 7(t) = a + 2t.
Isto pode ser feito impondo que a reta tangente
7(t) e a pardbola z(t) tenham o mesmo valor em
to = 2 (é a definicio da reta tangente: comparti-
lhar um tnico ponto com a curva). Desta forma,
de 7(2) = z(2) resulta a equacdo a +4 = 2, a
qual implica em a = —2. Portanto, no ponto
(2,2), a pardbola z(t) = t?/2 tem uma tangente
cuja equagao é 7(t) = —2 + 2t. Verifique isto de-
senhando simultaneamente a pardbola x(t) e sua
reta tangente 7(¢) (no ponto t = 2) e veja que esta
reta tangente toca (tangencia) a pardbola apenas
no ponto t = 2.

Outra aplicacdo imediata desta interpretagao
geométrica: ela é muito 1util para determinarmos os
pontos extremos (maximos e minimos) de fungoes,
pois, nestes pontos de maximos e minimos, a reta
tangente é sempre horizontal (logo o seu coefici-
ente angular é nulo). Portanto, a derivada deve ser
nula nos pontos extremos de uma fungdo (faca os
Exercicios EOHZT).

Esta interpretacao geométrica de derivada é
muito importante também para a Mecanica, pois
ela afirma que qualquer vetor velocidade

110 = 570 = (o0 Fu(0. 52))  (L6)

serd sempre tangente a trajetéria definida pelo ve-
tor posigao 7(t) = (x(t),y(t), z(t)). Entao devemos
repetir os passos anteriores e mostrar que o vetor
velocidade (ICT) estd sobre a reta tangente a tra-
jetéria definida pelo vetor posigao 7(t).

A Figura [ mostra a trajetoria definida pelo

vetor posicao 7(t) = (t2,t3,t) entre os instantes
t =0set=1s. Esta figura também mostra
o vetor velocidade em t; = 0.25 s (vetor azul).

Esta mesma figura também mostra duas retas se-
cantes (retas verdes): uma passando por tg = 0.25 s
e t; = 0.75 s e a outra passando também por
to = 0.25 s e por t; = 0.50 s (um ponto mais
préximo de tp). Como no caso bidimensional, na
medida em que t; se aproxima cada vez mais de tg,
a secante se aproxima do vetor velocidade. No li-
mite, a secante coincide com a tangente. Note que

17
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a trajetéria da Figura [ nao é uma reta e nem
é plana. Em pringipio, ao aproximarmos de %, a
reta secante poderia tomar uma direcao diferente
da reta tangente, mas isto ndo acontece. A reta
tangente tem uma direcdo tinica no espaco e a reta
secante sempre colapsa sobre ela neste processo li-
mite. As formas analiticas que temos para calcular
derivadas, derivada tendo sido definida como o pro-
cesso limite em que a secante coincide com a tan-
gente, é mais uma demonstracao da transformacao
da geometria em processos analiticos.

Figura 1.9: As secantes, representadas pelas retas
verdes, da trajetéria 7#(t) = (t2,¢3,t) coincidirao
com o vetor velocidade, representado pelo vetor
azul, em t = 0.25 s.

Como podemos mostrar matematicamente o que
estamos vendo na Figura 3?7 Estamos vendo na
Figura T3 que o vetor velocidade se aproxima da
reta tangente em to na medida em que t; se apro-
xima de tg. Comecemos com a equagao da reta em
trés dimensoes na forma paramétrica (mais Geome-
tria Analitica):

j}'(t) = b]_t + C1,

g(t) = b2t+02,
Z(t) = b3t+63,

(1.68)

na qual Z, § e Z representam as coordenadas de uma
reta arbitraria. Os trés niimeros b; sao os coefici-
entes angulares desta reta. Note que as funcoes do
parametro ¢t em (C03) sdo lineares. Cada ponto na
trajetéria tem coordenadas 7#(t) = (z(t), y(t), 2(t)).
O nosso problema agora é: dado um ponto na tra-
jetoria, digamos em t = %y, qual é a reta tan-
gente (em trés dimensoes) passando por este ponto?
Qualquer reta, mesmo em trés dimensdes, é deter-
minada por dois pontos. Um ponto foi dado em ¢,
(20,Y0,20). Como no caso bidimensional, vamos
escolher (note bem, estamos fazendo uma escolha)
um segundo ponto também sobre a trajetéria em
t =ty, com t; > tg, (x1,y1,21). Levando estes dois
pontos nas equagoes (ICEH), podemos determinar os
coeficientes angulares (faga os detalhes):

blzl‘l_xoa
t1 —to
Y1 — Yo

by = , 1.

T —, (1.69)
Z1 — 20

by = L0

ST —to

Estes sao os coeficientes angulares de uma reta se-
cante passando pelos pontos da trajetéria determi-
nados por t =ty e t = t;. Matendo # fixo e per-
mitindo que t; se aproxime indefinidamente de tg,
encontraremos a reta tangente que estamos procu-
rando. Note que este processo envolve trés limites
idénticos ao limite (CZA) que usamos para definir
o operador derivada. Portanto, os coeficientes an-
gulares da reta tangente que estamos procurando
podem ser calculados por derivadas,

d

b1 = *.’E(t) 5
dt t=to
d

by = —y(t

9 dty( ) t:to, (1.70)
d

b3 = $Z(t) s

Os coeficientes angulares ([C) sdo da reta tan-
gente & trajetéria 7#(t) = (x(t), y(¢), 2(t)) no ponto
t to. Em qualquer instante de tempo, o ve-
tor velocidade desta trajetéria arbitraria é o(t) =
(@(t),y(t), 2(t)), isto é, a derivada do vetor posicao.
Podemos observar agora que os coeficientes angu-
lares (M) sdo exatamente iguais as componentes
do vetor velocidade avaliado em t = t(, mostrando
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assim que o vetor velocidade estd de fato sobre a
reta tangente em ¢t = ¢y, mesmo em trés dimensoes.

De forma andloga a definicao de velocidade, a
aceleragao (instanténea) é a taxa de variagao tem-
poral do vetor velocidade,

d2

d _
= ﬁr(t)a

at) = %v(t) (1.71)
ou, equivalentemente, a derivada segunda do vetor
posicao. Note como a derivada segunda é indicada
em (D). A taxa de variagdo temporal do vetor
aceleracdo nao tem um nome especifico, pois é ape-
nas a aceleracao que aparece explicitamente na se-
gunda lei de Newton, a qual estabelece uma relagao
entre cinemdtica e dindmica (forgas), formando as-

sim a mecanica.

1.6.1 Curvatura e torcao

Questoes sao sempre bem vindas. Qual é a in-
terpretagao geométrica da aceleragao? Vamos ten-
tar entender esta pergunta estudando alguns exem-
plos (faca ou refaca item 3 do Exercicio [d). Pri-
meiro, consideremos uma trajetoria retilinea: 7 =
(t,141¢,0). Os vetores velocidade e aceleragao séo
v=(1,1,0) e @ = (0,0,0), respectivamente. Obvi-
amente, o produto vetorial ¥ x @ é nulo. Vejamos se
este mesmo produto vetorial é nulo para uma tra-
jetéria que nao é retilinea, como a trajetéria circu-
lar, por exemplo. Em geral,

7= (Rcoswt, Rsinwt,0) (1.72)
representa uma circunferéncia de raio R, cen-
trada na origem. Conseqlientemente (faga o
Exercicio £3),

¥ = (—wRsinwt,wR coswt, 0), (1.73)
d = (—w?Rcoswt, —w?Rsinwt,0) = —w? 7.
(1.74)

Assim, recuperamos trés informagoes importantes
sobre um movimento circular qualquer: (i) a ace-
leragao em um movimento circular é voltada para o
centro (centripeta), pois @ = —w?7; (ii) o vetor ve-
locidade é sempre perpendicular ao vetor posicao
7+ U = 0; e (ili) os médulos dos vetores posigao
(R), velocidade (Rw) e aceleragao (v?/R) perma-
necem constantes durante o movimento (apenas
suas diregoes e sentidos é que variam no tempo).
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A informagao (ii) é equivalente & interpretagao
geométrica do vetor velocidade como sendo sempre
tangente a trajetoria.

Consideremos outra trajetéria, a pardbola 7
(t,1+12,0). Imediatamente, temos ¥ = (1,2t,0) e
d@ = (0,2,0). Desta vez, o médulo do vetor veloci-
dade nao é constante e o produto vetorial ¥ x @ nao
é nulo, ¥ x @ = (0,0,2) (verifique e visualize estes
resultados).

Como podemos quantificar o quanto uma dada
trajetoria se diferencia de uma trajetéria retilinea?
A resposta estd no produto vetorial ¥ x @. A quan-
tidade escalar £ definida por (a menos de um sinal)

||

= o=,

|| = , (1.75)
denominada de curvatura, com dimensao de in-
verso de comprimento, é nula para uma reta (qual-
quer), vale K = 1/R para a trajetéria circular ¥ =
(Rcoswt, Rsinwt,0) e vale k = 2/(1+4t2)%/? para
a pardbola 7 = (t,1+12,0). Desta forma, podemos
afirmar que a curvatura é um escalar que mede o
quanto uma curva desvia-se de uma reta, a qual
possui uma curvatura nula. Vale mencionar que
uma reta pode ser vista como uma circunferéncia de
raio infinito. Note que uma pardbola se aproxima
de retas (assimptotas) para valores muito grandes
de t (t > 1) e que a curvatura k = 2/(1 + 4¢2)3/2
é nula no limite ¢ — oco. Note também que esta
curvatura em ¢t = 0 é k(0) = 2. Faga o Exercicio 2
para perceber o significado geométrico da curva-
tura: a parabola 7 = (¢, 1+t2,0) se aproxima muito
de uma circunferéncia de raio 1/x(0), centrada em
(0,3/2), naregido em torno de t = 0, onde y(0) = 1.
Assim, a curvatura em t = 0 estd nos informando
o quanto a pardbola se desvia de uma reta.

H& uma outra maneira de ver a relagao entre cur-
vatura e velocidade/aceleracdo ainda mais frutifera.
Seja v o médulo do vetor velocidade e ¥ o seu versor,
entao v = vd. Note que o versor ¥ é sempre tan-
gente & trajetéria 7, pois ¥ = 7 (derivada do vetor
posicao). Por isso, & também é conhecido por versor
tangente da curva 7 (forma paramétrica). Entéo, o
vetor aceleragao correspondente, calculado pela de-
rivada do vetor velocidade, é

d

&’zﬁza(v@):i)f)—kvﬁ.

(1.76)

Embora nao esteja indicado, mas todas as quan-
tidades aqui dependem explicitamente do tempo.
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Entretanto, o versor ¥ possui uma propriedade es-
pecial: seu médulo é sempre igual & unidade (por
definigdo), ou seja, seu mddulo é constante no
tempo. Podemos ver em () que a aceleragao
possui uma componente tangencial (na dire¢do do
versor tangente) igual a © (derivada do mddulo
do vetor velocidade). Em que diregdo estd a de-
rivada & do versor tangente? Podemos encontrar
esta direcao facilmente se usarmos o fato de que ©
é um versor, entao ¥ - v = 1 (mddulo independente
do tempo). Derivando os dois lados da igualdade
9.0 =1, temos

(1.77)

Este resultado nos mostra que b é perpendicular
a v. Note que este resultado vale para qualquer
versor (dependente do tempo), ou para qualquer
vetor cujo médulo ndo varia com o tempo (iremos
usar este resultado quando estivermos estudando
rotagoes). E comum denominarmos de normal a
diregao perpendicular ao versor tangente. O versor
7 na diregao normal é conhecido por versor normal.
Como o versor normal 7 e a derivada ¢ sio parale-
los, podemos esolher
b = vk, (1.78)
onde xk é um escalar, em geral dependente do
tempo, denominado de curvatura, (veremos que
¢ o mesmo escalar dado em (IC3)). Colocamos
o moédulo do vetor velocidade em evidéncia na
Eq. (™) por mera conveniéncia, como veremos
a seguir. Portanto, a aceleragao (CZ0) pode ser
re-escrita como
a=0=00+v*kn. (1.79)
Fizemos acima a escolha (CZH). Vejamos como esta
escolha é compatibilizada com a expressao ([CZ3)
para a curvatura. Multiplique vetorialmente os dois
lados da aceleragao (CZ9) por . Como o produto

7

vetorial entre vetores paralelos é nulo, entao

2 (1.80)

TXxa=00x0+0kTxn=10kD,
onde introduzimos um versor novo, b = v X 1, de-
nominado de versor binormal. Assim, calculando o
médulo dos dois lados, podemos isolar a curvatura

para re-obter a expressao ([CZ3).

Note que o produto vk em (CZJ) tem a dimensao
de inverso do tempo, como esperado. A motivagao
para a escolha de vk como a constante de pro-
porcionalidade entre 7 e © em (IZZ3) vem da tra-
jetoria circular. Como vimos anteriormente, a cur-
vatura de uma circunferéncia é o inverso de seu raio
(k = 1/R). Lembrando que o médulo do vetor velo-
cidade nao muda em um movimento circular, entao
© = 0. Desta forma, para um movimento circular,
a aceleragao (M) reduz-se & aceleragao centripeta
@ = —(v?/R)?, com 7 = —F. Estes resultados jus-
tificam a escolha que fizemos em ([CZ3).

Curvas também podem ser classificadas como
pertencentes a um plano, como uma circunferéncia
ou uma parabola, para citar dois exemplos conhe-
cidos, ou nao pertencentes a um plano, como uma
hélice, outro exemplo bem conhecido. Considere
novamente uma trajetoria circular. Nela, o vetor
velocidade (tangencial) é sempre perpendicular ao
vetor aceleragdo (centripeta), ambos contidos no
plano da trajetéria circular. Desta forma, o pro-
duto vetorial entre os versores tangencial (veloci-
dade) e normal (aceleragdo centripeta) do movi-
mento circular é sempre perpendicular ao plano da
trajetoria, portanto nunca muda de diregao. Sendo
um pouco mais preciso, ¢ a taxa de variagdao do
versor binormal b = ¥ X 1 que mede o quanto uma
determinada curva afasta-se de um plano. Elabo-
rando um pouco mais este exemplo, podemos cons-
truir uma ferramenta para medir o quanto uma
curva se afasta de um plano, ou seja, para medir
o grau de torcimento de uma curva espacial.

Antes de mais nada, é importante notar que os
trés versores v, N e l;, com b = 9 x N, sao orto-
normais e obedecem a regra da mao-direita, as-
sim como os versores 7, j e k de um sistema or-
tonormal de coordenadas. Os trés versores {0, 7, i)}
sao conhecidos por triade de Frenet. Note que es-
tes versores sdo fungoes (vetoriais) do tempo, ou
seja, ao contrario dos versores {i, ], l%} que estao
fixos, a triade de Frenet é mével (acompanha o ob-
jeto). Note também que os versores da triade de
Frenet sao linearmente independentes. Sendo li-
nearmente independentes, podemos escrever a pri-
meira derivada de qualquer um deles como uma
combinacao linear deles mesmos, como fizemos em
(™). Como eles sao versores, entdao podemos usar
o que aprendemos em ([CZ3), isto é, a taxa de va-
riagdo de um versor (derivada primeira) é perpen-
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dicular ao versor. Por exemplo, 7 -7 = 0. As-
sim, 7 deve ser uma combinagao linear da forma
n=av+ Bb com « e (3 sendo dois nimeros reais.
Multiplicando escalarmente esta combinagao linear
por U, obtemos a« = n-0 = —n - = —vk, onde usa-
mos também a derivada (C3). De forma andloga,
multiplicando 1 = av + Bb escalarmente por b, ob-
temos 8 = n-b = —n - b. Infelizmente ainda nao
decompusemos a derivada b em termos da triade de

Frenet.
Procedendo de forma similar ao paragrafo an-

terior, sabemos que b-b=0. Assim, devemos ter
b=ai+ Bn. Multiplicando escalarmente esta com-
binagao linear por v obteremos & = bot=—b-0=
—vkb - = 0, onde usamos também a derivada
(¥). Portanto, b = B#. Levando esta informacao
em (3 = —fz-l;, obtida no final do pardgrafo anterior,
teremos que 3 = —f3. Desta forma, temos que fazer
uma escolha para 5. A mais utilizada é § = —vT,

b= —vrh, (1.81)
onde o nimero 7, geralmente uma funcao do tempo,
¢ conhecido por tor¢do da curva 7. Tendo escolhido
o valor de 3, a primeira derivada 7 fi torna-se em

h = —vkd+vTb. (1.82)

As equagoes (diferenciais) (CA), (CX0) e (CX7),

0 = vKn, (1.83)
b= —vra, (1.84)
n=—vkd+orh, (1.85)

sao conhecidas por equagoes de Frenet. Elas deter-
minam univocamente uma curva a partir do conhe-
cimento de apenas duas fungoes escalares: a curva-
tura k = k(t) e da tor¢ao T = 7(t).

Podemos deduzir uma expressao bastante con-
veniente para calcular a tor¢ao de forma andloga
a expressao ([CA), usada para calcular a curva-
tura. Para isto, precisamos da derivada do vetor
aceleragao (verifique),

a= (v — k20 + (ko0 + — (kv?)] R

dt

+ rk7v3h. (1.86)
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Multiplicando escalarmente esta expressao por ¥ x
@ = v3k b, obtida em (IC=0), teremos

Txa-d
ou, numa forma mais simétrica,
Txa-d Fxier
T= e = . (1.88)
ECERNTET

Faga o Exercicio EA para ver que a torgao de cur-
vas planas (retas, pardbolas, circunferéncias, etc.)
é nula, como deveriamos esperar. No entanto, note
que a tor¢ao de uma curva como uma hélice é dife-
rente de zero.

Estes conceitos bastante intuitivos de curvatura
e torcao de uma curva sao fundamentais na con-
cepcao moderna de espago e tempo (espagtempo).
Como vocé estd percebendo, existe uma relagao
muito intima entre Fisica e Geometria. Esta
relagao é confirmada em muitas outras dreas da
Fisica e atinge seu climax na Teoria da Relativi-
dade Geral elaborada por Albert Einstein.

1.6.2 Exercicios

Exercicio 19

(1) Calcule os vetores velocidades, e seus respec-
tivos modulos, usando todos os vetores posi¢ao do
Exercicio 3. (2) Calcule os vetores aceleragoes, e
seus respectivos moédulos, usando todos os vetores
posicao do Exercicio ¥, ou, equivalentemente, os
vetores velocidades do item anterior. (3) Calcule
também os produtos vetoriais entre os vetores ve-
locidade e aceleragao. As trajetorias planas estao
relacionadas de que forma com estes produtos veto-
riais? Reveja a discussao apresentada na Sec. [Tl

Exercicio 20

Determine os pontos extremos da fungdo f(t) =
1 —t 4+ 2t% + t3. Desenhe esta funcéao e localize es-
tes pontos extremos e classifique-os (méximos ou
minimos). Observe o sinal do valor da segunda de-
rivada de f(t) nestes pontos (esta é forma analitica
de determinar se um extremo é um maximo ou um
minimo; experimente com outras curvas). Deter-
mine as equagoes das retas tangentes nos pontos
extremos e no ponto t = —1. Faga um desenho
exibindo a curva e estas retas tangentes.
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Exercicio 21

Determine, usando derivadas e condigoes fisicas,
o tempo gasto para um objeto atingir a altura
maxima na trajetdria parabdlica do Exercicio [3.

Exercicio 22

Desenhe a curva 7 = (t, 1 +t2) (pardbola) no inter-
valo t € [—0.5,0.5] (guarde este desenho na varidvel
gl, se estiver usando computacdo algébrica). No
mesmo desenho da pardabola, dsenhe a circun-
feréncia de raio 1/k(0), com k(t) = 2/(1 +
4t2)3/2 centrada em (0,3/2) (guarde este desenho
numa variavel g2, se estiver usando computacao
algébrica). Analise estes dois desenhos simultanea-
mente e tire suas conclusoes a respeito da curvatura
emt=0.

Exercicio 23

Deduza as expressoes ([CA)—(CA) diretamente de
(™). Determine o angulo entre os vetores 7 e U
dados em (CZA) e (C3), respectivamente. Calcule
a curvatura (ICZ3) para estes dois vetores. Com
base no exercicio anterior e neste, interprete a cur-
vatura geometricamente.

Exercicio 24

Use a expressdo ([CEJ) para calcular a tor¢ao da
circunferéncia 7(t) = (R cos(wt), Rsin(wt),0) e da
hélice circular 7(t) = (R cos(wt), Rsin(wt), at).

1.7 Espaco percorrido

Pronto para o nosso ultimo problema? Estabelecer
uma ferramenta eficiente para determinar o espago
percorrido (que ndo seja uma fita métrica). Ob-
serve a trajetoria da Figura 2. A néo ser no caso
de uma trajetéria retilinea, em geral o comprimento
de uma trajetéria (espago percorrido) nao é obtido
calculando-se o médulo da diferencga entre vetores
posicao. No entanto, podemos subdividir a tra-
jetéria em muitos pontos, cada um correspondendo
a um certo instante de tempo. Assim, cada pedago
da trajetéria pode ser considerado praticamente
uma trajetoria retilinea. Sendo retilineos, podemos
calcular seus comprimentos através do moédulo do
vetor diferenga associado a cada um deles. O com-
primento total da trajetoria serd muito préximo da
soma dos comprimentos desses muitos pedagos re-
tilineos da trajetoria. Esta igualdade sera perfeita
no limite em que o comprimento de cada pedago

retilineo for infinitesimalmente pequeno ou, em ou-
tras palavras, quando o ntimero de subdivisoes na
trajetéria for muito grande, tendendo ao infinito.
Veremos que este mecanismo é eficiente, mesmo en-
volvendo uma soma com um niimero de termos ten-
dendo ao infinito.

t3
Figura 1.10: Esquema ilustrando como o com-
primento de uma trajetéria pode aproximado
pela soma de comprimentos de cordas (secantes).
Quanto maior o nimero de cordas, melhor a apro-
xXimagcao.

Como tornar este mecanismo operacional? Su-
ponha que desejamos calcular o comprimento de
uma trajetéria entre os instantes ty e T > tg.
Cada ponto na trajetéria é especificado pelo ve-
tor posigao 7(t) ou, equivalentemente, pelo tempo
t (to <t < T). Suponha a existéncia de N pon-
tos sobre a trajetoria, especificados pelos tempos ¢;,
i=0,1,...,N, com ty =T (instante final; veja a
Figura [CI0). Suponha também, por comodidade,
que o intervalo de tempo entre dois instantes adja-
centes seja o mesmo: At; = t;11 —t; = At. O com-
primento de cada corda (reta secante) entre dois
pontos adjacentes na trajetéria terd o comprimento
[|A7;||, onde AF; = 711 — 7, sendo 7; = #(¢;). Por
outro, lado vamos denotar por AS; o comprimento
de cada arco associado a cada corda entre dois pon-
tos adjacentes na trajetéria. Naturalmente, o com-
primento AS da trajetéria serd a soma destes arcos.
Entretanto, caso o comprimento de cada corda seja
muito pequeno, entao os comprimentos das cordas
e dos arcos serdo praticamente iguais. Assim, po-
demos aproximar o valor do comprimento da tra-
jetoéria pela soma dos comprimentos das cordas. A
Figura [0 ilustra esta situagao para N = 3. Esta
igualdade devera ser atingida no limite em que o
nimero N de subdivisdes na trajetéria (ou de su-
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bintervalos no tempo) tender ao infinito. Desta

forma, podemos escrever

N

> A7,

=0

AS = ZAS

1=0

lim
N—oo

(1.89)

Ok. Tudo bem. O que ganhamos trocando a
soma nos arcos pela soma nas cordas? Ganhamos
muito! O comprimento de cada corda pode ser ex-
presso em termos da velocidade,

Arl A7

[|AT;|| = VAT, - AF; = A7 At
=V ’Ui "Ui At = HUzHAt = V; At.

Note que v; = v(t;) é na verdade uma velocidade
média, mas serd a velocidade instantanea no limite
At — 0. Desta forma, podemos reescrever a soma
(C39) como

(1.90)

lim
N—oo

ZU’ At.

Lembre-se que N — oo é equivalente a At — 0. A
nossa capacidade em executar estas somas infinitas
é simplesmente incrivel. Por ser uma soma que en-
volve um processo limite e, o mais importante, que
sabemos executar, daremos a ela um nome, integral,
e uma notagao especial,

ZUZAt—/ o(t) dt.

Note que o limite At — 0 foi indicado simplesmente
por dt. O simbolo dt (denominado de diferencial)
em ([C) indica que a integral (soma) estd sendo
feita na varidvel ¢, a varidvel de integracdo. A inte-
gral (M) é denominada de definida, t( indicando o
limite inferior e 7" indicando o limite superior. Sem
os limites de integracao, uma integral é denominada
de indefinida e, em geral, fornece uma nova fungao
da variavel de integracao. Naturalmente, todas as
propriedades de integral serao estudadas detalha-
damente no curso de Célculo I. Entretanto, como
de costume, adiantaremos aqui algumas proprieda-
des, principalmente operacionais.

Vejamos um exemplo. Suponha que o movimento
seja em uma dimensdo, ¥ = z(t)% com z(t) = t
(movimento uniforme). Portanto, usando (CT3), o

(1.91)

lim
N—oo

(1.92)
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vetor velocidade é ¥ = #(¢) i com #(¢) = 1. Assim,
v(t) = ||U]| = 1 e o espago percorrido (em metros)
entre os instantes tg = 0 e {3 = 1 (em segundos) é

1 1
AS:/ v(t)dt:/ dt =t
0 0

Note que este resultado coincide com o médulo da
diferenca entre os vetores posi¢ao nos instantes ini-
cial e final, AS = z(1) — z(0) = 1 -0 = 1, pois
a trajetoria aqui é retilinea. Note também que
AS = 1 é numericamente igual a area abaixo do
grafico da velocidade (constante) #(t) = 1 no in-
tervalo de tempo dado. Isto nao é uma simples
coincidéncia. Estd indicando uma possivel inter-
pretacdo geométrica para a integral, relacionada
com areas.

Vejamos mais um exemplo. Suponha agora que a
trajetoria seja uma parabola no plano XY, 7= ti+
(1 +t2)j. Assim, o vetor velocidade é 7 = 7 + 2t ,
cujo médulo é v(t) = V14 4t2. Quem é o espago
percorrido entre os instantes tg = 0 s e t; = 1 s?
Devemos efetuar a integral (C) (via computagao

1
=1-0=1
0

(1.93)

algébrica?),
1 1
AS:/ u(t dt:/ V14 4t2dt =1.479m.
0 0
(1.94)
Note agora que este espago percorrido é diferente
de ||#(1) — 7(0)|| = 1.414 m, pois a trajetéria nao

é linear como no exemplo anterior. Novamente, o
valor do espago percorrido é numericamente igual
ao valor da area abaixo do grafico do médulo do ve-
tor velocidade, v(t) = /1 + 4¢2, entre os instantes
considerados. Isto reforca a relagao de integral com
area. Por outro lado, pense sobre a praticidade de
ter uma ferramenta como a integral para calcular o
comprimento de uma trajetéria conhecendo apenas
o modulo do vetor velocidade, sem a necessidade
de usar uma fita métrica.

Opa! Espere um pouco. Como as integrais em
(CM) e () foram efetuadas? Serd que nao po-
demos apreender como executa-las, pelo menos em
algumas situagoes simples? Muito bem. Precisa-
mos saber como calcular uma integral. Também
precisamos saber qual é a interpretagao geométrica
de uma integral.

Vamos continuar na mesma linha de raciocinio
usada anteriormente onde fizemos v(t) = ||v]|. Ve-
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jamos primeiro a interpretacao geométrica. A Fi-
gura [T mostra um trecho de uma fungao ar-
bitraria f(t) a ser integrada entre ty e ¢1, dando
destaque para o i-ésimo sub-intervalo compreen-
dido entre t; e t; + At. Como podemos ver, este
sub-intervalo é um retangulo de altura f(¢;) e base
At, cuja drea é f(t;) At. Portanto, a drea A abaixo
da curva f(t), entre ty e t1, é aproximadamente a
soma das N dreas f(t;) At de cada retangulo,

(1.95)

No limite At — 0 ou, equivalentemente, no limite
de haver infinitos sub-intervalos (N — o0), a drea
A abaixo da curva f(t) sera calculada exatamente
por uma soma infinita, denominada de integral (de-
finida) da funcado f(t) entre ¢y e tq,

Zf

Portanto, uma integral estd relacionada com a area
abaixo de uma curva.

) At =

lim
N—o0

t1
_ £t dt

to

(1.96)
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1
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~

it + At t1

Figura 1.11: A 4rea total abaixo das retas secantes
se aproxima cada vez mais da area abaixo da curva
f(t), entre to e t1, & medida que o nimero N de

sub-intervalos aumenta (N — 00).

Newton (1665-1666) e Leibniz (1684-1686) sao
considerados os fundadores do céalculo diferencial
(derivadas) e do calculo integral (integrais). Eles
j& conheciam a inter-relacdo entre derivadas (tan-
gentes) e integrais (dreas) devido aos trabalhos de
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Barrow (1663-1669) relacionando tangentes de cur-
vas com areas delimitadas por estas mesmas cur-
vas. Esta relagao é conhecida hoje como o teorema
fundamental do cédlculo. Hoje, este importante te-
orema é enunciado da seguinte forma:

Teorema 5 (Teorema Fundamental)
Seja f(t) uma fungdo continua e F'(t) a sua integral
(indefinida),

f@)dt = F(t). (1.97)
Entao, p
th( )= f(b). (1.98)

Nao precisava mencionar que este resultado serd
devidamente provado dentro do curso de Célculo I.
No momento, por ser um teorema (um resultado
inquestionavel em matemaética), iremos usé-lo como
um mecanismo para calcularmos algumas integrais
elementares.

Portanto, gragas ao Teorema B, iremos calcular
integrais respondendo a seguinte pergunta: “quem
é a fungdo F(t) em (CI) cuja derivada é igual
ao integrando f(t), como em (CIH)?”. Isto signi-
fica que primeiro devemos saber derivar para depois
efetuarmos uma integral. Note também que o re-
sultado de uma integral indefinida como em (CIA)
pode muito bem conter uma constante aditiva, pois
a derivada de qualquer constante é zero. A integral
definida é efetuada da seguinte forma:

/ F(8) dt =

Vejamos alguns exemplos. Primeiro um exemplo
onde o resultado é bem conhecido: a area de um
tridngulo reto, de base 1 e altura 1, é 1/2. Esta é
a drea delimitada pela curva f(t) =t entret =0e
t = 1. Usando (M) e o Teorema (B),

o- 10549

_<

2

" Fw)

to

F(t) ~ Fl(to).  (1.99)

1

0
0

1
Cl—-|(=z+C)==. (1.100
w0)-(3re) =y
A 4rea debaixo da pardbola f(t) = 2 é um exem-
plo no qual o resultado é desconhecido (pelo menos
para os normais). Assim, usando (CI) e o Teo-

rema (H), a drea abaixo da parabola f(t) = 2 no
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intervalo t = 0 e t = 2 pode ser calculada facil-
mente,

1 /3
A:/ t?dt = <+C>
0 3

8

~(59)-

Naturalmente, resolvemos estas duas integrais
respondendo uma pergunta: “Quem é a fungao F'(t)
cuja derivada é igual ao integrando f(t) em (ICI2)?”
simplesmente porque ja sabiamos da resposta, con-
sultando as derivadas elementares (CTd). No en-
tanto, nem sempre, mesmo em situagoes relativa-
mente simples, poderemos ter este mesmo éxito.
Por exemplo, no exemplo do parigrafo anterior
onde calculamos o espago percorrido na trajetoria
7 = ti+ (1 +t?)j [confira novamente a integral

em (CM)], ndo podemos adivinhar que a integral
indefinida correspondente é

2

0

0 8
—+C ) === 1.101
3+) SNIRTY

/\/1+4t2dt:%t\/1+4t2

+ %sinh_l(%). (1.102)
Por isto é que existe um conjunto muito grande
de regras para nos ajudar a calcular integrais. Es-
tas regras serao exploradas durante os varios cursos
de Célculo. Entretanto, ao contrario de derivadas,
deve ser mencionado que nem sempre temos éxito
em resolver uma integral. Neste caso, devemos usar
diretamente a definicdo (M) (executando uma
soma) em um ambiente de computagao (numérica
ou algébrica) para obtermos valores de integrais de-
finidas. Faca os exercicios seguintes.

1.7.1 Exercicios

Exercicio 25
Calcule as integrais indefinidas de 2t + sin(t), t2 +

2
et te .

Exercicio 26

Calcule o espago percorrido na trajetoéria circular
7(t) = (Rcos(2nwt), Rsin(2nt),0) entre os instan-
test = 0 et =t. Compare este resultado com a
expressao que é conhecida para o comprimento de
uma circunferéncia de raio R.
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Exercicio 27

Calcule o espaco percorrido na trajetéria parabdlica
7(t) = (t,t,20t — 5t2) (mks) entre os instantes t =
0set=4s. Qual é adistancia no plano XY (solo)
entre o ponto de langamento (¢ = 0 s) e o ponto de
chegada (t =4 s)?

Exercicio 28

Faga um programa para calcular numericamente
uma derivada e uma integral (definida). Consulte
seu professor para obter as devidas ferramentas
computacionais.



