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Cinematica direta

Variaveis
cartesianas
(x, ¥, 2)

Variaveis de
Junta (9, a;)

Cinematica mverse
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Transformacao direta de coordenadas

0, >
0, >
Oy >
Variaveis de
junta
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Variaveis
cartesianas

SEM

Engenharia Mecanica

Prof. Mario Luiz Tronco



USP SAO CARLOS

Transformacao inversa de coordenadas

[ 91 -
~ » 0,
XY, Z > Trar)sformagao
' INVersa
o » Oy
Varliavels
cartesianas Variaveis de
junta
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Rob6 Elementar - 1 Grau de leerdade
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Manipulador RR em movimento plano vertical
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Equagdes da Cinematica Direta
x=a, cosB, +a, cos(6, +6,)

y=a,senb, +a, sen(0, +6,)

Cinematica direta

Variaveis de
Junta (6;, a;)

Variaveis
cartesianas
(x,y,2)

Cinematica inverse

X
: : —
a1 cos0 .ay cos(0,16,)
Er'-.g.enh-::ria Mecanica

Prof. Mario Luiz Tronco



=
................ , ) 5
y 0 X" +y —a; —a,
an sen(91+92) COS 2 2
a, d,
x* + y2 —alz — a,f
X 0, = tarccos
- 2 a a,
aj cos0, -ap cos(0,16;)

2
y(x2 +3° +a12 —azz) — X \/4 a12 a22 —(x2 + 7 —alz —azz)
tan 6, = -
X (.x2 +° -|—(112 —a§)+y \/4 a12 azz —(.)c2 +y7 —af —af)
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As duas solugdes possivels para a cinematica mversa do manipulador RR
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Fixando 6,

x(a, +a, cosB,)+ya, seno,

cosb, = LR Rt B
(a,+a, cosB,)” +a; sen” 0,

_ Y (a4 +a, cosB,)—xa, senb,
=

sen O . . 1%
(a, +a, cos0,)” +a; sen” 0,
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Vi

Manipulador RRR em movimento plano vertical
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Equagdes da Cinematica Direta
As equagdes da cinematica direta sdo obtidas de maneira semelhante ao exemplo

anterior, ou seja, pela adicdo das projegdes das juntas nos eixos cartesianos. Com 1sso tem-se
que

x=a, cos 0, +a, cos(0,+0,)+a, cos(0, +6, +0,)
y=a,senb, +a, sen(6, +0,)+a, sen(6, +6, +6,)

Cinematica direta

Variaveis
cartesianas
(x, v, 2)

Variaveis de
Junta (0, a;)

Cinematica imnversa

Engenharia Mecanica
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A cinematica inversa ndo pode ser resolvida, pois ha
apenas duas equactes e 3 incognitas (os trés angulos de
juntas).

Existem infinitas solucbes de angulos que satisfazem a
condicdo do oOrgdo terminal atingir um dado ponto no
plano.
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Algumas das infinitas configuracdes possiveis do brago RRR na cinematica inversa.

V3

0

X3 X
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Fixando a orientacdo da junta J3 com angulo ¢ (com

relacdo a horizontal)
A posicao de J3, denotada por x3 e y3 vale:

X; =X—a; CosQ

Y3 =) —a; 5engQ

Vi
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Algumas das infinitas configuracdes possiveis do brago RRR na cinematica inversa.

V3

0

X3 X
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O problema agora ¢ reduzido a se encontrar os valores dos angulos 6; e 6,. A
geometria deste braco reduzido € 1déntica aquela apresentada no exemplo anterior, composta
por duas juntas RR, com a unica modifica¢do de que os valores de x e y sdo substituidos por x3
€ v3. A solucdo €, portanto, dada por:

2 2 2 2
0. = % arccos| 0 O30S + (v —a seng)* ~af —ai |
2 a a,
e
0, = arctan (v —a; sen @) (4, +a, cosB,)—(x—a; cos) a, senb,
1 - 2

(x—a; coso) (a, +a, cosB,)+(y—a, sen @) a, senb,
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Finalmente para o calculo do terceiro angulo percebe-se que o angulo ¢ € 1gual a soma
dos angulos das juntas, ou seja, 8; + 6, + 65. Logo, como ¢ € conhecido ¢ 6; e 6, j4 foram
determinados, entdo

0,=0-6,-6,
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Manipulador RPR em movimento plano
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Cinematica Direta: idéntica a do primeiro exemplo

x=a,cos0, +a,cos(6, +06,)

y=a,sen 91 +d, SEH(EH T E}I)

@ SRISHENShE Prof. Mario Luiz Tronco



USP SAO CARLOS ' - %§

O braco apresenta trés variaveis de junta (©,,a, e ©,); deve-se
obter 3 equac0Oes para a cinematica inversa.
A cinematica direta fornece apenas duas equacoes

Ay
nfinitas solucdes possiveis 7| T

0

X3 X

Algumas solugodes possivels para a cinematica inversa
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A posicado x3,y3 da junta J3 e fixada se o ponto P=(x,y) e 0
angulo ¢ forem conhecidos:

by
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V; X —a;sen
tanB, === hadd 4

X,  Y—a,cosQ

a, = ’\/(I_HS SE1 (P')3 + (y —da, COS (P)E

0, =0-0,
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Vista superior

Manipulador PRR em movimento no espaco
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S Cinematica Direta
x=d cosbB, =[a, cosB, +a,cos(8,+6,)]cosb,
y=dsenb, =[a,cos0, +a, cos(6,+0,)]seno,

z=a,+a,senB, +a,sen(6, +0,)

@ o oicliie: e Prof. Mario Luiz Tronco



N
B

= _—

SP SAO CARLOS

Cinematica Inversa

2 2 2 2 2
X +v +(z—a) —a;—a;
0, =iarcms[ z 1 e J

2.':;-3 a,

z—a)(a, +a. cos0.)—x* +1* a. send
Ell=an:tan[( {4, +a; s) — 3:|

JX*+37 (a, +a, cos0,)+(z—a,) a, sen 0,

0, = arctan 2

X
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Manipulador com 4 graus de liberdade
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cinematica direta

x=d cosB, =[a, cos0, +a, cos(0,+06,)] cosb,
y=dsenb, =[a,cos0, +a,cos(0,+06;)]senb,
z=a,+a,sen0, +a,sen(0, +0,)
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Cinematica Inversa — 4 variaveis de Junta O, 62,63 e a,

A cinematica direta fornece trés equacdes: necessario
utilizar a condicéo fornecida para o angulo de punho: ¢ =

O,+ O;

ta
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z,—a z—a,—a, sen
0, = arctan =— = arctan ———— L
d, Jx+37 —ay cosg

2

a1=\j{z4—a|)1+d: =J{-"_ﬂ1_a3 sen¢)3+(ﬂx2+y2 —a; CDSI‘P)

0, = arctan 2
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Necessidade de uma ferramenta
matematica para agilizar os
calculos!
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Um vetor de posicao, v = al + bj +ck pode ser
representado no espaco tridimensional pela matriz coluna

X

y
z
w

Onde a = x/w, b=y/w, c=z/w e w € um fator de escalamento.
Ex.: Qualguer das matrizes abaixo pode ser usada para
representar o vetor v=25i + 10j + 20k

25 50 12,5

10 20 5
ou ou

20 40 10

1 2 05

Tais vetores podem ser usados para definir a posi¢ao do 6rgdo terminal de um manipulador

cgeeRd hecnta Prof. Mario Luiz Tronco
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Um vetor pode ser transladado ou girado no espaco por
meio de uma transformacao. Tal transformacao &

realizada por uma matriz H,, ,

u=Hv

O vetor u é transformado no vetor v pela operacdo
matricial com a matriz H

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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A transformacéo para realizar uma translacdo de um vetor
no espaco numa distancia a na direcao x, b na direcao y e
c na direcédo z é dada por:

H =Trans(a,b,c) =

o O O B
o O —» O
o —»r O O
O T 9

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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H =Trans(a,b,c) =

O vetor de translacao:

Hy =

1

0
0
0

oR

Ex.. Para o vetor y=25i + 10j + 20k realizar uma
translacdo numa distancia de 8 na direcdo x, 5 na direcao
y e 0 na direcdo z, a transformacéao é dada por:

o O —» O

o O O

— O O1 O

1
0
0
0

0
1
0
0

25
10
20

1

0

0
1
0

8

S
0
1
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Rotacdes de um vetor em torno de cada um dos trés eixos
num angulo © podem ser realizadas por transformacoes
de rotacoes.

Ao longo do eixo X, a transformacéo de rotacdo é dada
por:

1 O 0 0
0 coséd -—-send O
0 send coséd O
0 O 0 1

Rot(x,0) =

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco

SEM



USP SAO CARLOS :

we N ‘
Ao longo do eixo Yy, a transformacao de rotacdo € dada
por:
- cosd 0 send O]
0 1 0 O
Rot(y, @) =
—-send 0 coséd O
0 0 0 1

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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Ao longo do eixo z, a transformacao de rotacao € dada
por:

cosd —-send 0 O
send coséd 0O O
Rot(z,0) = 5 5 10
0 0 0 1

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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Equacdes cinematicas usando transformacdes homogéneas

As transformacg0es mostradas anteriormente sao da forma:

x

_I
||
03;3

cO O O

X
X

>

N

o D QJ Q
HUPU

4 vetores colunas,
0S (quais podem
ser usados para
definir a posicao e
orientacao do
orgao terminal de
um manipulador

Engenharia Mecanica
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Vetor p representa

a posicio do F
orgao terminal em R
relagdo ao sistema A e _,.
de coordenadasda e |
base. '
n, 0, a« P,
T = ny Oy a.y py
n, o, a. P,
0 0 O 1 ]
{®) Engenharia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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Os vetores n, 0 e
a especificam a
orientacao do
atuador.

Juntos, o0s trés
vetores formam
um sistema de
coordenadas em
relacao ao sistema
de coordenadas da
base

@ SRISHENShE Prof. Mario Luiz Tronco
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A posicao e a orientacdo do orgao terminal podem ser descritas
como 0 produto de n transformac6es homogéneas, uma para
cada uma das n juntas do manipulador.

De forma similar, a posicao de toda e qualquer junta do robd
pode ser considerada como o produto de transformacodes que
descrevem as rotacoes e translacoes das combinac0oes anteriores
junta-elo.

cgeeRd hecnta Prof. Mario Luiz Tronco
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Variaveis afetadas pela comblna(;ao Junta -elo

an: extensao do elo. Definida como a distancia ao longo
da linha que € mutuamente perpendicular aos eixos das
duas juntas adjacentes.

in-2 Zn -1 z

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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Variaveis afetadas pela comblna(;ao Junta -elo

Angulo tn: torcdo entre os eixos das juntas num plano
perpendicular a an.

in-2 Zp -1 Zp

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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Variaveis afetadas pela comblna(;ao Junta -elo

dn: distancia entre a normal an e an-1 dos dois elos (denominado
deslocamento de junta). Para uma junta prismatica, é a variavel
de junta

in-2 Zp -1 Zn

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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Variaveis afetadas pela comblna(;ao Junta -elo

Angulo ©: angulo entre os elos, medido como angulo
entre as normais an e an-1 e no plano normal ao eixo da
junta.

Zn-2 Zp-1 Zn

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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A posicio e orientacao da junta n sao definidas
completamente em relacdo a junta n-1 pelos quatro

parametros a,, ., 8., d.. Znot - .

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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Pode-se atribuir um sistema de coordenadas para cada elo e
estabelecer as relacOes entre elos subsequentes, usando
transformac0Oes para cada uma das quatro variaveis.

Ou seja, o sistema de coordenadas esta embutido na extremidade
do elo na junta sucessiva.

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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Usando as transformacdes obtidas anteriormente para rotacao
e translacdo, pode-se desenvolver a transformacao que
relaciona o sistema de coordenadas do elo n com o elo n-1.

- Para uma junta rotativa

"cosS @ —sen 6cost sen@sent acos 0
senf cos@cost —cosfsent asenf
0 sen f cos I d

L O 0 0 I

Para uma junta prismtica, o valordea =0

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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A descricao da extremidade de um elo em relacéao ao

sistema de coordenadas de referéncia do manipulador

pode ser descrito como o sistema de coordenadas do elo
T, onde:

T =AA, .. A,

SEM
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A descricao da extremidade de um elo em relacdo seu predecessor
pode ser descrito em funcao das matrizes A:

rm‘

‘”’T, A A A Exemplo:
‘:n‘ n-1 n

s /\
\

ole A,
AA,
A A, A,

\ | O
\ Elo atual T2

Elo anterior T3

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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A descricao da extremidade de um elo em relacdo seu predecessor
pode ser descrito em funcao das matrizes A:

rm‘

- ”’T, A cawen 'An-lAn Exemplo:

\ln\
\s/\\ 3

T6 — A4A5 AG
\ N 0 — 0 3
\'} —
| = AA, AT,

Elo anterior

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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Para calcular a matriz T, deve-se primeiro calcular as n A matrizes.

Para tal, deve-se substituir os valores de a, ©, d e t na equacao 1.

(equacao 1)

cos @ —sen@cost seng@sent acos@
senf cosfcost —cos fsent asenf
0 sen f cos ! d
1] 0 0 |

A, =

SRISHENShE Prof. Mario Luiz Tronco
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Notacao de Denavit-Hartenberg

Parametros de Denavit-Hartenberg

Permitem obter o conjunto de equacOes que descrevem a
cinematica de uma junta com relacéo a junta seguinte na cadeia
cinematica, e vice-versa;

Engenharia Mecanica

sEr Geometria de juntas rotativas e parametros das juntas.
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e d; = distancia ao longo z; 1 de O;_ até a intersec¢ao dos eixos z; €
z;—1. d; € varidvel se a junta ¢ é prismatica.

@ s Prof. Mario Luiz Tronco
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e 0; = o angulo entre z;_; e x; medido em torno de z;_,. 6; € variavel se a
junta i € rotativa. /

@ s Prof. Mario Luiz Tronco
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Exemplos:
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a, = Distancia ao longo de x, medida da

interseccédo dos eixos X, e z, até O,

= X0 »

777777 K a, = Dlsta~1n0|a ao_longo de X, medlda da
/ ,.Interseccao dos eixos X, e z, ate O,

Two-link planar manipulator. The z-axed all point out of the
page, and are not shown in the figure. /

an: extensao do elo. Definida
como a distancia ao longo da
linha que € mutuamente
perpendicular aos eixos das
duas juntas adjacentes

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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d, = Distancia ao longo de z, medida de
O, até a intersecgédo dos eixos X, € z,.

. d, = Distancia ao longo de z; .44, de O,
IR, até a interseccao dos eixos X, e z, .

Two-link planar manipulator. The z-axes all point out of the
page, and are not shown in the figure.

Joint 7 — 1

Engenharic
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o, = angulo entre z,e z, medido em torno de x,

“a, = angulo entre z, e z, medido em torno de x,

gl

-’
Two-link planar manipulator. The z-axes all point out of the P
page, and are not shown in the figure. P -
-’
-
-’
PR
i - Zi—1

Jomt 2

Joint 2 — 1




DH parameters for 2-link planar manipulator.
Link a; | Gy di 91'

1 ai 0 0 9;
X1 2 |a| 0|0 |65

* variable

. 0, = angulo entre x, e X, medido em torno de z,
- X

0, = angulo entre x, e X, medido em torno de z,

LY ,

Two-link planar manipulator. The z-axes all point out of the /
page, and are not shown in the figure. /

Engenbaric
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e ——

A; = Rot, g Trans, 4, Trans; 4, Rot; o
cg, —s¢, 0 0 1 00 0
B se, ¢, 0 0 010 0
h 0 0 10 0 01 d;
0 0 01 00 0 1
1 00 a 1 0 0 0
y 010 0 0 & —S8s 0
0010 0 5 € O
000 1° 0 0 0 1
Co; —950,Cay 56,5 a;Cy,
. 801 CB: cai _Coi Sai (Lisgl
N 0 S B d;
0 0 0 1
— 5 i Ca : .'f-;.g;uJ Hﬂf 1 iﬂl?,
fﬂ, ﬂn-r _{rﬂ‘ SHJ ﬂ'l'S'ﬂr
Sy Cay, "J-z'
0 () 1
c : L .. .
=DISONA ecinic e Prof. Mario Luiz Tronco
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¢ —s1 0 apc | o —s9 0 agey |

S1 C1 0 a1 81 . 59 (6) 0 aoS89
A=10 01 0 |0 ®2Tl0o 0 1 o0

L @ B 1) B 4 O 1 |

T = A

T) = AjA,
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d3
-

29 O3

T2 Yo T3 a, = Distancia ao longo de x, medida da
Y3 intersecgédo dos eixos X, e z, até O,

21

a, = Distancia ao longo de x, medida da
interseccao dos eixos x, e z, até O,

a, = Distancia ao longo de x3 medida da
Interseccao dos eixos x3 e z2 ate O3

Link a; 0% dz' 6), |
1

0
0 |

L o
-

Engeniioia Mectnica Prof. Mario Luiz Tronco
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d3
-

29 O3

\ \
: > 23 i k‘l , i i~ ]
4 Yi—1 -
2 Yo T3

d, = Distancia ao longo de z, medida de
Y3 O, ate a interseccgao dos eixos X, e z,.

d, = Distancia ao longo de z, medida de O,
ate a interseccao dos eixos X, e z; .

d, = Distancia ao longo de z, medida de O,
ate a interseccao dos eixos X; e z,.

21

Link [ a; | o; | d; | 6; |
1 0 dy |
2 0 | d5
3 10 | d3 ’

* variable

Engenharia Mecdnica

s Prof. Mario Luiz Tronco
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ds i
-
29 O3

Us o, = angulo entre z,e z, medido em torno de x,

a, = angulo entre z, e z, medido em torno de X,

o, = angulo entre z, e z; medido em torno de X,

Link | a; | o | d; | 6; |
1 0 0 (ll
2 [0 |-90|d;
3 10 0 |d;

" variable

SEM
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-
29

0, = angulo entre x, e X, medido em torno de z,
0, = angulo entre x, e X, medido em torno de z,
05 = angulo entre x, e X; medido em torno de z,

Link | a; | o; | d; | 6;
| 0 0 d 1 ¢ I
2 1 0|-90|d; | 0
3 1o o |d]o

* variable

Engenharia Mecanica
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DH parameters
8 Link a; Yy di Hz'
4 0|-90| 0 | 0}
5 0| 9 | 0 |6
6 0 0 |d¢| b
* variable

s Elisn s Prof. Méario Luiz Tronco
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B - S Corkas

N . kil

C4q 0 S84 0 i
S4 0 C4 0
0 -1 0 0
0.9 4 1

—CG —860 0T
s¢ ¢c 0 O

L 6 A1
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