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4300259 — Termoestatistica

Distribuicao de Boltzmann
c

Funcao de Particao



Sistema

(B)




P(U) = C(T)QU) x exp (-&)

— Na ultima aula vimos que, para o caso de um oscilador, a
constante de normalizacdo (a uma dada temperatura) pode ser
obtida analiticamente:

hwq

C(T) — {1 —e kBT } Q(U) — 1 (apenas 1 oscilador)

— Iremos revisitar o gas ideal diatdmico,
nos restringindo ao movimento vibracional
(o translacional ja foi estudado e o

rotacional exigiria conhecimento adicional
de Mecanica Quantica).

— O “sistema” sera uma molécula (1
oscilador), enquanto o “reservatorio” sera
constituido pelas demais moléculas.




— Exercicio: Seja 7w, o quantum de energia
vibracional das moléculas do gas diatomico
contendo N moléculas. Utilizando a
Distribuicao de Boltzmann, e admitindo que o
gas esteja a temperatura 7, obtenha expressoes
para:

(a) A energia média de uma molécula.

(b) A energia interna do gas.



."’WM A energia média de uma molécula pode ser
e obtida diretamente da funcdo de distribuigdo.

/ Lembrando que a energia da molécula ¢ dada por
Z £, = qhw,, teremos:
.o@ o ° o
° L —eq/kpT __
.0: o © 7 <€>—C(T)Z€q€ /T —
oo’ Ce o q__(?)l& -~ _ fwo
® e 0o ° o = [1—6 ’“BT] thqu FpT 1
° =0

Poderemos resolver o somatorio explorando a expressao da progressao
geométrica (ver aula passada). Fazendo o = (hwy/kgT), teremos:

- d < d 1 e
—eq — —eq — —
gqe do qz:;)e do (1—6—0‘) 1 —e=]?

Portanto:

hw ] B ]
CxXp (_ kB%) 1

<€> = hwo — hCUO
1—exp (~f2%)




— Lembrando que a energia interna ¢ dada por U
= N{¢), teremos:

1

e (f25) 1

Uvib = N<€> = Nﬁwo

— Em geral, a energia interna do gas diatdomico
pode ser decomposta na forma U = U, + U, +

rans rot

U, A componente rotacional ndo serd abordada
aqui, mas sabemos que U,.,.. = (3/2)NkgT.

— Como sugestdo, calcule o calor especifico por molécula a volume

constante, desprezando a contribui¢ao rotacional (o resultado ¢ mostrado no
proximo slide).
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Funcao de Particao

— A Funcdo de Particao, Z(7), do sistema em contato com o
reservatorio ¢ definidda como a soma dos pesos de Boltzmann
ponderados pelos correspondentes niumeros de microestados:

Z(T) =Y QU,)e Un/keT

— E usual representar a FP em termos dos microestados. Para
tanto, basta somar sobre os microestados com mesma energia
(equiprovaveis). Abaixo, o indice n corre sobre os macroestados,
enquanto i, corre sobre seus microestados compativeis:

[ Q(U,)

2(T) = Y QU )e kT = 3T 3 ekt

n =1




Funcao de Particao

(Un)
— ZQ(Un)e_Un/kBT _ Z Qi e —U,;, /kBT
n no | in=1 |

— Nao deixe de perceber que U, = U, (o termo entre colchetes

contabiliza microestados equiprovaveis, compativels com a
energia do n-ésimo macroestado).

— Assim, a forma mais usual de representar a FP ¢ simplesmente
como soma de microestados (sem indicar os macroestados). Caso
dois ou mais micorestados tenham energias iguais, simplesmente
aparecem mais de uma vez no somatorio abaixo (o indice v conta
microestados com energia € ):




Funcao de Particao
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— Note que o peso de Boltzmann, exp(—¢/kgT ), corresponde a
probabilidade de um microestado (para um sistema em contato
com um reservatorio).

— Retomando o problema de um oscilador em contato com um

reservatorio a temperatura 7, poderemos expressar sua energia
meédia na forma:

onde



Funcao de Particao

— Exercicio: Iremos denotar = (kz7)!, de forma que a FP possa
ser escrita mais compactamente:

Z(T) = » e P

|74

(a) Mostre que a energia media (dos microestados) do sistema
pode ser obtida como

1 dZ
(€) = _E%

(b) Aplique a formula ao probema de um oscilador em contato
com o reservatorio, € compare com o resultado calculado no inicio
da aula.



(a) Derivando a FP em relacao a f:

d d e, | _Be,
—@Z: —% Ze & = Zeye &

174 174

Para que a expressdao acima seja igual a energia média, basta
normaliza-la adequdamente pelo fator 1/Z:

1 1
LR =Y ee P = {e)

Z dp Z y
(b) No caso do oscilador, ja conhecemos Z(7) = 1/C(T):
dz d 1 ~ hwg e~ Pwo
ds  dB[l —e Pwo]  [1 — e Bhwo]2
_ld_Z _ ﬁWQ 6_5000 B hwo _ <€> (comparar

com slide5)

Z dg [1 — e=Phwo] ePhwo — 1



Funcao de Particao

— Além da energia interna, outras propriedades termodinamicas
podem ser obtidas da FP. Nao iremos levar a discussdo adiante
aqui, mas mencionaremos alguns exemplos:

- Calor Especifico:  Clr — 1 0% 1In(Z)
(1) Calor Especifico: Vv = knT? 932 y
(i1) Entropia: S =k —8 TIn(Z)

(iii) Pressao: P = kT (% 1H(Z)>T



