N\

)
S

-

4300259 — Termoestatistica

Entropia, Irreversibilidade ¢ Temperatura



Definicao Estatistica de Entropia
(Entropia de Boltzmann)

Sendo @ o numero de microestados acessiveis de um sistema
isolado, sua entropia sera

S — ]CB IH(Q)

kp = 1.381 x 10723 J/K

(constante de Boltzmann)

O macroestado estado mais provavel do sistema isolado (estado de
equilibrio) tera maxima entropia.



Segunda Lei de Termodinamica

A entropia de um sistema i1solado tende a um maximo, que corresponde
a sua condi¢do de equilibrio (maximo numero de microestados
acessiveis). Se o sistema isolado nado estiver em equilibrio, sua entropia
aumentara até que o equilibrio seja atingido.

Antes: T, > Ty Depois: T, = Ty

AS, = AS, + AS; >0

— A Segunda Lei nao estd em conflito com a diminui¢ao da entropia em
alguma parte do sistema.

— A Segunda Lei decorre do aumento do ntimero de microestados
acessiveis, e portanto do Postulado de Equiprobabilidade.



Equalizando Pressoes (Equilibrio Mecanico)
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— Iremos utilizar o gas de rede para modelar a
expansdo livre. Cada um dos V sitios nao pode
ser ocupado por mais do que uma das N
particulas (em consisténcia com o fato de que
particulas muito proximas colidem).

— Havendo V sitios € N particulas (V' > N), o
numero de microestados sera
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Exercicio: Considere um recipiente formado por dois compartimentos,
cada um com V,= V, = 9 sitios. Na situacao inicial, N, = 2 particulas
estdo confinadas a um dos compartimentos, pois a valvula encontra-se
fechada, havendo vacuo no outro compartimento, N, = 0.

ApoOs a abertura da valvula, as N = (N, + N,) = 2 particulas podem
ocupar todo o volume de V' = (V, + V,) = 18 sitios. Os macroestados do
sistema serdo entdo definidos pelo numero de particulas no
compartimento a esquerda, N; = 0, 1, 2. Obtenha o numero de
microestados €2 em funcao de N,.
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— No limite N ~ 10** (mantendo a densidade N/V do gas constante):

A _ N1 _ No

N P1=DpP2 = 3, = 7,
O} 1 2
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antes do equilibrio

— Apenas o estado mais provavel (N,™/V, = N,™/V,), no qual as
densidades se equalizam, pode ser observado em um gas macroscopico
(sua probabilidade ¢ gigantescamente maior que as probabilidades dos
demais macroestados).

— O sistema estd inicialmente em equilibrio, com o gas ocupando
apenas um reservatorio. Ao abrir-se a valvula, o gas se expande e atinge
um novo equilibrio que maximiza a entropia, S° > §.



Entropia e Irreversibilidade

— Em ambos os casos, desde que os sistemas
sejam macroscopicos, teremos €2; <<< Q.

— Assim, uma vez atingido o equilibrio final, a
Qp probabilidade de voltar a observar o
> macroestado 1nicial ¢ desprezivel. Lembre-se

N,  que a probabilidade relativa dos macroestados,
P;/P;, ¢ dada por:

P; Q; /o Q;
B /)
Py (/o)  Qy

— Os processos sao irreversiveis (probabilidade de reversao ¢ infima)



Entropia e Irreversibilidade

— Poderemos relacionar a variacdo de entropia as probabilidades

relativas dos macroestados discutidas no slide anterior. Recordando a
definicdo S = kg In(€2):

P s~ 0w o0 (5)

— Vocé deve se recordar, do curso de Fisica do calor, que na expansao
livre de um mol de gas ideal, desde o volume V até¢ o volume 2V, a
variacao de entropia sera:

2
AS =nRIn (;) = 8.314 x In(2) = 5.763J/K

— ApOs a expansao livre, a probabilidade do macroestado inicial (todo o
gas no volume V), em relacao ao macroestado final mais provavel, sera:

P; Q; ( 5.763
= exp | —

A — —4.173 x 10%) <<< 1
P Q; 1.381><10—23) P <107 <



Entropia e Temperatura

Entropia e Primeira Let:
_ dQ _ 1 p
dS = F = #dU + 7#dV

Do ponto de vista matematico, a expressao acima constitul o
diferencial da funcdao S(U,V), que tem a forma geral:

ds = (92),dU + (§2), dV

Comparando as expressoes:

% — (g_g)v
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Temperatura: Solido de Einstein Macroscopico
1 _ (9S8
T — (a_) 1%

— No modelo do solido de Einstein, ndo levamos em consideracao o
efeito da dilatacdo térmica (osciladores harmonicos), de forma que V
= constante. Nesse caso, podemos dispensar a notagdao da derivada
parcial:

L (3_5) _ dS

T ou /v dU

— Vamos estimar a temperatura de um solido de Einstein
macroscopico. Lembrando que a entropia ¢ fungdo do niimero de
quanta, que por sua vez ¢ uma fun¢iao da energia interna, S(g(U)),
vamos explorar a Regra da Cadeia:

1 _ dS __ dS dg

T = dU ~— dq dU



Aproximacao de Stirling
In(n!) = nIn(n) — n + Olln(n)]

(valida para n >> 1)

1.510441E+01  1.302585E+01 13.8
100 3.637394E+02  3.605170E+02 8.86E—01
1000 5.912128E+03  5.907755E+03 7.40E-02
10000 8.210893E+04  8.210340E+04 6.73E-03

Para sistemas macroscopicos, o numero de microestados () ¢
ENORME. A aproximagdo, portanto, produz erro insignificante
(resultado exato em qualquer sentido pratico):




Temperatura: Solido de Einstein Macroscopico

1 _ dS __ dS dq

T dU — dq dU
— O segundo termo ndo envolve dificuldades:

U dg _ 1

UZQFLCU()jq:h—%de—h—%

— Para calcular dS/dg, vamos explorar a aproximacgdao de Stirling,
essencialmente exata para objetos macroscopicos:

S =kpln {gff(*;g;}} — kg {In[(N + ¢)!] — In(q!) — In(N1)}

= kp {(N +¢)In(N +q) — qIn(q) — NIn(N)}

@ = kp{In(N +¢) —In(¢)} = kgln [H %}
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— Perceba que (N/q) ¢é proporcional ao inverso da densidade de energia,
(N/U) = (1/hwy)(N/g). Como a temperatura € uma funcao decrescente de
(N/gq), sera uma fungdo crescente de (g/N), e portanto uma fungao
crescente da densidade de energia, (U/N) = hw, (q¢/N). Como exercicio,
escreva T em func¢ao de (g/N) e faca um grafico.
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Temperatura: Solido de Einstein Macroscopico

— Portanto: ds _ dS dg _ kB |y [1 4 %}

1_— e p—
T  dU — dq dU hwo

_ hw 1
I = kBO ln[l—k%]

— Equilibrio Térmico entre solidos constituidos do mesmo material
(mesmo hw,):

h=1H = ZC;O ln[lig_ll] N 7;2)90 1n[1—|1-]:_22] ~

N . N N1 _ Nao
= 1+ ] =i+ fa] o Qo= G2 o

hwoqi __ hwogo Ui, _ Uz
j N]_ o N2 i Nl o N2



Temperatura: Solido de Einstein Macroscopico

_ hw 1
= % W]

— Caso a energia (numero de quanta) do solido seja alta, N/g << 1,
teremos:

N| ~ N

— Nesse limite:




