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4300259 — Termoestatistica

Solido de Einstein:

Microestados e Macroestados



Quantizacao da Energia: Oscilador Harmonico Simples

= @I Modelo de Molécula Diatdomica
D & > — Atomos sdo representados por esferas.
— Mola representa a forga elétrica
@ W -@ liquida (restauradora) entre os atomos.
< > — A distancia de equilibrio (mola

d=d
’ relaxada) & d = d,

= @VWIWWWWWN-@ &= — A coordenada que descreve a
< >

d > do deformacao damola € s =d —d,,.

Oscilador Classico:

Forca Elastica: F, = —k.s Energia Mecanica:
1,2 17, .2

Frequéncia Angular: wg = \/% b = SHVE + §ke8
= l,wv? + %,uwgs2
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Quantizacao da Energia: Oscilador Harmonico Simples

V(s) = %keSQ Energia
= @ INIH-@ = ‘\ /
T od<dy \ /E4:§hw0:Eo+4hwo
SWWIWW-@ \ /EgzghwoonJrshwo
T d=dy \ By = 2hwy = Eo + 2hwy
= @VWWWWWN- @ ¢ By = 2hwo = Eg + hwy
< d > d ? E/EO = %ﬁwo

Niveis de Energia do Oscilador

— Nivel de energia mais baixo:
Harmonico Quantico:

n=0, com E, = Yhw,.

— Niveis de energia i1gualmente
E. = huw 1 gla 18
- o(n + 5) espagados, AE=FE ., — E = hw,.

n =012 — h = h/2m € a constante de
= Jt = 1.0546 x 1034 Js Planck reduzida (“h cortado”).



Convencoes Importantes

— Os niveis de energia sao ¢, = 2hw, + nfiw,. A constante 2iw,, chamada
energia de ponto zero, ndo serd relevante a discussao que realizaremos na
Disciplina. Assim, iremos expressar a energia do oscilador em relagdo ao
nivel mais baixo, E, = €, — /2hw,, 1sto &,

energias em relacao
E, = nhwq ( s ¢
ao nivel g, = Y2hw,)

— As energias do oscilador sao dadas por multiplos da constante 7w,
denominada quantum de energia. Assim, o nivel mais baixo € £, = 0, o
nivel £, = hw, tem um quantum de energia acima de £, o nivel £, =
2hw, tem dois quanta, o nivel E; = 3hw, tem trés quanta, etc.

Eyg =0 (zero quantum)
Ei1 = hwg (um quantum)
E> = 2hwg (dois quanta)



Convencoes Importantes

— A energia do oscilador quantico sera representada pelo diagrama
abaixo, composto pela curva de energia potencial V(s) = ' k.s? (linha
laranja), niveis de energia (linhas horizontais), € por um circulo que
indica a energia do oscilador (em qual dos niveis o sistema se encontra):

E=0 E:th E=4th

(zero quantum (um quantum (quatro quanta
de energia) de energia) de energia)



Solido de Einstein

— Modelo de Molécula Diatomica: interacao elétrica (restauradora) entre
0s atomos representada por uma mola:

== @ 1T
“ >

d < dy

— Modelo de Solido: tipicamente em
metais, os atomos vibram em torno de
posicdes meédias que formam arranjos
regulares. Um exemplo ¢ mostrado na
figura ao lado, na qual as posi¢des medias
dos atomos recaem sobre arestas de cubos
(representacao de esferas e molas):




Solido de Einstein

— No Modelo de Einstein, cada atomo ¢ representado por um oscilador
tridimensional (vibrando ao longo das dire¢Oes cartesianas). Admite-se
que as vibragdes atomicas sejam independentes.

= (b + bmaie?) + (b + bmaiy?) +

- (%mvg + %mw%zQ)

— Representagao de um
atomo no Solido de Einstein: \E/ E/

= nghwy + nthO + n,hwo
= (ng +ny +ny)hwy = Nhwy

J —
L
quanta associados as N ¢é o nimero
vibragdes ao longo das de quanta de

dire¢des Ox, Oy, Oz. energia do &tomo



Exercicio: Suponha que um atomo, representado por um sistema de trés
osciladores, tenha 4 quanta de energia. De quantas maneiras podemos
distribuir essa energia entre os osciladores?




Uma resolucdo do tipo “forca bruta”, consiste em verificar, termo a termo, todas
as possibilidades. Denotando por (n,, n, n,) o numero de quanta nos trés
osciladores, deveremos contabilizar todas as possibilidade compativeis com a
condi¢ao n = ntn,tn,= 4 (total de 4 quanta de energia no atomo). Existem as
possibilidades (4,0,0), (0,4,0), (0,0,4), (3,1,0), (3,0,1), etc. Graficamente:
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Um argumento mais geral consiste em observar que se trata de um problema
semelhante a “quantas maneiras existem de acomodar 4 bolas iguais em 3

caixas”, situagdo em que geralmente recorremos a analise combinatoria.

Perceba que as possibilidades de distribuir ¢ quanta de energia entre N
osciladores podem ser representadas por g circulos e (N — 1) separadores (barras).
No exemplo de interesse, no qual g =4 e N = 3, teremos:

oooo‘ ‘ oo‘o‘o o‘oo‘o ‘..L. etc.

(4,0,0) 2,1, 1) (1,2, 1) 0, 2,2)

Qualquer permutacao dos objetos, g circulos e (N — 1) barras, representa uma
possibilidade. Porém, como os circulos e esferas sao idénticos entre si, ha muitas

permutagoes redundantes (por exemplo, permutar barra com barra nio muda
nada). O niamero de possibilidades (£2) serd dado pelo nimero de permutagdes
dos (g + N — 1) objetos dividido pelo niumero de permutacdes redundantes:

() — Ro. de permutacoes dosobjetos _ (¢g+N—1)!
~ no.depermutacoesredundantes =~ ¢! (N—1)!

No exemplo de interesse, 2 = (4+3—1)!/[4! (3—1)!] = 6!/[4! 2!] = 15.



Exercicio: De quantas maneiras podemos distribuir:
(a) 4 quanta entre 3 osciladores (1 a&tomo) ?

(b) 8 quanta entre 3 osciladores (1 atomo) ?

(c) 4 quanta entre 6 osciladores (2 atomos) ?

(d) 8 quanta entre 6 osciladores (2 atomos) ?



(a) 4 quanta entre 3 osciladores (1 4&tomo) ?

—1)!
¢g=4ec N=3: Q=411 = 8 =15

(b) 8 quanta entre 3 osciladores (1 4tomo) ?

Q= 7% =45

(c) 4 quanta entre 6 osciladores (2 atomos) ?

(d) 8 quanta entre 6 osciladores (2 atomos) ?

Q= 23, = 1287

Importante: Note que Q cresce significativamente quando aumentamos
g ou N, e ainda mais significativamente quando aumentamos g ¢ N
mantendo a densidade de energia g/iw,/N constante.



Microestados e Macroestados

— A termodinamica se ocupa de sistemas macroscopicos dotados de
estrutura microscopica. Por exemplo, tanto o gas ideal monoatomico
quanto o sélido de Einstein (macroscopicos) sao constituidos por
atomos (microscopicos).

— Os estados dos sistemas macroscopicos, denominados macroestados,
se caracterizam por condi¢coes impostas as macrovariaveis. Por
exemplo: solido com energia interna constante, U = ghw,.

— Em geral, hd varios arranjos das particulas microscopicas que
constituem o sistema, denominados microestados, compativeis com um
dado macroestado. Por exemplo, ha varios arranjos possiveis para os
quanta de energia entre os atomos de um solido compativeis com uma
dada energia interna U = ghw,.



— Exemplo: Distribuicio da Energia. Se definimos 1 atomo como
sistema de interesse, a condicdo U = 4hw, (energia interna igual a 4
quanta) define um macroestado do &tomo. Todos os arranjos dos quanta
entre os osciladores compativeis com esta condi¢ao sao microestados.
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— Exemplo: Distribuicao das Posicoes. Vamos construir um modelo
simplificado de gas i1deal, denominado gas de rede. O volume do gas ¢
subdividido em N células (sitios), onde podem ser acomodadas ¢
particulas nd3o interagentes. Como as particulas colidem elasticamente
quando muito proximas (no gas ideal), admite-se que duas particulas
nao podem ocupar o mesmo sitio (no gas de rede).

Definimos um macroestado do gas de rede com N sitios especificando
seu numero de particulas (g). Todas as combinac¢des (permitidas) para
as g particulas nos N sitios definem microestados:

Exemplos de O

microestados
paraN=9¢ @ ®

q=72.

N

= 36

O
T (N—q)! O O O o0
O




Postulado (Suposicao) Fundamental da Fisica Estatistica:

Em um sistema isolado (com macroestado bem definido), todos os
microestados compativeis sdo equiprovaveis (mesma probabilidade).

Como devo entender a afirmacdo “sdo equiprovaveis” ? De duas
maneiras (equivalentes segundo a Hipotese Ergodica):

1) Suponha que tenhamos um sistema i1solado com N microestados
(compativeis com o macroestado). Se realizarmos um grande
numero de observacdes do sistema anotando a distribuicao dos
microestados, iremos obter o mesmo numero de ocorréncias
para cada microestado.

2) Suponha que tenhamos um grande numero de sistemas
idénticos (no mesmo macroestado). Se realizarmos uma
observacdao em cada um deles, iremos obter 0 mesmo namero
de ocorréncias para cada microestado.



