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Distribuicao Binomial

p = probabilidade de um passo para frente

g = probabilidade de um passo para tras

ptqg)=1

N = numero total de passos
n = numero de passos para frente

t, = nAt m = niamero de passos para tras

N= m+tm) ou n=(N—-m)




Distribuicao Binomial

— Fixando N e n (ou n e m), fixaremos também a posi¢ao dos passeios
ao final de N passos, x,, pois cada passo tem comprimento /:

zy = (n—m)l = 2n— N)I

— Exercicio: Considere a mesma situacao discutida na ultima aula,
um passeio aleatorio com p = g = '2, e N = 5. Calcule o valor medio

da posi¢ao (sobre uma grande colecdo de passeios), apOs 0S cInco
passos, {xs).

Sugestdao: Obtenha o valor médio do numero de passos para frente,
(n), e explore a relagdo x,, = (2n — N)/.




— Valor médio de n:
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— Valor médio de x:

80
(T5) (n) X 3



— Em geral, podemos realizar a media de » na forma:

(n) = inPN(n) = i( ]7\; ) nptgN—n

r d n
—Poréem: np :pd_p (p )
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— Por um argumento semelhante, podemos demonstrar que a
variancia do numero de passos ¢ dada por:

(03) = (n*) — (n) = Npq



(n) = Np o = (n?) — (n)> = Npq

— Exercicio: Utilizando os resultados acima, calcule os valores
médios {x,» e (x*\», para 0 caso p =g = Y.

Sugestao: Uma vez mais, explore a relagdo x, = (2n — N)




— Valor médio de x,, (para p = '%2):

(zn) = ((n—m)l) = {(2n — N)I) = 2l{n) — NI
— 2INp — Nl = NIl — NI = 0

— A variancia pode ser obtida na forma:

02 = (22) — ()2 = ({[(2n — N)]?) = 412(n?) — AN1%(n) + N2[2

— Para p = g = 5, temos <n>= N/2, ¢ 0%, = N /4. Assim:

02 = A12(n?) — 812(n)? + N2[2
— 412 ((n2) — (n)2) — 4i%(n)? + N2[2

)
420 412 (N)* 4 N2j2 = NP2



Passeio Aleatorio e Coeficiente de Difusao

— O exercicio anterior reproduz o
resultado obtido anteriormente,
ilustrando o fato de que a
Distribuicao Binomial representa
uma densidade de probabilidade para
uma colecao de passeios aleatorios.

—Coeficiente de Difusao (D):

(x%) = NI? = ZA—QtN = 2Dty
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— Os graficos ao lado
mostram a distribuicao
binomial P,(n) para p = q =
. Sao mostrados os casos N
= 5 ¢ para N = 100, em
funcao da posicdo final, x =
(n — m)l, que varia de —N/ a
+MI.

— Perceba que o grafico para
N = 100 se assemelha a uma
Distribuicao Normal. Isso
nao ¢ uma coincidéncia!

— Embora —100/ < x <100/, a
fun¢dao P,,,(x) assume

valores muito pequenos para
+ 40/.



— Note que em N passos de comprimento /, as posi¢oes finais
possiveis estardo no intervalo — N/ < x,, <+ NI.

— Perceba também que:

N =10 = 57 = 5 e —10l < zq9 < 101
N = 100 — LNZ — Wlo e — 1001 < z100 < 1001
N = 1000 = 5t = 50 ¢ — 1000l < 21900 < 1000]

— Assim, no limite de um grande nimero de passos (N — ) a
distribuicao das posi¢oes finais se torna continua.
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Limite de Distribuicao Normal

— Como demonstrado por F. Reif, Fundamentals of Stastistical and
Thermal Physics, Sec. 1.5 (¢ em varios outros livros-textos), no
limite N — oo, a Distribuicdo Binomial se aproxima de uma
Distribui¢cao Normal:

Q

. 1 1 2
limpy 00 Pn () oz exp (— 557 )
— Em termos do coeficiente de difusdo: (0,2 = (x,?> = 2Dt,, (ainda
no limite N — oo):

P(z,t) ~ 471TDt exp (— 15722

Exercicio: Verifique que a Func¢do de Distribui¢ao, no limite N — oo,
satisfaz a equacgdo diferencial (denominada Equacgao de Difusdo):

D2 P(x,t) — £ P(x,t) = 0



P(x,t) = \/ﬁexp (—1572%)

Basta realizar as derivadas e verificar sua igualdade:

9 _ 1 b 1 2\ _
Dg-P(x,t) = D= 5 €XP (—5p5:27%) =
L 1 1 1 2\ __ x
— —D\/m 4Dt(2x) eEXP (—mfﬁ ) — —Q—tp(ﬂf,t)
DZP(z,t) = Z (=L P(x,t)) = —5P(z,t) + L5 P(z,t)

Acima, no calculo da segunda derivada, fo1 utilizado o resultado da primeira.
Ja em relagdo ao tempo:

0 15,
2P(,1) = & | iy exp (—oh2?) | =

— [_% 47T1Dt3 + 471TDt (_%) (_tiz)] exp (_4%715552) _
2

— _Qitp(mat) -+ I?P(Zl?,t)




