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Passeio Aleatorio e Coeficiente de Difusao

— No que segue, sempre indicaremos
médias e probabilidades calculadas
sobre uma grande colecdo de passeios
unidimensionais (sdo mostrados
apenas 3 para que a figura ndo fique
poluida).

(xn) =0 (a3) = nl®
on = (27) — (zn)? = nl?

— Uma vez que <x?> é proporcional ao niumero de passos € que o

tempo também ¢ proporcional a n, iremos definir o Coeficiente de
Difusdo (D),

(22) = nl? = lA— = 2Dt,

n



Coeficiente de Difusao

— Lembrando que nao ha diregcdes preferenciais, sera legitimo
admitir, em duas dimensoes:

(z2) = (yn) = 5(r7)

(r?) = 4Dt,

n

— Apds n passos, o desvio raiz
quadratico médio o, = <r ?>1/2
caracteriza o quanto uma particula se
afasta, em media, da origem em ¢ = 0.
Assim, a difusao sera tao mais eficiente
quanto maior for o coeficiente D.

— Lembre-se: <r >>!2 representa uma
meédia sobre os passeios de muitas
particulas.




— Generalizando o resultado anterior para trés dimensoes:

(x7) = (yn) = (z2) = 5(r7)
(r?) = 6Dt,

— Exercicio: Retome o exercicio do frasco de perfume, proposto na
Aula 13, e (a) estime o tempo que a fragrancia levaria para ser
sentida por alguém situado a dez metros de distancia do frasco. (b)
Estime também o nimero de colisoes sofridas por cada molécula
nesse intervalo de tempo.

Lembre-se que o livre caminho médio das moléculas de ar foi
estimado em L = 2.2x10~7 m e o intervalo médio entre colisdes
sucessivas em A7, = 0.5x107 s,



— O coeficiente de difusdao pode ser estimado tomando o livre
caminho médio como passo caracteristico do passeio aleatorio e o
livre tempo médio como o intervalo entre passos sucessivos:

1 L? 1(2.2x 1077)2
D= = - = 4.8 x 107°m?
OAL, 2 05x10-7 83 07 m"/s

— O tempo decorrido pode ser estimado impondo <» ?>!? =10 m:
(ra) 10
6D  6x4.8x 1075

t, = — 3.5 x 10°s &~ 97 horas

— Perceba que a estimativa i1gnora completamente diferencas de
pressao e efeitos convectivos, além das moléculas que tenham se
distanciado mais do que <22, O niimero de colisdes pode ser
estimado explorando o livre tempo médio:

t, 3.5 x 10°

_ L 14
At~ 05x100 _ Ox10

mn —




Distribuicao Binomial

— Iremos abordar a difusao do ponto de
‘ vista probabilistico. Em um passeio
unidimensional, denominamos p a
probabilidade de um passo +/, enquanto ¢
a probabilidade de um passo —/.

rl — Ao final, tomaremos o caso particular de
: interesse, p = g = %2, mas por hora vamos
I manter a discussdo mais geral, impondo
t, = nAt apenas a condicao (p +¢g) = 1.

— Também iremos admitir que em um total de N passos, n terdo sido
para frente (+/) e m = (N — n) para tras (-/), de forma que N =n + m.



— Sendo p a probabilidade de um passo a frente, a probabilidade de
n passos a frente sera p”.

— Sendo g a probabilidade de um passo para tras, a probabilidade de
m = (N — n) passos para tras sera ¢” = gV ",

— O numero de diferentes maneiras (ndo redundantes) de dar »
passos adiante a m passos para tras €:

N Nt N
nm! — n! (N—n)! — ( n )

— Em uma grande colecdo de passeios aleatorios (varias particulas),
a probabilidade de que uma particula esteja na posi¢ao x = (n — m)!/
apos N passos (isto €, que tenha dado »n passos adiante e m para
tras), sera dada por:

—Nn N n —Nn
Py(n) = srne Pt " = ( )p q"




n

—nNn N n —nNn

— E facil verificar que essa probabilidade estd devidamente
normalizada, basta considerar todas as possibilidades para o total de
N passos, 1sto €, 0 < n < N. Explicitamente:

> o Pr(n) = ZfLO< ],,j ) gVt = (p+oN =1

— Acima, voc€ deve ter reconhecido a expansio do Bindmio de
Newton para (p + ¢)". Foi utilizada, no ultimo passo, a defini¢do

anterior (p + g) = 1, que exprime o fato de haver apenas as
possibilidades de andar para frente ou para tras.

— A probabilidade P,(n) define a Fungdo de Distribuigdo Binomial
(em alusao ao Bin6mio).



— Exercicio: Esboce um grafico da fun¢ao de distribuicdo binomial,
P,(n) vs x, para N = 5 passos, e p = q = "-.

Lembre-se que a posi¢ao x pode ser expressa em termos do nimero
de passos para frente (m) e para tras (n) e do comprimento de cada
passo (/), x=(n—m)l=(2n — N)I

Pr(n) = (]Z>pnqm = (g)p"q“"
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— Os graficos ao lado,
mostram a distribuicao
binomial P,(n) parap = g =
2. Sao mostrados os casos N
= 5 ¢ para N = 100, em
funcdo da posicao final, x =
(n — m)l, que varia de —N/ a
+NMI.

— Os resultados anteriores
(médias sobre uma grande
colecdo de passeios) sao
validos em ambos os casos:

() =0
02 = (22) = NI



