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1. A Medida

a) Algarismos significativos

Num livro de Fisica Geral esta escrito que a constante gravitacional vale G = 6,67 X
101 m3/(kg.s?). Essa constante, no entanto, é conhecida hoje com uma preciséo da ordem de
uma parte em 7,5 x 10°.

i) O que o autor do livro est4 dizendo quando escreve o valor: 6,67 x 101 m?/(kg.s?) ?

ii) O valor experimental da carga do elétron é 1,6021773 x 10%° C. Escreva esse valor com 6,
5, 4, 3, 2 e 1 algarismo significativo.

iii) O raio de um circulo é 1,18 cm. Qual a &rea desse circulo? O raio de outro circulo é
0,564190 cm. Qual sua area?

iv) Certa grandeza tem o valor 0,333. Escreva este valor na base 3 com um numero correto de
algarismos significativos.

b) Obtencéo de dados em uma medida

Discuta a seguinte afirmagé&o:

"Em uma experiéncia, é Gtil medir multiplas vezes cada grandeza desejada. 1sso porque 0s
varios dados obtidos podem ndo ser iguais. Se acreditamos igualmente em todos eles, a
média deve ser a estimativa mais confiavel."

Discuta também esta outra afirmacéo:

"A obten¢do de muitos dados correspondentes a mesma grandeza medida s6 é realmente (til
se esses dados forem independentes." (Procure deixar claro o que significa o termo
independente acima. Pense em situagdes nas quais os dados podem ndo ser
independentes.)

c) Erros

Neste estagio do curso, o importante € entender as diferencas entre esses dois tipos de
erros. Em particular, erros estatisticos séo so6 aqueles originados em varia¢fes incontrolaveis
do sistema de medida (objeto + equipamento + observador) que afetam o valor observado da
grandeza.

E possivel, entretanto, colocar um pouco de matematica na questdo. Chamemos de Xo
o valor verdadeiro da grandeza que se deseja medir e de x; um dado obtido do valor dessa

grandeza. Entdo,
Xi = XO + Si,

onde g; € o erro.
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Se <g> = 0 (leia-se o valor esperado de g; igual a zero), ndo ha erro sistematico
devido a medida e os eventuais erros sdo devidos a flutuacBes incontrolaveis do sistema, ou
seja, a flutuagdo estatistica. A grandeza

o2 = <8i2>

mede a “intensidade" da flutuacdo estatistica e depende do processo de observacdo e
eventualmente do método de anélise. Aliés, adiante, veremos que o método de anélise pode
também gerar erros sistematicos.

Vocé consegue correlacionar a existéncia de erros sistematicos com a existéncia de relagdes
de dependéncia entre os dados obtidos e as condi¢bes em que as medi¢des foram efetudas?

d) Como representar um resultado

A repeticdo de uma experiéncia - como vocé ja viu nos Laboratérios de fisica geral -
leva a resultados diferentes.
Nessa situagdo, que é inevitdvel e inerente ao processo de medida, como podemos

representar o resultado? (A resposta estd em seguida, mas antes de |&-la, pense e discuta
essa questao).

O melhor que podemaos fazer é representar a grandeza medida indicando um intervalo
onde ela deve estar, com uma certa probabilidade. Por exemplo, o resultado de uma
experiéncia pode levar a uma afirmativa do tipo: "A densidade do material esta entre (1,21 e
1,45) g/cm3 com 30% de chance ou esta entre (1,217 e 1,440) g/cm3 com 10% de chance ou
esta entre (1,1 e 1,6) g/cm3 com 80% de chance". Ou seja, podemos optar por intervalos
maiores que tém grande chance de conter o valor verdadeiro da grandeza, ou intervalos
menores que tém menor chance de conter o valor verdadeiro da grandeza. Note que em
qualquer situacédo o valor da grandeza pode estar ou ndo no intervalo indicado.

Convenca-se de que isso é o melhor que podemos fazer.

e) Histogramas

Histogramas como o da figura abaixo sdo usados para representar dados obtidos
numa medida. A cada intervalo de histogramacdo (abscissa) chamamos canal.

frequéncia
N
;

0 2 4 6 8 10 12 14

massa (9)
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A escolha dos intervalos afeta o histograma, alterando detalhes - qual € o canal mais
alto, quais sao o primeiro e o Ultimo canais ocupados, etc. Mas ndo altera certas grandezas de
caréater geral, em particular a localizacdo do histograma e a disperséo dos dados.

f) Reducdo dos Dados

Podemos conhecer o comportamento dos erros estatisticos, 0 que podemos é
"reduzir" os dados, ou seja, a partir da observacao de varios dados podemos determinar alguns
parametros que contenham todo o conhecimento que havia no conjunto de dados original.

Isso é, de certa forma, feito quando vocé constroi um histograma a partir dos dados
de uma tabela. Embora o histograma nao permita mais o conhecimento do valor de cada dado
que lhe deu origem, ele contém praticamente toda a informacdo que os dados originais
continham.

g) Significado de probabilidade

N&o vamos aqui ocupar os 20 anos que J. Bernoulli precisou no inicio do século
XVIII para chegar ao resultado abaixo, que apresentaremos aqui, algo impropriamente, como
uma definicdo de probabilidade.

A probabilidade p é
p=Ilimn/N

N —>o0
onde n é o numero de vezes que se obteve o resultado e N é 0 nimero de observacdes
efetuadas. O "resultado” citado acima pode ser: obter um dado num canal do histograma
(como exemplo concreto, obter um valor para a massa no intervalo [8, 9[ g, referindo-se ao
histograma da Fig. 1)

Exercicios

1. Dois experimentadores mediram a frequéncia da rede elétrica num mesmo local e obtiveram os seguintes
dados (em Hz).
Observador 1: (58,50; 5682; 61,32; 60,30; 5922; 59,94; 60,48)

Observador 2: (50,22; 51,66; 50,60; 5064; 52,08; 52,20)

O que voceé pode dizer sobre a existéncia de erros estatisticos nas duas medidas efetuadas? E sobre erros
sistematicos?

2. Suponha um experimento no qual o valor de certa grandeza foi observado vérias vezes, sendo os resultados os
seguintes:

TABELA 11
21,002 23,732 24,627 24,903 22,052
23,266 21,995 23,150 22,488 23,390
24,611 22,737 28,367 21,774 24,115
21,497 24,340 22,644 24,299 24,848

Construa um histograma utilizando um intervalo de histograma de uma unidade.

Todos os dados da Tabela 1.1 correspondem a uma mesma grandeza. Suponha que o experimento seja tal que os
dados ndo sejam dependentes uns dos outros. (A dependéncia a que nos referimos aqui, quer dizer, por exemplo,
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que se um dado for, por acaso, maior que o valor verdadeiro da grandeza, entdo o dado seguinte pode tanto ser
maior quanto menor que o valor verdadeiro.) Discuta e responda as seguintes questdes:

i)  Olhando para a tabela, vocé acredita que um ou alguns dados sejam melhores do que outros?
ii) Setodos os dados correspondem a mesma grandeza, por que entdo a variacdo?
iii) Se todos os dados sdo equivalentes, qual o valor que melhor representaria a grandeza medida?

iv) Calcule a média dos 20 dados da Tabela 1.1. Em seguida, considerando apenas o histograma, calcule a
média dos dados.

3. Faca os gréaficos dos valores tabelados abaixo, no tipo de papel indicado, e obtenha os parametros pedidos em
cada caso.

TABELA 1.2
X y X y
3 1240 8 2390
4 1470 9 2620
5 1700 10 2850
6 1930 11 4000
7 2160 12 5150
papel milimetrado, y=ax +b,a=?,b="?
TABELA 13
X y X y
5 75 25 1875
10 300 30 2700
15 675 35 3675
20 1200 40 4800
papéis milimetrado e di-log, y = ax2, a=?
TABELA 14
X y X y
1000 3,68x101 6000 2,48x1073
2000 1,353x101 7000 9,12x104
3000 4,98x102 8000 3,36x104
4000 1,832x102 9000 1,234x104
5000 6,74x103 10000 4,54x10°
papéis milimetrado e mono-log, y =e 8 a=?
TABELA 15
X y X y
1000 1,649 6000 20,09
2000 2,718 7000 33,12
3000 4,482 8000 54,60
4000 7,389 9000 90,02
5000 12,18 10000 148,8

papéis milimetrado e mono-log, y =e @ a=?

4. Fagca o mesmo que no Exercicio 3, escolhendo o papel conveniente para cada caso.
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TABELA 1.6
X y X y
1000 25,7 2500 77,25
1500 41,85 3000 96,2
2000 59,10 3500 115,7
Y = Yo(X/Xg), Yo=?, Xo = ?, Yo/Xg = ?
TABELA 1.7
X y X y
0 1,000 120 0,405
24 0,835 144 0,335
48 0,695 168 0,280
72 0,580 192 0,235
96 0,485

y=¢e", a=?
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2. A Funcéo Densidade de Probabilidade

a) O significado da probabilidade

Apresentamos no roteiro anterior uma “definicdo™ para probabilidade, baseada na
freqiiéncia média em que um certo evento é observado. Na pratica, é impossivel medir-se uma
probabilidade através dessa defini¢cdo, mesmo nos casos mais simples. Vocé teria paciéncia de
jogar uma moeda milhdes de vezes?

Se pensarmos em um experimento de Fisica, ha duas questdes que limitam
severamente a possibilidade de repetir a medida: (a) o tempo necessario para observar um
fendmeno e (b) o custo da experiéncia. Assim, estaremos sempre forcados a realizar um
namero finito e, provavelmente, pequeno de observacdes e induzir o resultado que, portanto,
sera apenas o valor mais provavel da grandeza em que estamos interessados. 1sso nos obriga a
usar intervalos onde ha uma probabilidade conhecida de estar o valor - verdadeiro! - da
grandeza. Ndo percamos de vista que pode também acontecer do valor verdadeiro estar fora
do intervalo que apresentamos. E uma questdo de chance obter um valor préximo ou afastado
do valor verdadeiro, sendo obrigacdo do fisico relatar seu resultado como pode ser deduzido
dos dados que obteve, sem selecionar dados ou modificar o resultado em funcdo de suas
crencas, por exemplo, na Teoria que estd testando ou nos resultados de outros
experimentadores.

Esperamos que até o fim do curso fique clara a idéia subjacente de flutuacéo
estatistica. Esta flutuacdo determina que o procedimento acima € o Unico correto e que pode
produzir bons resultados para o conjunto dos experimentos realizados no mundo, embora
possa as vezes nos fazer crer que nos equivocamos (apenas na aparéncial).

b) Erros estatisticos e sistematicos

Em um experimento em Fisica, ha sempre uma quantidade razoavel de fontes de erro.
Se essas fontes atuam independentemente e cada uma delas pode provocar um erro "para
mais" ou "para menos", ao acaso, e ainda se o fato de uma das fontes ter ocasionado um erro
"para mais" ndo afetar a probabilidade que ela venha a dar, na sua proxima manifestacdo, um
erro também “para mais", entdo estamos numa situacdo tal que o experimento estd sujeito
apenas a erros estatisticos.

No entanto, ndo é rara a ocorréncia de erros sistematicos: erros sempre presentes e
sempre no mesmo sentido. As causas dos erros sistematicos sdo variadas: uso incorreto de
algum aparelho, instrumento descalibrado, tendéncia sistematica do experimentador em
sempre superestimar a observacdo de uma escala (por exemplo, por causa da paralaxe na
leitura de um equipamento com mostrador e ponteiro), etc.

N&o podemos identificar os erros sisteméaticos apenas observando a flutuagdo dos
dados. E, por isso, um dever do experimentador identifica-los e buscar reduzi-los ao maximo.

¢) Propriedades da f.d.p.

Os histogramas "buscam” (ou parecem "buscar") imitar uma determinada forma, que
é a da funcdo que governa a obtencdo de dados durante a medida. A essa funcdo chamamos
funcéo densidade de probabilidade (f.d.p.).
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O significado mensuravel da f.d.p. € que
P(x €[%,%,]) = j f (x) dx,

onde P(x € [x4,X,]) é a probabilidade de se observar a grandeza com valor no intervalo [x;,X,].
Note a propriedade
P(x e[x, X)) =P(X e[, x,]) + P(x €[X,,x5]) -
Para variaveis aleatorias discretas,
P(X=X 0UuX=X,0uX=X;0U...ouX=X,)=F(x)+F(X)+F(X)+..F(x,),
com F(xj) sendo a funcéo probabilidade associada a variavel aleatoria discreta.
Existem apenas duas restri¢fes sobre a funcao f que representa uma f.d.p.:
D) [ f(x)dx=1
2) f(x)>0,paraxeU,

onde U € o espaco amostral dos valores dos dados.

d) A flutuacdo estatistica dos dados

Ao resolver o Exercicio 3 deste roteiro, vocé fez dois histogramas correspondentes a
dados de duas medidas da mesma grandeza com o0 mesmo arranjo experimental. Vocé deve ter
notado que eles ttm em comum a regido em torno da qual os dados estdo distribuidos (afinal
correspondem a medidas da mesma grandeza) e a dispersdo dos dados (pois o arranjo
experimental era 0 mesmo).

i) Repetindo-se essa medida outras vezes, ainda com 20 dados e 0 mesmo equipamento,
como voceé esperaria que fossem os histogramas?

ii) E se a medida fosse feita com 200 dados? E com 2000 dados?

iii)\Vocé esperaria que, quanto maior fosse o numero de dados, menor seria a irregularidade do
histograma?

Vamos discutir essa questdo de "irregularidade™ de histogramas quando estudarmos a
funcdo de probabilidade binomial. Esperamos que vocé tenha dado a resposta afirmativa ao
item iii) e que acredite na figura a seguir. Note que o0 que estamos tratando por
"irregularidade” é uma irregularidade relativa. Na realidade, a variagdo absoluta do numero de
eventos em um intervalo do histograma aumenta com o numero total de eventos. Porém, a
variacdo aumenta mais lentamente que o numero total de eventos, fazendo com que a razdo
diminua com o nimero de dados.
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Por exemplo, se vocé joga 10 moedas para cima, 0 numero de caras-coroas pode ser
(0-10), (1-9), (2-8), (3-7), (4-6), (5-5), (6-4), (7-3), (8-2), (9-1) e (10-0). Se vocé ja jogou
moedas (ou outros jogos do mesmo tipo), deve saber que 0s casos intermediarios (com 4, 5 ou
6 caras) ocorrem com razoavel frequéncia, enquanto os casos das extremidades, (0-10), (1-9),
(9-1) e (10-0), sdo bem raros. Ou seja, jogando 10 moedas para cima podemos esperar
diferencas entre o numero de caras e coroas de cerca de 2 ou 4 (em valor absoluto). Essa é
uma flutuacdo pequena em termos absolutos, mas grande em termos relativos. No entanto, se
vocé jogar 1000 moedas para cima, a diferenca esperada entre caras e coroas € da ordem de
30. Isso é grande em termos absolutos, embora seja pequeno relativamente (30 em 1000
corresponde a 3%, enquanto 3 em 10 é 30%).

E esse fendmeno (pequenos nimeros — grandes flutuacdes relativas e grandes
nimeros — pequenas flutuacdes relativas) que torna, como um exemplo, socialmente
interessantes associacfes de seguros €, como outro exemplo, a Termodindmica uma ciéncia
gue permite descrever sistemas fisicos muito complexos a partir de equacdes e leis simples.

O que vocé espera que aconteca com um histograma, quando fazemos um
experimento com infinitos dados de uma experiéncia e usando intervalos de histogramacao
infinitesimais?

A resposta € que o histograma tenderia a uma fungdo continua. Essa funcdo é a
funcédo densidade de probabilidade que governa a medida. O seu "centro", muitas vezes o seu
ponto mais alto, esta relacionado ao valor da grandeza medida. A sua forma esta relacionada
ao arranjo experimental e muitas vezes basta um unico parametro - a largura - para defini-la.

e) A f.d.p. normal

Quando o nimero M de fontes de erro tende a infinito e cada uma delas da um erro
de +e ou -e, com igual chance e tendendo a zero (mantendo Me? finito), a f.d.p. € uma
gaussiana (ou distribuicdo normal),
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onde x, € o valor (verdadeiro) da grandeza medida e o,, 0 desvio padréo verdadeiro associado
ao processo de medida.

Essa f.d.p. é utilizada com muita frequéncia na Estatistica e muitos fenémenos s&o,
na prética, regidos por ela. Mas ela nem sempre é a melhor a ser utilizada em certos casos. E
preciso refletir um pouco antes de usa-la! H& uma anedota histérica a respeito do uso
indiscriminado da distribuicdo normal, atribuida ao astrébnomo Lippman (século XVI1II): "...lei
em que todos creem. Os experimentais pensam que &€ um teorema matemético e 0s
matematicos, que é um fato experimental."(citado em J.-P. Benzécri, Histoire et Prehistoire
de I'Analyse des Données. Paris, Bordas, 1982.)

f) Parametros de uma f.d.p.

Os principais sdo média e variancia.

X, = média = f‘”x f (x) dx

o =variancia = fjw(x —X,)% T(x)dx

Em geral, pode-se definir momento central de ordem n como

w0 = [ (x=xp)" F(x)dx

e momento de ordem n como
—+00
n =j X" f (x) dx.

. T p _ Al s 2 0 2
Assim, a média X, é X, = 1, e avariancia é oy = 1, = i, — 14, .

Para a gaussiana, sO existem 0s momentos centrais pares (assim como para qualquer
f.d.p. simétrica) e todos podem ser calculados a partir de o2,

0 _O'gn (2n)!
G LI

Por esta propriedade percebe-se que a funcdo de Gauss é completamente definida a partir de
apenas dois parametros: a média e a variancia.

Exercicios

1. O processo de medida é responsavel por erros estatisticos. Imagine um experimento simples, no qual observa-
se com um crondémetro manual o tempo de queda de um objeto solto também manualmente por um colega.
Conhecendo-se a distancia de queda, determina-se a aceleracdo da gravidade local (desprezando-se o atrito com
o0 ar). No caso dessa experiéncia, escreva a expressdo para o valor determinado de g em funcdo da distancia e do
tempo de queda.

i) Faca uma lista de todos os efeitos que podem fazer com que o valor determinado de g varie.
ii) Suponha que essas fontes de erros sejam independentes umas das outras e que a chance de uma delas dar erro

"para mais" seja igual a chance de dar erro "para menos". Neste caso, qual a chance de todas as fontes darem
erros "para mais"? E "para menos"? E a de metade delas darem erros "para mais" e metade "para menos"?
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iii) Como vocé esperaria que fosse 0 histograma dos dados obtidos nessa experiéncia simples?

2. Indique algumas possiveis causas de erros sisteméticos no caso da medida de g, descrita no Exercicio 1 acima.

3. Este exercicio é composto de uma sequéncia de itens encadeados. Resolva-os, portanto, na ordem.

i) Usando os dados da Tabela 2.1, determine o desvio padrédo dos dados da experiéncia, dado por

onde x;j indicam os dados e N = 20.

TABELA 2.1 (reproducéo da tabela 1.1 do roteiro anterior)

21,002 23,732 24,627 24,903 22,052
23,266 21,995 23,150 22,488 23,390
24,611 22,737 28,367 21,774 24,115
21,497 24,340 22,644 24,299 24,848

ii) Obtenha a expressdo adequada para o calculo de o, usando as informacfes contidas no histograma, e
determine o seu valor.

iii) A experiéncia que deu origem aos dados da Tabela 2.1 (Exercicio 2 do roteiro anterior) foi repetida, tendo-se
obtido os seguintes dados.

TABELA 2.2
23,027 24,408 19,215 21,681 21,918
23,241 21,252 20,053 22,654 22,786
23,384 24,532 20,951 22,375 24,757
23,343 20,429 18,919 22,630 23,841

Usando esses dados, determine sua média, seu desvio padrdo e o desvio padrdo da média
Op = 0'/ VN .

iv) Complete a tabela abaixo:

Sm

x|
Q

12 experiéncia

2% experiéncia

Vocé acredita que X, o e oy, de cada experiéncia possam representar toda a informagéo contida nos dados

originais? Ou seja, determinados esses pardmetros, podemos jogar fora os dados originais sem perder
nenhuma informag&o relevante do experimento?

v) Comparando os resultados das duas experiéncias, tabelados no item iv), vocé pode dizer alguma coisa sobre a
existéncia ou ndo de erros sistematicos em alguma delas?
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vi) Faca um histograma dos dados da 2% experiéncia com a mesma escala que vocé usou ao resolver o Exercicio 4
do roteiro 1. Compare os dois histogramas. O que eles ttm em comum? Quais as diferencas significativas
entre esses histogramas?

4. A probabilidade de um dado cair no intervalo A de um histograma é P4; no intervalo B € P5. Os intervalos A e
B ndo tém nenhum ponto em comum.

a) Qual a probabilidade de um dado cair no intervalo A ou no intervalo B?

b) Qual a probabilidade de, numa medida com dois dados, se obter o primeiro dado em A e o segundo em B?
E o primeiro em B e 0 segundo em A?

5. A definicdo da funcéo de probabilidade poderia ser diferente da utilizada. Tendo em vista, porém, nossa
"definicao" de probabilidade (que é grosseira, mas muito aceitavel! Ou ndo?), discuta por que as seguintes
definicBes ndo foram preferidas.

a) P(xe[x,%]) = F(szz)

b) P(Xe[x,%,]) =F(x)

0 P(xe[x,x,])=F(x,)

6. Considere uma medida que esteja governada por uma f.d.p. f(x),

N, 0<x<1
f(x)=
0, outrosvaloresde x

onde N é uma constante
a) Determine N.
b) Calcule xq e o2 para f(x).

¢) Considere uma medida em que os seguintes dados foram obtidos:

TABELA 2.3
0,12 0,60 0,04 0,22 0,10 0,67 0,61 0,65
0,76 0,32 0,96 0,34 0,70 0,45 0,51 0,19
0,35 0,11 0,39 0,97 0,30 0,27 0,09 0,54

Faca um histograma desses dados, escolhendo adequadamente a largura dos canais. Faga na mesma figura
um gréfico de f(x), escolhendo adequadamente a escala.

d) Determine X e o a partir dos dados e compare-0s com Xg e o calculados acima.
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e) Complete a tabela abaixo.

(X1, X2) P(x e [Xl’ X, 1) fracdo de dados no intervalo

0,1;0,2
0,3;1,0

0,5;1,0

Por que a fragéo de dados no intervalo nfo ¢é exatamente igual & P(X €[X;, X,]) ?

7. Considere um experimento sujeito apenas a 4 fontes de erro independentes, cada uma delas podendo dar um
erro +e ou -e com igual probabilidade.

a) Desenhe como vocé esperaria que fosse o histograma dos dados desse experimento.

b) Suponha agora que o nimero de fontes de erro fosse muito grande e que cada uma delas gerasse erros
infinitesimais. Como seria, entdo, o histograma?

8. Apresente o resultado da integral

[ T (x) dx

Xo—00p

para f(x) normal. Considere agora um experimento com 100 dados, governado pela f.d.p. normal. Quantos dados
vocé espera que caiam no intervalo (xg - 6, Xg + og)? Qual a probabilidade que X, € (X, — g, X; + ;) , onde
Xj € um dado qualquer?

9. A distribuicdo de velocidades das moléculas de um gas é a conhecida distribui¢cdo de Maxwell,
f(v) = AvZe ™™

onde v é a velocidade das moléculas e f(v) dv, a fracdo de moléculas com velocidades entre v e v+dv. Determine
V para essa funcdo e o valor mais provavel de v.
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3. E a medida?

a) Os dois caminhos. O valor verdadeiro. Estatistica e Estimacao

No inicio do curso, discutimos a questdo dos dois caminhos: (a) a partir da experiéncia,
inferimos algo sobre a grandeza medida (que é o que queremos) e (b) a partir da suposicéo de
que conhecemos o valor verdadeiro da grandeza e a resposta do experimento (no caso, 0s
parametros da funcdo densidade da probabilidade), deduzimos o que ocorreria num
experimento. Algumas vezes fizemos um caminho e outras, o outro. Vamos agora nos
concentrar na inducao do valor verdadeiro a partir de uma medida.

Suponha que tenha sido feita uma medida e que os dados sejam:

{10,6; 8,1; 9,4; 8,7, 10,7} unidades.

Suponha que f(x) que governa a medida seja uma gaussiana. O que podemos fazer nesta altura é estimar o valor
de x e de o pelas equagdes

2

Se ¢ acima for uma boa estimativa de o, podemos simplesmente sortear um dos dados,
X;, e dizer simplesmente que a probabilidade de que x; + o cerque o valor verdadeiro é 68%. E
0 problema esté resolvido.

De fato, o problema esta resolvido. Mas, se temos (no caso) 5 dados, por que usar um
deles, x;? Sera que a média ndo é uma estimativa melhor de x,, de tal forma que podemos

determinar um intervalo em torno dela que ou (a) seja igual a ¢ mas que tenha maior chance
de cercar o valor verdadeiro ou (b) cerque o valor verdadeiro com 68% de chance mas seja
menor que c?

Discuta essas duas alternativas, (a) e (b) e colecione argumentos a favor de uma e de
outra.

O usual € optarmos pela alternativa (b). A questdo que fica pendente neste caso é "qual é
o intervalo"? O intervalo é o, = 0'/\/ N , onde N € o nimero de dados da medida. Ele, o, €

0 desvio padrdo da média dos dados e ha 68% de chance que X+ o, cerque o valor
verdadeiro. Como o, € menor que o, entdo a opgdo por X+ o, € melhor do que a opgéo por
X;xo.

NOs ndo vamos demonstrar aqui 0 seguinte teorema. Deixaremos para depois.

"Se os dados obedecem a uma gaussiana com media X, e desvio padréo o, entdo a média

de N dados obedece uma gaussiana com a mesma média X, e desvio padrao o, /\/ N "

Ao invés de demonstrar o teorema, vamos convencé-lo por exaustao...
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b) Estimativas da média, do desvio padréo e do desvio padrdo da média

Uma certa grandeza tem o valor X, = 10,00 e foi medida com um arranjo experimental
que corresponde a o, = 1,5. A medida € governada por uma funcdo densidade de

probabilidade normal. Varios estudantes fizeram o experimento e os resultados estdo a seguir
(todos eles obtiveram 5 dados):

estudantes dados X o Om
1 11,2 10,9 9,8 10,9 9,7
2 8,8 109 11,1 112 117
3 9,8 8,5 8,6 130 10,6
4 8,8 7,4 10,4 9,9 10,0
5 11,1 8,8 13,4 9,7 11,6
6 10,4 9,5 10,2 10,3 8,0

i) Complete a tabela calculando X, Ge o, para cada estudante.
i) Noés estamos tentando Ihe convencer das seguintes afirma¢es (COMPLETE):
1) A probabilidade que x; = cerque o valor verdadeiro, e %.
2) A probabilidade que __ * o, cerque o valor verdadeiro é 68%.
3) Se os dados obedecem a uma gaussiana com desvio padrdo c, e centrada em X,, entdo as
médias obedecem a uma centradaem __ comdesvio padrdo

iii) Sabendo que x, = 10,00, que fragdo dos dados de todos os estudantes cerca o valor
verdadeiro numa faixa de largura o em torno deles? Essa fragdo é compativel com 68%?

iv) Que fragdo dos resultados x £ o, contém x,?

v) Os valores de o obtidos pelos varios estudantes sdo boas estimativas de ,? Idem para oy,
como estimativa de &, //5 .
vi) Vocé que tem acesso a todos os dados de todos os estudantes, pode determinar o desvio

padrédo das 6 médias (note que um experimentador ndo pode fazer isso, pois ele tem
conhecimento apenas de sua experiéncia, que é uma unica da tabela). Faca isso e compare

com os diversos o, obtidos e com GO/\/g

¢) A flutuacao estatistica num histograma.

O numero de dados obtidos num canal de um histograma pode ser estimado a partir da
probabilidade de obter-se um dado nesse canal. Essa probabilidade é

X, +A%

P, = jdx f(x),

X, —A%
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onde P ; € a probabilidade de se obter um dado no canal i, X; — A% e X; + A% sdo os limites do canal e

f(x) é a f.d.p. que governa a medida.
Estimamos o nimero de dados no canal i como

n; = N.P;,

onde N é o nimero total de dados no histograma.
No entanto, sabemos que n; da formula acima e apenas uma indicacéo do valor que seré

obtido, sendo que podemos obter alguns (ou varios) dados a mais ou a menos nesse canal. A
essa variacdo do numero de dados num canal chamamos "Flutuacdo Estatistica™,expressdo
que se aplica também as outras situacdes onde o resultado obtido pode variar devido a razdes
estatisticas.

Se ndo houvesse a flutuacdo estatistica e sempre obtivessemos exatamente n; dados no

canal i, de acordo com a formula acima, sera que x seria apenas uma estimativa de x,, ainda?
Ou poderiamos determinar X, exatamente a partir do histograma?

Exercicios
1. Separe os dados da tabela 3.1 na pagina seguinte em grupos de dez dados cada.

a) Conte quantos dados existem no intervalo [8, 9] em cada um desses grupos. Faca um histograma de
ntmero de grupos em fun¢éo do nimero de dados no intervalo. Discuta o significado desse histograma.

b) Calcule a média do nimero de dados no intervalo [8, 9[. Represente-a no histograma do item (a).

¢) Calcule o desvio padrdo do nimero de dados no intervalo [8, 9. Represente-o no histograma.

2. Mostre que

+o0

og = [dx F(x) (x=x)*

é o valor da variancia calculada a partir da funcéo densidade de probabilidade, e pode ser escrita como

2 2 2

Oy :<X >o — (%)
onde
“+o0
<x2>0 = ~[dx f(x) x*.

Note que usamos uma notacdo diferente daquela do item f) do roteiro 2. Ambas as nota¢des sdo utilizadas com
frequéncia.
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TABELA 3.1

14,37 10,02 15,37 10,19 13,84 11,71 9,74 7,41 10,73 8,11
12,16 11,40 11,18 11,34 12,11 10,05 10,90 10,91 11,62 9,38
10,36 6,21 7,45 9,75 9,93 10,18 10,08 9,41 11,90 8,70
10,40 8,68 10,61 10,45 9,75 11,24 11,33 8,47 9,05 8,72
9,76 8,91 8,78 11,39 9,86 9,82 10,21 10,15 8,99 10,71
9,93 10,24 10,11 9,35 11,12 8,55 9,24 9,81 9,00 10,56
8,31 8,35 9,82 12,94 10,80 12,34 9,25 9,94 10,26 12,96
9,84 7,05 10,32 12,90 12,47 12,93 9,09 8,44 10,15 8,56
10,26 9,65 10,44 11,76 10,14 9,54 9,37 12,40 9,48 8,47
6,99 9,78 9,67 9,32 9,76 7,03 7,51 11,26 10,39 9,83
9,77 10,38 8,42 11,25 10,23 8,82 11,09 12,46 11,61 11,69
7,14 11,53 10,62 11,21 13,26 9,64 6,65 8,97 9,73 11,23
10,25 7,95 10,41 6,91 8,56 9,40 9,12 7,09 13,26 11,07
11,02 9,37 9,52 10,17 12,23 11,74 10,24 9,83 8,77 10,94
12,62 11,75 8,71 9,08 10,65 11,84 12,26 10,57 11,11 8,75
8,39 11,40 12,27 7,20 10,50 11,29 11,99 8,61 10,01 9,71
8,81 10,34 12,03 9,14 11,56 9,64 8,74 9,85 9,90 10,93
10,77 7,42 9,99 9,74 11,44 9,62 11,66 8,13 10,42 9,81
9,13 5,89 9,19 12,96 10,46 11,34 11,20 8,49 7,44 10,93
9,60 9,63 11,30 8,39 8,49 8,81 10,64 8,79 11,97 11,19
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4. A Funcao de Probabilidade Binomial

a) A Binomial para descrever a flutuacio estatistica num histograma.

Um exemplo da flutuacdo estatistica de dados num histograma pdde ser verificado a
partir do Exercicio 7 do Roteiro 2. Tinhamos, naquele exercicio, quatro fontes de erro que
podiam ser +& ou -¢ com igual probabilidade (50% para cada sinal). Chamando as fontes de
erro de Fj, i=1, 2, 3 ou 4, e supondo X, 0 valor verdadeiro da grandeza que se procura medir,
montamos a seguinte tabela:

Fy F, Fs Fs valor nimero de
observado ocorréncias

+e +e +e +e Xotde 1

+e +e te -€

+e +e -g +e Xot+2¢ 4

+e -€ te te

-€ +e +e +e

+e +e -€ -€

+e -€ +e -€

-€ +e +e -€ Xo 6

+e -€ -g +¢

-€ +e -€ +e

-€ -€ +e +e

+e -€ -€ -€

-€ +e -€ -€ Xo-2€ 4

-€ -€ +e -€

-€ -€ -g +¢

-€ -€ -€ -€ Xo-4¢€ 1

Um erro total de +2¢ provém da combinacdo de 3 erros para mais com um erro para
menos. Existem 4 combinacbes das 4 fontes F; onde uma (e apenas uma) d& o erro para
menos. Para erro total zero, 2 fontes ddo erro para mais e 2 para menos, existindo 6
combinag0es das 4 fontes onde 2 (e apenas duas) dao o erro para menos.

A anélise combinatoria mostra que o nimero de combinagfes possiveis de n objetos
dentro de um total de N é:
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NY N
(nj_n!(N—n)!

Veja que este resultado foi verificado na tabela que construimos.

Queremos aqui apresentar uma funcao de probabilidade para casos parecidos com 0s
do exercicio que discutimos acima, s6 que um pouco mais geral. Desejamos guardar o fato de
que ha apenas dois resultados possiveis da observacdo do evento, que chamaremos aqui de
resultados “A” e “B”. No caso do exercicio, “A” seria produzir um erro +¢ e “B” produzir um
erro -€. Outros exemplos seriam: “spin para cima” e “spin para baixo”, “cara” e “coroa”, “cair
no intervalo [x1, Xo[ do histograma” e “cair fora do intervalo [X, Xo[ do histograma”. E preciso
explicitar que no caso aqui tratado, esses eventos devem ser mutuamente exclusivos. N&o
serve ‘“cair no intervalo ]-oo, X;[ do histograma” e “cair no intervalo ]Xp, +oo[ do histograma”,
onde Xx; > X. Note que a probabilidade de “A” (= p) e a probabilidade de “B” (= q) ndo
precisam ser iguais. A condi¢cdo de que os dois eventos sdo mutuamente complementares leva
ao vinculo,

p+q=1.
Cada possivel combinacdo com n eventos “A” e m eventos “B” tem a probabilidade
pnqm — pnqun,
onde N é o nimero total de eventos, N = n+m. Como cada combinacdo de n eventos tipo A e

N-n eventos tipo B é independente das outras e igualmente provavel, a probabilidade total de
se observarem n eventos tipo A num total de N eventos é

NI n N-n
Pup(N) = (N —)! p'd-p) .

que expressa a funcéo de probabilidade binomial.

b) Pardmetros e propriedades da Funcao de Probabilidade Binomial

Para uma funcdo de probabilidade de varidvel discreta, a média e a variancia séo
calculadas através de somatorias e ndo de integrais.

N
média = n, :z nPy,(n),
n-0

N
variancia = o = Z (n—n,)? Py.p(N).
n-0

Substituindo a expresséo da funcéo de probabilidade binomial, obtém-se:
no = Np,

o” = Npg = Np (1-p).

Veja a coeréncia do resultado obtido para a media com a definicdo da probabilidade p.
Observe também o resultado para a flutuacéo estatistica relativa,
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— = |——
N, Np VN

¢) Condicdes de validade da funcéo de probabilidade binomial.

Séo trés, essas condigoes:
1) O numero total de eventos considerados é conhecido e fixo (= N).

2) SO ha dois tipos de eventos possiveis e eles sdo mutuamente exclusivos e exaustivos.

3) A probabilidade de cada tipo de evento é fixa e igual para todas as observagdes. Essas
probabilidades valem p e g, onde q = 1-p por causa da condicao 2.

Note que o nimero de dados em cada canal dos histogramas que vimos construindo
nas aulas obedecem a todas as 3 condic¢Bes. 1) 0 nimero de dados com que construimos um
histograma é conhecido; 2) para um canal especifico, cada dado ou cai dentro ou cai fora do
intervalo; e 3) a probabilidade do dado cair no intervalo é definida pela f.d.p. que governa a
medida, que é sempre a mesma para cada dado, desde que o arranjo experimental ndo se altere
com a obtencéo dos dados:

p:Tf(x)dx,

g= Tf(x)dx+Tf(x)dx=Tf(x)dx—Tf(x)dx=1— p.

X2 X

Podemos deduzir um resultado interessante para os histogramas quando o nimero de
canais é suficientemente grande para que a probabilidade de cair num canal seja pequena.

Nesse caso,
o, =+/Npg =+/Np, poisq=1.

Como no = Np, vemos que o, = /N, , OuU seja, 0 desvio padréo e a raiz quadrada do nimero de
dados do canal.

d) Quando ha muitos dados...

A funcéo de probabilidade binomial Py p(n) - que da a probabilidade de se observar n
eventos tipo “A” num total de N eventos observados, onde a probabilidade do evento ser do
tipo “A” é p - pode ser expressa de maneira mais simples e em func¢do de um unico parametro,
quando

N—>we p—>0 comNp—a,
sendo a uma constante finita. Com estas condicdes,

N N! N" N _q_ @3N -a
(nj:n!(N—n)!z qo & R =leg) e
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E introduzindo estas aproximac6es na expressao da binomial obtém-se

n

N'p
n!

n n.,—a
a'e

e? = =P,(n),
n!

P(n) —»

que € uma funcao de um unico parametro a.

Essa funcdo de probabilidade P,(n) € conhecida como funcdo de Poisson e €
observada em fendmenos tais como: o decaimento radiativo, 0 numero de erros de datilografia
por pagina de um livro, o nimero de dados em cada canal de um histograma (as vezes apenas
aproximadamente) e muitos outros.

Antes de usa-la € preciso verificar as condig¢oes de validade, nimero total de “fontes”
muito grande e constante, cada uma tendo a mesma probabilidade de produzir o evento
detetado. Discutiremos, em seguida, um exemplo ilustrativo dessa dificuldade, como €
apresentado no livro de W.T. Eadie et al., Statistical Methods in Experimental Physics (North
Holland, 1971).

Num experimento de procura de quarks , C. McCuster e I. Cairns [Phys. Rev. Lett.
23, 658 (1969)] mediram o namero de bolhas por unidade de comprimento (uc) produzidas
por particulas carregadas e rapidas que atravessaram a camara. Esse numero, no caso do
experimento, depende do quadrado da carga. Uma particula que deixasse um traco com muito
menos bolhas por uc poderia ser associada ao quark que tem carga (2/3)e. Eles supuseram que
0 numero de bolhas era distribuido como Poisson - afinal, o numero de moléculas
atravessadas pela particula era muito grande e muito maior que o numero médio de bolhas
formadas (229 bolhas/uc, em média) e a probabilidade de formar uma bolha em cada colisdo
ndo depende da molécula especifica, elas sdo idénticas.

Ao todo, foram observados 55 000 tragos, um deles com apenas 110 bolhas/uc.
Como a probabilidade de obter n bolhas num traco é

229 n eZZ9
Py (N) = T

a probabilidade de obter 110 ou menos tracos é

110 n 229
P(n<110) = Zzzg_le
n=0 n:

~16x1078
0 que implicaria numa chance desprezivel de se observar um traco de apenas 110 bolhas/uc
em 55 000 dados.

Entretanto, R. Adair e H. Kasha [Phys. Rev. Lett. 23, 1355 (1969)] lembraram que
cada colisdo originava 4 bolhas (em média) e que o numero de colisGes € que era distribuido
como Poisson. Assim os calculos deveriam ser baseados no numero de bolhas dividido por
quatro. Em meédia, havia portanto 229/4 = 57 colisGes e 0 evento com poucas bolhas tinha
provindo de 110/4 = 28 colisoes,

28 m 57
P(m < 28) = 257—e| ~6,7x107°
m=0 m:

mostrando que o trago supostamente “raro” ¢ bastante provavel em 55 000 tragos... Um
calculo mais exato, levando em conta que essas “4 bolhas/colisdo” também tém flutuacao
estatfstica, mostra que P(n < 110) 5 x 10 ...
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e) Parametros e propriedades da Poisson

E facil mostrar que a f.p. de Poisson é normalizada,
Z I:)a (n) =1,
n=0
que o valor médio € a,
=Y nP,(n)=a;
n=0
e que a variancia é
=Y (n-a)’P,(n)=a.
n=0
Esta Gltima identidade depende do seguinte resultado:

Zn P,(n) = az D) =amzo(m+1)%e‘a:

am m
aZmHe +a,§? =a’+a.

m=0

f) Condicoes de validade da Poisson

Sdo apenas duas e simples. O numero de fontes N deve ser muito grande, e esse
muito grande pode ser estabelecido em comparacdo com o numero de eventos observados n,
ou seja, N >> n. A probabilidade de ocorrer o evento, p, deve ser rigorosamente constante, o
que obriga os eventos a serem completamente independentes uns dos outros.

Exercicios

1. Comparar o histograma do item a) do Exercicio 1 do Roteiro 3 com o de Funcéo de probabilidade binomial
com N =10 e p estimado a partir do item b). Compare ¢ do item ¢) com o esperado para essa fungéo de
probabilidade binomial.

2. Os dados da Tabela 3.1 do Exercicio 1 do Roteiro 3 foram gerados a partir de uma f.d.p. normal com média X,
=10,0 e desvio padrdo o, = 1,5.

a) Qual a probabilidade que num grupo de 10 dados, todos estejam na faixa [8,5; 11,5]?
b) Qual a probabilidade que ao menos um de 20 grupos tenha todos os dados na faixa [8,5; 11,5]?

c) Repita os itens a) e b) para o intervalo [7, 13], sabendo que a probabilidade de um Unico dado pertencer a
esse intervalo é de 95,4%.

3. Um exame consta de 25 questBes e para ser aprovado um estudante devera responder corretamente pelo menos
17 dessas questfes. Um determinado estudante sabe 60% do material sobre o qual serdo formuladas as questdes.
Qual a probabilidade desse estudante ser aprovado?
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4. Para montar um determinado equipamento sdo necessarios 12 parafusos. Sabe-se que aproximadamente 10%
dos conjuntos completos de pecas para montagem desse equipamento contém um parafuso defeituoso. Uma loja
vendeu 25 conjuntos desse tipo. Qual é a probabilidade de que a loja:

a) ndo receba nenhuma reclamagéo?

b) receba no méximo duas reclamagdes?

Quais as suposicBes que devem ser feitas para poder responder a essas questdes?

5. Uma fabrica de automoveis anuncia que um tipo de carro por ela produzido tem apresentado um defeito nos
freios com uma frequiéncia aproximadamente igual a 30%. Como se trata de um defeito grave, a fabrica solicita
que os proprietarios de carros desse tipo levem seus carros as revendedoras para que seja realizada uma inspecao
e, caso necessario, a correcdo do defeito. Uma particular revendedora recebeu da fébrica 10 conjuntos de pecgas
para consertar o defeito e 25 carros para serem inspecionados. Qual é a probabilidade que ela possa consertar
todos os carros que apresentarem o defeito?

6. Duas pessoas que sentam ao redor de uma mesa quadrada poderdo sentar-se em posi¢6es opostas (uma em
frente a outra) ou em posi¢des vizinhas (uma ao lado da outra).

a) Mostre que, se a escolha for feita ao acaso, a probabilidade de que elas se sentem em posi¢des opostas vale
1/3.

b) Se 10 casais sentam-se em 10 mesas, qual é a probabilidade de que pelo menos 8 deles sentem-se em
posi¢es vizinhas? (Admitindo-se que a escolha é feita ao acaso.)

7. Os passageiros de um avido podem sair pela porta da frente ou pela porta traseira. Se n passageiros vao sair,
vocé acredita que a distribuicdo binomial para n ensaios e probabilidade de sucesso igual a % é adequada para
calcularmos as probabilidades relativas ao nimero de passageiros que sairdo pela porta traseira? Por qué?

8. a) Mostre que a fungdo de probabilidade de Poisson apresenta a propriedade:
P(n+1)=—P (n):
? n+1 * 7

b) mostre que o valor mais provavel da distribuigdo de Poisson, v, nunca é maior que o valor médio, a;

¢) mostre que a razdo (a - v)/a diminui quando a média aumenta.
9. Pode-se definir assimetria de uma funcéo de probabilidade (ou de uma f.d.p.) pelo pardmetro,
ﬂ = M [1s” esta definido no item f) do Roteiro 2]. Calcule B para a Poisson.
Mostre que ﬁTO , 0 que é compativel com P, (N) — Gaussiana.

10. Uma fonte radioativa apresenta 2,5 desintegragdes por segundo (dps), em média.
a) Monte uma tabela com a probabilidade de se observar n desintegracfes em 1 s.

b) Monte uma tabela com a probabilidade de se observar n desintegragdes em 2 s.
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c) Interprete o fato de duas desintegracdes em 2 segundos serem menos provaveis do que duas desintegracées
em 1 segundo.

d) Compreendendo que um intervalo de 2 s é idéntico a 2 intervalos distintos e consecutivos de 1 s, é facil ver
que

P ©0)= [Pz,s (O)]2 ;
R @) =[P,5(0)]-[Ps D] +[PsD]-[P.5(0)]:

P, (2) = soma de trés termos, etc.

Generalizando o raciocinio acima, de que n eventos em 2 s correspondem a n; eventos no primeiro intervalo de 1
S e n, =n-n; no segundo intervalo, escreva uma expressdo para Ps(n) em funcéo de P, 5(n1) € P, s(ny).

e) Qual a probabilidade de em 2 segundos observar-se um nimero de desintegracdes entre [ng - og; Ny + 6¢]?.
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5. A f.d.p. normal e mudancas de variaveis.

a) A normal como limite da Poisson.

No livro Tratamento Estatistico de Dados Experimentais, p. ex., pode ser encontrada
uma deducéo da distribuicdo normal como um limite da distribui¢do binomial. E uma deducéo
mais adequada pois mantém, desde o inicio, a independéncia dos parametros média e
variancia.

Aqui sera apresentada uma “dedu¢ao” muito particular da distribui¢do normal, que
serve como ilustracdo do fato que muitas distribui¢cbes tém como limite a gaussiana. Serdo
feitas algumas aproximacbes drasticas, pois uma funcdo de variavel discreta sera
transformada em funcdo de varidvel continua. Normalmente isso s6 pode ser feito com
valores inteiros muito grandes, uma vez que diferencas entre valores préximos podem ser
consideradas muito pequenas.

A razdo da variacdo da probabilidade P,(n) relativamente a variacdo do valor de n
pode ser escrita, para valores consecutivos, como:

AP___ AP b (n+1)—P,(n) =( a™ anJe-a =(i—1j P.(n).

An - (n+1)-n (n+)! nt n+1

Transformar n em x implica em que n >> 1. Na distribui¢&o de Poisson, P4(n) tem valores ndo
despreziveis na vizinhanca de a. Por isso, a aproximacao que sera desenvolvida baseia-se na

suposicao que a >> 1. Dessa forma,
AP a-x-1
—=—P,(X).
AX X+1 ()

Como x = n >>1, x+1 = X, e ainda como os valores de x correspondentes a P,(n) ndo nula séo
muito proximos de a, identificamos x com a no denominador acima. Em consequéncia, ja
considerando P(x) como uma func¢éo de variavel continua,

d_P:ﬂp(x)_
dx a
2
d_P:_—X_adx = InP=——(X_a) :
P a 2a

P=Aexp[-%].

Conclusdo: P4(n) tende a uma Gaussiana com média a e desvio padréox/a, quando a tende a
infinito.

b) Por que a normal? Teorema Central do Limite.

A funcéo de probabilidade binomial,
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Py.p(n) = p"@-p)" ",

N!
nI(N —n)!

como sugerido no inicio deste roteiro, quando N for grande (Na verdade, ha mais condicdes.
Veja o livro acima citado.), tende a gaussiana

_ (n 'no)2

1
P(n) = e ,
= e e P 0
ondeny=Npe o, =+/n,(L—p) .

Assim, se houver N fontes de erros infinitesimais, cada uma dando um erro +¢ ou -¢
com igual probabilidade (p = q = %), a f.d.p. do erro total (em média, zero) sera uma
Gaussiana.

O Teorema Central do Limite generaliza este resultado. A soma de variaveis
aleatdrias x;, cada uma obedecendo & f.d.p. fi(x) com variancia o;* e média p,

tende a uma normal com média,

e variancia,

guando N —oo. Note que cada fj(x) pode ser diferente e diferente da gaussiana. Basta que
fi(x) exista, com o; finito, e que oo” também seja finito.

Conclusao: superposicdo de muitos erros infinitesimais independentes originam um
erro total gaussiano. Nem sempre, porém, € possivel provar esse resultado numa medida
especifica, e ai ...

¢) Mudancas de variaveis.

Se x obedece a f.d.p. f(x) e g(x) € uma funcéo de x tal que, para cada g(x’) existe um e
um sé x’ que origina esse valor de g, a f.d.p. de g, h(g), é

f(x)
h(g)=———+
(9) dg
dx
Observe que esta expressdo indica a invariancia da probabilidade de se encontrar eventos no
intervalo (x, x+dx) ou no intervalo (g, g+dg), com g = g(x) e g+dg = g(x+dx), além do fato de

f.d.p.’s e as probabilidades associadas a intervalos serem sempre positivas. De fato, h(g)-|dg]|
= f(x)-dx.




Métodos Estatisticos em Fisica Experimental - IFUSP 26

Exercicios

1. No Exercicio 10 do Roteiro 4, vocé calculou a fungéo de probabilidade de Poisson com média 5, Ps(n).
Compare Ps(n) com a aproximacdo gaussiana adequada. O acordo € bom? Obs.: Para médias acima de 30, a
aproximacao gaussiana é excelente.

2. Usando o Teorema Central do Limite, mostre que o, = 0'/\/ N .

3. Em um experimento de medida do equivalente mecénico do calor, 0s 9 grupos de uma turma relataram os
seguintes resultados (em J/cal):

3,90(10); 4,34(15); 4,25(20); 4,31(5);  4,52(20); 4,15(30); 3,87(20); 4,09(5);  4,16(5).

a) Ignore as estimativas dos erros nas grandezas fornecidas pelos alunos. Supondo todas as medidas
igualmente precisas, qual ¢ o “melhor” valor que se pode atribuir ao equivalente mecénico do calor? Qual o
resultado da medida da classe toda?

b) Supondo que todos tenham adotado o mesmo procedimento na medida e devessem ter obtido a mesma
estimativa de erro, qual (ou quais) grupos estimaram corretamente o erro?

4. A varidvel x é distribuida normalmente, em torno de x,, com desvio padréo co. Mostre que a distribuicdo de y
2 7
=x"é

ep[-(Jy —/¥)* /207 ]
2z 2 Yo Oy 7

G(y)=

onde Yo = Xo%.

a) Mostre que, se oy << X, (de forma que a f.d.p. de x seja desprezivel para x < 0), podemos aproximar

_exp[-(y-Y,)?/8y,07]
N N

(Sugestao: expanda o expoente em torno de y = y,.)

b) Mostre que o desvio padrdo em y, nesta Gltima equacdo, é exatamente o valor dado pela expressdo da
propagacdo de erro. (Faca esse item ap6s 0 Roteiro 6.)

5. Para determinar a densidade de um material, foram medidos a massa e o volume de uma amostra, obtendo-se
os valores

m=85+17)g e v =(6,3%0,9) cm’.

Os valores indicados sdo a média e o desvio padrdo da média. Qual a densidade e seu desvio padrao? O valor
verdadeiro da densidade desse material pode ser 1,7 g/cm®? E 2,0 g/cm®? Que bases quantitativas tem-se para
discutir essas duas Gltimas questdes?

6. Deseja-se determinar o valor da grandeza z, com desvio padrdo da média da ordem de o,,,. A grandeza z é
determinada a partir de medidas de x e y, sendo z = x +y. Por outras medidas feitas, sabe-se que o desvio padréo
da série para medidas de x é da ordem de 10-o, € de y, da ordem de 5-on,.

a) Se forem obtidos 50 dados y;, quantos dados x; serdo necessarios para atingir a precisao desejada?

b) Qual a menor quantidade de dados, incluindo x; e y;, necessarios para atingir o objetivo almejado?
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6. Estimativa da incerteza numa funcéo

a) Propagacdo de incertezas

Suponha uma funcéo f de varias variaveis,
f(ag, ap ..., ay),
cada variavel a; com desvio padrdo oj tal que
Oj << gj
Podemos demonstrar que
f(@,,a,,..,a,)=f@,a,,..a,)
n
e afzg(j—;)zaf+225—;cov(ai,aj)

i>] ]

onde
f o f _
P a;=a,
Ja; 72 uq
a,=a,

Quando o; precisa ser menor a;? A resposta depende de quanta precisdo é necessaria
nas estimativas de f e o ¢ . Se o problema nfo é muito especial e f varia suavemente com a;
(nada como exp (a;), por exemplo ), entdo uma regra genérica é

a;

b) Covariancia

Na formula de propagacdo de incertezas apareceu a covariancia entre a; e aj. No

momento, ndo trabalhamos com varidveis dependentes entre si, mas o faremos. O caso mais

corriqueiro € o ajuste de funcbes, onde 0s parametros ajustados sdo, quase sempre,
covariantes. Por exemplo, no ajuste de uma reta por pontos ( Xj, j ), 0S parametros de reta
y=a, +a,X

sdo correlacionados.
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yn
¢
§ . . ~
a, a,= inclinagao
0 X

Note que se ap aumenta, a1 diminui. Assim <(a1 - 6_11)(a2 -3, )> € menor que zero

O desenho da funcdo de probabilidade de a; e ay, g ( aj, a ), é tridimensional.
Desenharemos curvas de nivel de g. No desenho, @, e a, correspondem ao ponto de maximo

de g, e as elipses a curvas de nivel de g.
A
ay

o (@

a a

—

¢) O desvio padrdo da média

Pode ser deduzido como estd no livro, na pagina 41, supondo muitas medidas da
mesma grandeza e calculando o,,, como desvio padrdo das médias obtidas em cada medida.

Ou entdo usar

X=f (xl,xz,...,xn):%(x“xz+...+xn),

onde o—i2 = o2 e x; € independente de x; para i # j. Notando que
ox_1 e cov(x;,x;)=0,
2Xx; N
calcula-se
N 2 2
1 o o
2 2 2 2
o= —)o =N—=—=0°,
X ;(N) N2 N m
(o2
ouo ,=——



Métodos Estatisticos em Fisica Experimental - IFUSP 29

d) Uso da tabela de integral da normal

Suponha que uma maquina fabrica tubos de ferro com diametro interno 20,0 (5) mm.
Como podemos estimar a fracdo de tubos com didmetro entre 20,7 e 21,1 mm?
Supondo a fdp do didmetro gaussiana, podemos dizer que

1 (r-20,0)°
f(r) = g 205 1
0 N2r-05
e dai deduzir que a fracdo pedida é
21,2
P(20,7 <r<212) = jf @ dr ,
20,7

A integral definida da gaussiana s6 pode ser efetuada numericamente. Assim, ou
programamaos a calculadora ou recorremos a tabela.

As tabelas contém a integral

y2

y
1 A
1(y)=|—=e 2 dy,
£v2ﬂ
correspondente a integral da gaussiana de média O e desvio padrdo 1, entre O e y. Isso basta,
porque a funcéo é simétrica em torno de O e a integral num intervalo [ yq, yo ] comy, >y; >0

pode ser escrita
Y2 1 _ﬁ
[—=e 2 dy=1(y,)-1(.)
N2Tw
Y1
E necessario ainda normalizar a variavel, através da transformagao
X - média
desviopadao
No caso descrito, calculamos entdo

21,2 - 20,0
:;:2’4 ,
% 0.5
20,7 - 20,0
=TT 214
Ya 0.5

Entdo, recorrendo a Tabela 40 do livro, P (20,7 <r<212)=1(24)-1(14) =
0.4918 - 0.4192 = 0.0726, ou seja, cerca de 7 % dos tubos tem didametro entre 20,7 e 21,2 cm.

Exercicios

1. Uma maquina produz capacitores de 47 pF que obedecem a uma fdp gaussiana de média 47,0 pF e desvio-
padréo ¢ = 2,0 pF.

a) Qual a fracdo de capacitores com capacidade entre 43,0 e 51,0 pF?

b) O fabricante tem uma ponte de altissima precisdo para a medida de capacidade (Gponte << 0,1 pF).
De um lote de 1000 capacitores, quantos ele selecionara (em média) com capacidade entre 46,5 e 47,5 pF?

¢) Qual deveria ser o desvio-padréo para que 80 % dos capacitores tenham capacidade entre 45 e 49 pF?
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2. Deseja-se determinar a espessura de um disco com precisdo de 0,01mm. A espessura é calculada pela
diferenca de duas distancias,
Z=y-X

A precisdo do instrumento que mede y é oy = 0,1 mm e, do que mede x é oy = 0,05 mm.

a) Se foram obtidos 50 dados x;j, quantos dados y;j serdo necessarios para obter a espessura do disco

com a precisao desejada?
b) Qual a menor quantidade de dados, incluindo X; e yj, necessarios para obter a espessura do disco com

a precisao desejada?

3. E possivel medir a dimensdo de um objeto com 2 instrumentos que t&m precisGes o e op diferentes, com og

= 20. No entanto, demora-se 3 minutos para efetuar uma observagéo com o instrumento A e 1 minuto para

efetuar uma observag¢do com o instrumento B. Se vocé tem 60 minutos para efetuar a medida, qual instrumento

dara melhor precisdo?

4. Um espectrometro detecta particulas com uma eficiéncia ¢ variavel com a energia de acordo com a férmula
¢ = o/E. O parametro o, é conhecido e vale 1,00 (4) 10-2. A tabela 6.1 abaixo da o nmero de particulas de cada

energia detectado. As energias tém erros despreziveis.

TABELA 6.1
E (MEV) € # particulas I =#le
2,500 370 (25)
3,333 870 (35)
4,000 1025 (40)
5,000 210 (20)
7,500 480 (28)
10,000 800 (30)

a) Calcule o nimero de particulas de cada energia emitidas.
b) Calcule a intensidade relativa as particulas de energia de 4,000 MeV. A intensidade relativa é obtida

dividindo-se o nimero de particulas da energia desejada pelo nimero de particulas de 4,000 MeV.

5. Para medir a carga de um capacitor, um estudante fez uma medida de capacidade C e uma medida de voltagem
V com o seguinte resultado:
C={0,95;0,93; 1,24;0,95; 0,85 } em uF
V = {288; 303; 320; 291; 316; 296; 287; 298; 299; 309 } em Volt
a) Qual a carga do capacitor?
b) Seria possivel obter a mesma precisao na carga em menos tempo? Discuta.
c) Seria possivel obter uma melhor precisdo na carga tomando-se 0s mesmos 15 dados no total? Se sim,

sugira uma forma possivel de fazé-lo.
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7. O método da Maxima Verossimilhanca

a) O principio da Maxima Verossimilhanca

Uma emissora que deseja saber sua audiéncia "sorteia” um determinado namero de
residéncias, digamos 1000, e consulta em um mesmo horario todas as residéncias.
Suponhamos que 172 residéncias estivessem assistindo aquela emissora. A partir desse
resultado estima-se que dos 3 milhdes de televisores da cidade, cerca de 516 mil estdo ligados
na emissora em questao.

Note que a conclusdo ndo é trivial. Pode ser que 0s Unicos a assistirem a emissora
fossem os 172 moradores das residéncias visitadas que declararam assisti-la. Pode ainda ser
que no resto da populagio a assisténcia fosse muito maior, quem sabe 2 milhdes. E impossivel
dar o nimero exato, ele restard desconhecido até o fim. Porém, o mais provavel (se a
amostragem foi adequada) é que 17,2 % de todas as TV's estivessem ligadas na emissora, 0
que nos levou ao nimero 516 mil.

O principio da Maxima Verossimilhanca propGe exatamente isso: "estime a realidade

como o evento mais provavel™.
Formalmente, para um conjunto de dados {x;} que obedecem a uma fdp f (x | &), onde

a representa o conjunto de parametros de fdp (por exemplo, a; = X € a, = o para a normal),
escrevemos a fungéo verossimilhanca L ({x;} | @) como

L ({xiHa)=f(xg/a) f(xo/) ... F(xy/E).

O simbolo L vem de Likelyhood, verossimilhanca em inglés.

b) Ainda o desvio-padréo...

E esta ndo é a Gltima vez que falaremos nessa grandeza!
Vamos aqui achar a estimativa de méxima verossimilhanca do desvio-padrdo e

concluir que ndo a usaremos.
Para um dado X; que obedece a fdp gaussiana, temos

_(Xi'XO)Z
1 20'%

O W21

L (Xi/XO ) Go) =

Entdo

Z(Xi -Xo)?

205

. — 1 N -
L ({xi}/xg , o) (O' 0\/%) €
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Os valores mais provaveis de xq e o, que chamaremos X e &, sdo aqueles que maximizam a
funcdo L. E mais facil, entretanto, trabalhar com In L. Como L e In L sdo maximos no mesmo
ponto, tanto faz do ponto de vista tedrico. Assim, calculamos

N
Z(Xi _Xo)2
InL=-NInv27z -NIncg - =

2
20,

Devemos encarar In L como funcéo de Xg, og e achar X e & que maximizam In L. Assim,

calculamos
0 |nL_Z(Xi'Xo)
2 X, B ok
- 2
oL _ N ;(X"XO)
oo, - o, R

No ponto X, & ambas as derivadas devem se anular para que In L (e, portanto, L) seja
maximo, o que da as equacbes

Z(Xi -X) -0

~ 2 1
(o}

O que resulta em
X = ,

N
J)\2
X; =X
52:Z(| )
N

Note que X = X que vinhamos utilizando, mas que & nao esta calculado da maneira habitual.
Embora &2 seja 0 valor mais provavel da variancia verdadeira acontece que em média
ele ndo é igual a 0—(2)! Essa tendenciosidade é relativamente grave do ponto de vista da

estatistica e convém corrigi-la, mesmo que para isso percamos 0 atributo "mais provavel”,
considerado menos importante que o da "ndo-tendenciosidade”. Para corrigir, precisamos
calcular o valor médio de &2,

~ 2 1 —\ 2
<o >=—X< X. =X)" >
N > (X; -X)

Escreveremos X = Xg + « onde « é a diferenca (desconhecidal) entre a média e o valor
verdadeiro. Assim,
9\2 — 2 2 2
(X =X)" =(X; - X -a@)” =(X; -X)" - 2c (X; - Xo) + &

Recolocando essa expressio na de < & 2>
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~ 1
<G 2>:N<Z(Xi -X)?-2a ) (X; -X,) + N 2 >.
Notando que Z(Xi -X,) = N(X-X,) = Ne, chegamos a
<52>:%<Z(xi -Xo)? >-<a?>.
Em primeiro lugar, <> (X; -X,)*>=No } ,

e podemos calcular
Assim,

mostrando que 0 & 2 subestima em média a variancia verdadeira.

Para corrigir a subestimacdo, basta estimar a variancia por

O que d4, de imediato, < o *>=< o 2>. Assim a estimativa
o’ :iZN:(x- -X,)?
N -1 = i 0/

nada mais é que a estimativa de maxima verossimilhanca corrigida da sua tendenciosidade.

Uma observacdo: o método de maxima verossimilhanca da quase sempre estimativas
tendenciosas quando o nimero de dados é pequeno, excecdo feita a funcdes lineares como
veremos mais tarde.

¢) O método do Minimo Quadrado

Frequentemente desejamos conhecer parametros ay, ay, ..., a, de uma fungéo
9(a; x),

gue depende de uma variavel x. Para isso, obtemos valores experimentais de f para diversos
Xj. Chamaremos de y; o valor experimental de g(&, Xj). Para que a notagdo seja compacta,
escreveremos a para o conjunto dos parametros ay, ay, ..., am.

O erro da medida faz com que y; ndo seja idéntico a g(a; X;) mas sim

yi = 9@ xj) *+ &j,
onde g € 0 erro. Supondo que 0 erro € seja gaussiano, podemos escrever a fdp de y; como
. 2
(vi -9@ x3))

y,/3) == exp]- :
270} 20 |

Para a medida completa { ( x;, j, oj) }, temos que a funcéo verossimilhanca sera
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B o £

0 que d&, tomando o logaritmo,

In L:-i(ln \/ﬂai)-%i(yi -9@E x,))’

2
i=1 O;

Assim, In L serd méaximo quando a soma

Q= Z (ax))

for minima.
Os parametros ay, a,, ...a, de maxima verossimilhanca serdo aqueles que minimizarem

a soma dos quadrados ponderados pelas variancias, Q. Esse € o método dos minimos
quadrados.
Uma observacdo: Toda a vez que a grandeza experimental for gaussiana, os métodos

da méxima verossimilhanca e dos minimos quadrados recaem nas mesmas equacoes.
Outra observagdo: Se a fdp de y; ndo for gaussiana, o método da méaxima

verossimilhancga costuma ser mais adequado se g(@; x;) néo for linear nos parametros a;. Se
g(a; x;j) é linear em ga;, entdo 0 método mais adequado é o dos minimos quadrados.

Em resumo, para casos "comuns”, usa-se:
fdp de y gaussiana — minimos quadrados = maxima verossimilhanca

g linear - minimos quadrados
fdp de y ndo gaussiana
g ndo linear — méxima probabilidade

Exercicios

1. Um experimentador observa o decaimento de uma fonte radioativa de meia-vida muito longa, digamos 106
anos.

a) Num primeiro experimento, ele obtém um Unico dado, observando 6 desintegragcbes em 1 hora.
Estime o valor médio do nimero de desintegracfes por hora (dph) dessa fonte, usando o método da maxima
verossimilhanca.

b) Num segundo experimento, ele obtém dois dados: {3, 6} desintegracdes em 1 hora. Novamente,
estime o nimero de dph dessa fonte usando o método da méxima verossimilhanca.

¢) Finalmente, ele decide-se a levantar um histograma:
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=]

w
[

N
[

-
I

numero de
observacgobes

o

| I I I I I N
2 3 4 5 6 7 >

desintegracdes em 1 hora

o
-

Sendo a o nimero verdadeiro de desintegragdes em 1 hora, prove que a funcéo verossimilhanca é
n;
L{n}a)=]]
i=1

onde nj € o nimero de vezes que ele observou i contagens em uma hora. Calcule a estimativa de maxima

-a

ae
i!

verossimilhanca de a, &, a partir do méaximo de In L.

d) Estime o desvio-padrdo de & a partir da formula que vocé obteve no item ¢ notando que o nimero
total de contagens nas 10 observagdes obedece a uma funcdo de Poisson e use o resultado do item a. (Obs.:
perceba, entdo que vocé poderia se passar sem a expressdo complicada do item c, neste caso particular. Este

exercicio foi o melhor que achei para ilustrar o0 método nesta altura do curso).

2. Efetuam-se duas medidas independentes de uma mesma grandeza x, obtendo-se os resultados X1, o1 € Xp, 69,

sendo o1 e oo 0s desvios-padrdo das médias. Os resultados das duas medidas podem ser reunidos de forma a

obtermos o melhor valor da grandeza. Mostre, usando o método da maxima verossimilhanca, que
2 2
_Xlo tX, 10,
2 2
Vo;+lo,

é o valor mais provavel da grandeza, considerando-se os resultados das duas medidas.




Métodos Estatisticos em Fisica Experimental - IFUSP 36

8) Ajuste de funcdes lineares nos parametros

a) Aplicacdo do método do minimo quadrado - forma geral para ajuste de uma
funcao linear nos parametros

Suponha uma medida de uma grandeza y que é um polindmio em X. Deseja-se estimar
os coeficientes do polindmio
y=ag+tag X+ay X2+ ... +aj X+ ... +ayxm
A variavel x é a variavel independente, medida sem erro, e y é a grandeza medida (variavel

dependente) para a qual mede-se também o desvio padrdo. Assim, a medida é representada
pelo conjunto dos termos de valores, { ( X;, ¥, cj) }, 1 =1,2...N.

O método do minimo quadrado estima os coeficientes a, do polinbmio como o
conjunto dos &, que minimizam a fungéo

N {Yi 'iak X:(}
=32

O minimo de Q esta no ponto a onde todas as derivadas parciais de Q em relagdo aos ay séo

u k /

Yi- 2 ak Xi |X
5Q:_2N{ Z;k }

J a, 2 ’

i= O
que igualadas a zero no ponto a da as equacdes
N /+K N

‘
iakzxi : :zyi );i ¢=012., m.
s -

iz1 O O

nulas. Calculando

Definindo a matriz M pela relacéo

o vetor D por

0 conjunto das equacdes pode ser escrita em forma matricial como

D=M3 ,
0 que permite calcular @& de imediato como
a=M'D=VD.

Pode-se mostrar que a matriz VV = M™ é a matriz das covariancias

v, =cov @, 3,)

e portanto,
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o a; = V\/II -
Note que Vj, e independente de y, ou seja os erros em & ndo dependem dos valores
experimentais dos y;, apenas dos seus desvios-padréo o

Estas formulas podem ser generalizadas para qualquer funcéo linear f. Escrevendo f
como

1 9=Y 89,09,

onde g, é uma funcéo apenas de x, a soma dos quadrados dos residuos fica

N {Yi -iak gk(xi):|
S

i=1 O

Dando as derivadas

50 :_2i|:yi _;ak gk(xi)}g((xi)

J a, i=1 O

que, igualadas a zero no ponto a ficam

$YGK) - g $0X)9, (X)

Novamente, definindo o vetor D e a matriz M pelas relacdes
N v. g (X N X. X.
Dg:Zyl gfg |) e Mk(:ng( |)ng( |) ’
i=1 [ i=1 [

O o

0 sistema de equacdes pode ser reescrito como

D=M3 ,

com a solugéo

SHIN|

=M*'D,
e a matriz M-1 é a matriz das covariancias de a .
Note que a facilidade de montar um algoritmo para a constru¢do da matriz M a do

vetor D - basta, num Gnico "loop" sobre o niimero de dados, calcular um vetor g (Xj) (comm
componentes) e acumular em D, e My, 0s somatorios.

Note também que My, € simétrica, podendo-se calcular apenas cerca da metade da

matriz, simetrizando-a depois.

b) As covariancias: como interpreta-las.

A expressédo

a, Zvi/. D, ,
i=1
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mostra que todos a, dependem dos mesmos valores experimentais y; embutidos no vetor D.

Como eles sdo dependentes, as covariancias entre eles ndo sdo, geralmente, nulas. Se a
covariancia entre dois pardmetros a, e a ndo € nula, isso significa que a fdp de a, e a,

favorece certas combinacBes desses parametros. As curvas de nivel da fdp de ay, a,, nos 3

casos: covariancia nula, positiva, e negativa, estdo esbocadas abaixo.

a cov (a,, aj>0 a cov (a, a)<0
£ - & -

0 . S T 1
a cov (a,, a)=0

1€

0 T %

A covariancia ser positiva ndo implica, obrigatoriamente, que ambas a, € g Sao

maiores ou menores, simultaneamente, que a, e aj. Apenas diz que é mais provavel que

isso aconteca. J& covariancia nula diz que ndo ha nenhuma relacdo de dependéncia estatistica
entre as varidveis (embora possa haver uma dependéncia fisica). Esta discussao ja foi
exemplificada no roteiro 7, quando discutimos propagacéo de incertezas.

¢) Incerteza do valor interpolado de uma funcéo.

Suponha que vocé faga o ajuste de uma reta y = ag + a;x com dados de uma medida {
(Xi, Yir o3) }-
Vocé obtem @ = V D e as covariancias como
cov (aj, gj) = Vj; -
Se vocé desejar calcular o valor de y para um certo x, é imediato que
y=a,+a X

e avariancia dey
2
ap

+2x cov(@, , a,)

2 2 2
Cy=0, tX o
que, expressando as covariancias pela matriz V da
2 2
oy =V tX Vi +2X Vg

Exercicios

1. Realizaram-se 5 observages da posicéo de um objeto que se move com velocidade constante. Os dados (tj, Xj,

), onde o;j € 0 desvio-padrdo da posi¢do X; observada no instante t;, séo:

{(1; 1,06; 0,15); (2; 2,19; 0,15); (3; 3,12; 0,15); (4; 4,12; 0,15); (5; 5,32; 0,15)}
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onde t esta calculado em segundo, X e o em centimetro.
a) Calcule a posicdo inicial (t = 0) e a velocidade.
b) Determine a posicéao (e o desvio-padrao) no instante t = 3,5s.
c) Estime a probabilidade da posicdo inicial ser nula, sabendo que devido a montagem utilizada, a

posicdo inicial é positiva ou nula, jamais negativa.

2. Utilizando os dados do problema 1, ajuste uma funcéo
X=ap+ay (a+t),

de maneira que os parametros &; € a, obtidos sejam independentes estatisticamente.

3. Deseja-se ajustar uma reta
y=ax+b
por pontos experimentais (Xj, yj, oj) onde os desvio-padrdo oj sdo independentes. Sabendo que vocé pode
observar no maximo 6 pontos entre -10 < x < 10, (e nenhum fora deste intervalo) e que vocé deve observar
pontos separados de pelo menos Ax = 2:
a) Como devem ser distribuidas as observacgdes para que a e b sejam independentes?

b) Qual o conjunto de pontos que torna ag minimo? (dado que a e b devem ser independentes)

¢) Qual o conjunto de pontos que torna o ﬁ minimo, com a e b independentes?

4. Uma superficie plana esta inclinada em relacédo a vertical. Sendo definido um sistema de eixos triortogonal de
maneira que z seja 0 eixo vertical, e corte o plano (0,0,0), a superficie do plano é definida por

zZ=ax +hy
Para determinar a e b realizaram-se 4 observaces de (X, Yj, zj, oj) de pontos do plano, onde cj € 0 desvio-

padréo de zj e as variaveis X, yj sao observadas com erro desprezivel em relagdo a cj. Os dados obtidos foram

X Yi Zj

1 1 3,03(10)
1 2 5,17(15)
2 1 4,01(15)
2 2 5,93(20)

i) Determine a e b com suas respectivas incertezas.

ii) Determine um intervalo com 68 % de probabilidade de conter o valor verdadeiro de a.

iii) Mesmo que em ii, para o parametro b.

iv) Determine z do plano para o ponto x = 1,5 e y = 1,5 e determine um intervalo com cerca de 68 % de
probabilidade de conter o valor verdadeiro desse z.

v) Seria possivel, observando-se apenas quatro pontos do plano, determinar a e b com maior precisao?
Discuta essa questdo e dé uma diretriz genérica sobre como selecionar os pontos (X, y) onde deveria ser

observado z para aumentar a precisdo de a e de b.
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9. Testes estatisticos

a) Ainda a flutuacao estatistica

Um ajuste de funcdo a pontos experimentais {(x;, y;, o;)} pode ser avaliado

qualitativamente verificando-se se o gréfico da funcdo passa préximo ou ndo aos pontos
experimentais, considerando-se as barras de erro, y;*o;. Em media, o grafico deve cortar

pouco mais que 68% das barras de erro; passar a menos de 2 barras de erro em pouco mais de
95% dos pontos; passar a menos que 3 barras de erro na quase totalidade dos pontos.

b) Teste de hipotese

Para chegarmos a uma decisdo sobre se uma hipdtese particular é confirmada por um
conjunto de dados, devemos dispor de um procedimento objetivo que nos permita rejeitar ou
aceitar a hipotese. Este procedimento envolve algumas etapas:

i) Definir a chamada hipotese de nulidade (H,).
if) Escolher uma prova estatistica para provar H,.

iii) Especificar um nivel de significancia (o)) e um tamanho de amostra (N).

iv) Determinar (ou supor determinada) a distribuicdo amostral da prova estatistica sob a
hipbtese de nulidade.

v) Com base em (ii), (iii) e (iv), definir a regido de rejeicao.

vi)Calcular o valor da prova estatistica, utilizando os dados obtidos da(s) amostra(s). Se tal
valor estiver na regido de rejeicdo, a decisdo sera rejeitar Hy; se o valor estiver fora da

regido de rejeicdo, a deciséo sera que a hipdtese H, ndo pode ser rejeitada ao nivel de
significancia escolhido.

A hipotese de nulidade (H,) é uma hipdtese de que ndo haja diferencas. Em muitos

casos € formulada com o expresso proposito de ser rejeitada. No entanto, no caso de ajustes de
funcdo, como o acima indicado, é formulada para ser aceita. Se for rejeitada, pode-se aceitar a
hipétese alternativa (H,).

A prova estatistica depende do problema estudado e nesta aula veremos duas delas: o
Teste de %2 e 0 Teste t.
O nivel de significancia (o) € a probabilidade de se rejeitar H, quando H, é

verdadeira. Isto €, o é a probabilidade de se cometer o erro Tipo | (rejeitar impropriamente
H,). A escolha da significancia depende muito do risco, que se admite correr, de estar errado

ao se tomar uma decisao estatistica de aceitar ou rejeitar uma hipétese de nulidade. Alem do
erro Tipo I, podemos cometer o erro Tipo Il (aceitar H, quando ela é falsa). A Figura 1 mostra

estes dois tipos de erros em relacdo as duas decisbes e as duas possibilidades para H,
(verdadeira ou falsa).
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A probabilidade de se cometer um erro Figura L
Tipo | é simplesmente o nivel de probabilidade ~ DECISAO
que os pesquisadores escolhem para rejeitar Hy. reletar - acear
Por que, entdo, nao adotar um alfa extremamente Ho err% -
pequeno e praticamente nunca cometer este tipo verdadeiro | Tipo ! | correto
de erro? O problema é que quando diminuimos o, p=a
automaticamente aumentamos a probabilidade de Hyfalso | correto Tieg(rf”
cometermos um erro Tipo Il. A probabilidade de p=B
se cometer um erro Tipo Il € usualmente

denotada por . Alfa e beta sdo inversamente relacionados: quando um aumenta, 0 outro
diminui. Alfa estd sempre sob o controle do experimentador; beta estd apenas indiretamente
sob nosso controle, depende de o e do tamanho da amostra, para uma dada prova estatistica.

c) A variavel aleatoria y2

O teste que avalia quantitativamente a qualidade do ajuste citado no item (a) € o
Teste de 2.

O minimo da fungéo Q,

Qminimo = z[yl — g(i(l ,5-)] )

onde & é o vetor dos m parametros que minimizam Q, € uma variavel aleatéria XZL, cuja fdp é
conhecida (estamos supondo que a fdp dos erros y;-g(x;;a,) € gaussiana). Aqui, L = N-m € o
namero de graus de liberdade. No livro de O. Helene e V. Vanin, Tratamento Estatistico de

Dados em Fisica Experimental, a fdp da variavel y? esta deduzida e apresentada algumas de
suas propriedades.

A fdp de 2 tem sua expressio

L ()

FL(ZZ) Z—L(Z—J e 2,

2I'(—

(2)

cujo dominio é de zero a infinito e prova-se que a média do %2, y2 = L. Se todos os dados Y;

estiverem muito préximos de dos valores verdadeiros, aqui estimados por g(x;;a), entdo v2

podera ser bem menor que que L, mas isto é pouco provavel. O mesmo acontece com 2 bem
maior do que L.

E mais conveniente trabalhar com a fun¢do cumulativa da probabilidade, que é a
integral da fdp, pois se extrai diretamente o valor da probabilidade do y2 estar em certo
intervalo através de uma diferenca de probabilidades acumuladas. Assim

i 2
1 o 2\2 T X
P(XL2>Qm|’nimo)= F)L (Qminimo) = L. Jo.. ()(2 j e’ dZZ
2r - minimo
)
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é a probabilidade y? exceder o valor Q.- -, 0u seja, é a probabilidade da flutuac&o estatistica
gerar uma medida ao menos tdo "distante” dos pontos experimentais quanto a medida em
questao.

A integral da fdp de x2 ndo tem forma analitica, por isso recorreremos a tabelas.
Quando o numero de graus de liberdade superar 30, pode-se aproximar a fdp de y2 pela
distribuicdo normal de média L e desvio padrao V2L, o que nos permite usar a tabela da
distribuicdo normal.

d) A escolha do nivel de significancia

Quando temos apenas um ajuste a tratar, € habitual tomar o nivel de significancia em
a = 0,10. A hipotese de nulidade (o ajuste é adequado, isto é, os parametros obtidos no ajuste
diferem dos valores verdadeiros apenas por flutuacdo estatistica, sendo portanto boas

estimativas) € considerada verificada se o valor de Q,;imo €stiver proximo de L.

Distribuicdo de x% com N=10

0,10
— 0,08
Z 0,061 Regido de
’ Y Regido critica com
E 0’04_ ﬂeltacao de P(XE > Qe ) < 0,05
0,02' P(xE > qmln.)
0

0/\/4f8112 14 20 24 28 32 36 40
Xo 2

X

Reglao critica com
P(xl_ > qmm.) >0,95

A regido critica (regido de rejeicdo) é considerada nos extremos (veja figura acima).
Se P(x, 2>Q, o) > 0,95, isto é, for muito grande, provavelmente as variancias dos y; estdo

superestimadas. E um engano comum propagar incertezas de calibracdo, que afetam
igualmente todo o conjunto dos y;, nas variancias ;. Se esses erros séo iguais para todos os

pontos, sdo erros sistematicos e ndo se deve aumentar as variancias individuais para leva-los
em conta. Se P(y, 2>Q, ... ) < 0,05, isto é, for muito pequena, ao excluirmos a "ma sorte",

restam-nos duas possibilidades:

i) asvariancias estdo subestimadas; ou

i) afuncéo g é inadequada.

e) Erros Tipo | e Tipo |l

Se tivermos muitos ajustes, os valores criticos de 2 devem ser alterados. Vamos
imaginar uma situagdo onde realizamos M = 150 ajustes de fun¢des. Mantendo-se o limite
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critico ao nivel de probabilidade p = 5%, o nimero n de casos que cairdo nessa faixa de y?2 é
dado pela binomial

150
Py, (N) :( i J-o,os" .0,9570",

O namero de ajustes nessa faixaé n=M - p =7,5, de forma que teremos algo em torno de 8
ajustes nessa faixa sem que nem o; nem a funcéo sejam inadequadas. Esses ajustes seriam,

portanto, rejeitados equivocadamente. A rejeicdo equivocada de um ajuste é aqui um erro
Tipo |, onde "erro" estd empregado no sentido de engano de avaliagdo. O erro Tipo Il
corresponderia & aceitacdo de um ajuste inadequado, mas que passou pelo teste porque a
flutuacéo estatistica deixou os dados experimentais de maneira a assemelharem-se a funcéo g.

EXERCICIOS

1. Um experimentador obteve a grandeza A a partir da relagéo
A=Xx-y,
tendo obtido para x e y os resultados
X = 13,4 (6)
y=10,4 (3)
cov (x,y)=0,1
a) Qual o valor da grandeza A e de sua incerteza?
b) Um segundo experimentador mediu diretamente a grandeza A obtendo-a como
A=14,0(10)

Estime o melhor valor A (e a respectiva incerteza) que pode ser obtido a partir da reunido das duas medidas.

c) Para verificar se os dois experimentadores obtiveram valores compativeis, calcule ¥~ e a

probabilidade desse XZ obtido ser excedido (consulte tabela na pagina 84 do livro de Helene e Vanin). Os
valores obtidos pelos dois experimentadores sdo compativeis? Justifique.

2. As figuras I, 11 e 111 mostram os dados experimentais, com suas respectivas barras de erro Gj, obtidos em
medidas da posi¢do de um corpo em Movimento Retilineo e Uniforme,

Y= Yo +Vet

Em cada grafico, esta representada a reta

y= yo + \70t

obtida no ajuste dos dados pelo método dos minimos quadrados. Pergunta-se, em cada caso, se 0 ajuste obtido é
adequado ou ndo. Justifique suas respostas e aponte eventuais problemas com os dados experimentais (Xj, Vi, Cj).
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3. Um experimentador ajustou uma reta y = a + bx aos pontos experimentais (Xj, Yi, Ci):
{(1; 4,12; 0,15), (2; 5,32; 0,15), (3; 6,31; 0,15)}, obtendo-se o resultado
a=3,06 (23) b=1,10 (11)

(00525 -0,0225
“1-0,0225 0,0113

onde V é a matriz de covariancias entre a e b.

a) Calcule xz e a probabilidade desse XZ ser excedido (consulte tabela 9.1).

b) Calcule y para x = 1,5, com sua respectiva incerteza.

TABELA 9.1 — Probabilidde do 7 ser excedido em termos do nimero de graus de liberdade L.

P (%)
L 99 95 90 75 50 25 10 S 1
1 0.00016 0.00393 |0.0158 0.102 ]0.455 |]1.32 2.71 3.84 6.63
2 0.0201 0.103 0.211 0575 ]1.39 2.77 4.61 5.99 9.21
3 0.115 0.352 0.584 1.21 2.57 411 6.25 7.81 11.3
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10. O Teste t. Intervalos de Confianca.

a) Largura do histograma em funcdo do niimero de dados

A largura de um histograma é medida pelo desvio padrdo, a raiz quadrada da
variancia. Esta é estimada de maneira ndo tendenciosa pela expressao:

o =13 (% %)
N-15"" .

A fdp de o pode ser calculada notando que

2 N w2
o (X —x) 2
N-DT =352 2
( )O_g e O_g AN

onde o é o valor verdadeiro da variancia. Assim <02 /0'§> =1, pois <;(,i_1> =N-1,ea

fdp de o € ade y?, convenientemente normalizada. O nimero de graus de liberdade é L =
N-1.
Dada a assimetria da fdp de y , para um conjunto de N dados, a chance de

subestimar o € maior do que a de superestimar: ~70% contra ~30% para L=1; ~65% contra
~35% para L=2; ~55% contra ~45% para L=10; tendendo a 50%-50% para L>30, onde a fdp
ja é praticamente normal.

Concluséo: embora a fdp que governa a medida x; ndo dependa do nimero de dados
(isto é, existem Xp € op, valores verdadeiros da grandeza e da incerteza de medida), a largura
provavel do histograma medido aumenta com o nimero de dados. Vale a pena, entretanto,
ressaltar que em media a largura do histograma ndo muda, pois <0'2 /002>=1. Escolhe-se
meedir a largura do histograma corretamente em média, mas poderiamos ter escolhido a
largura dos histogramas pelo valor mais provavel de ser a correta. Ndo é possivel ter ambas as
propriedades: “média correta” e “provavelmente correta” simultaneamente!

b) O desvio padrdo efetivo

Em fungdo da provavel subestimacdo do desvio padrdo e consequentemente do
desvio padrdo da média, em geral, a probabilidade

P(X—0, <X, <X+0,)<683%,
tendendo ao valor 68,3% a medida que N aumenta.
Chama-se desvio padrao efetivo ao valor t,or, tal que
P(x—t,0, <X, < X+t,0,)=683%.

Usando-se a definicdo da variavel aleatoria t de Student,

a equacao acima pode ser escrita como
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P(-t, <t<+t,)=68,3%,

0 que nos permite calcular t; resolvendo a equagéo

+t)
j f,_(t)dt = 68,3%,

_tl

onde f, (t) éafdp detparaL=N-1 graus de liberdade.A expressdo de f, _(t) é
b T L+1 L
1 2 1 2
f (t)= — .

L 2
= 1+t°/L

2
A variavel t de Student tem média nula para L>1 e variancia o> = L/(L—2), para L>2.
Podemos mostrar que f, (t) tende a distribuicdo normal com média nula e desvio padréo
initario, quando L tende a infinito.

O intervalo que contém o valor verdadeiro com 95,4% de probabilidade €
[)_(—t“Gm,)_(+t”Gm],

e podemos calcular t;, a partir da equagéo
+1
[ f.()ydt=95,4%,

'l

Os valores de t; et; estdo tabelados abaixo. Note que t;; >2 t, , tendendo para t; =2 t; quando
L tende a infinito.

Tabela 10.1. Valores de t; e t;, que definem os
intervalos de confianga de 68,3% e 95,5%, para alguns
valores do numero de dados N na medida.

N t| t||
a=68,3% a=95,5%

2 1,84 14,0

3 1,32 4,53

4 1,20 3,31

5 1,14 2,87
10 1,06 2,32
20 1,03 2,14

o 1 2

C) O Testet

Suponha que seja realizada certa medida com N dados, cujos erros obedecem uma

fdp normal, tendo-se obtido, para a grandeza, o valor médio, x, e o desvio padrdo da média,
o,,. Suponha ainda que esta grandeza tenha um valor, X,, previsto por determinada teoria.
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Como comparar o valor medido com o valor previsto? Os dados confirmam ou contradizem a
previsdo teorica?

Nestas condicdes, a variavel aleatoria

correspondente & hipétese de que x difere de X, SO por flutuacdo estatistica, tem uma fdp t de
Student com L=N-1 graus de liberdade, sobre a qual pode-se montar um teste de hipotese,
conforme apresentado a seguir.

Relative frequency

Scala of t

Figura 1. Fdp de t de Student, para alguns graus de liberdade L. As regides criticas,
para dado nivel de significancia, dependem de L.

Aceita-se a hip6tese como verdadeira se |t| for pequeno e rejeita-se quando |t| for
grande. Quanto grande? Habitualmente escolhe-se a priori um valor teqico de |t| associado ao
nivel de significancia a, a partir do qual, [t|>tcritico, cOnsidera-se falsa a hipétese.

o= P(|t| > tccrl’tico) =2 I fL (t)dt1
tcrl’tico
utilizando-se a simetria de f, (t). E comum escolher valores criticos de maneira que « seja

igual a 0,05, a 0,01 ou a 0,001. Os valores de tcqico, para diversos graus de liberdade L,
correspondentes aos valores de « mencionados, estdo apresentados na Tabela 2.
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Tabela 10.2. Valores de tgitico, associados aos niveis de
significancia «, para os graus de liberdade L.

L t(a)
a=0,05 a=0,01 a=0,001

1 12,7 63,7 640
2 4,30 6,97 31,6
3 3,18 5,84 12,9
4 2,78 4,60 8,61
5 2,57 4,03 6,87
10 2,23 3,17 4,59
20 2,09 2,87 3,85
30 2,04 2,76 3,66
o 1,96 2,58 3,29

No caso de se comparar duas medidas, com numeros de dados, médias e desvios padrdo da
média, respectivamente (N, x,,c;,) € (N,,X,,0,,), trabalhar com a variavel aleatoria

X — X,

—l
[ 2 2
O-1m +O_2m

t=

com L=(N;-1)+(N-1) graus de liberdade.

EXERCICIOS

1. Uma fonte radioativa emite radiacbes das seguintes energias: 127, 196, 238, 307 e 507 keV. Mediu-se a
intensidade relativa a transi¢do de 307 keV em cinco espectros. A tabela abaixo resume os resultados em medidas
consecutivas:

E, Espectro A | Espectro B | Espectro C | Espectro D | Espectro E | c 2
127 1,22(11) 1,33(11) 1,46(11) 1,25(11) 1,42(11)

196 0,53(6) 0,57(6) 0,67(6) 0,78(6) 0,80(6)

238 0,73(9) 0,53(9) 0,73(9) 0,96(9) 0,81(9)

507 71(8) 71(7) 58(7) 53(6) 69(6)

Tendo em vista o resultado do teste 2 a hipotese de que estas radiagdes provenham de um Gnico nuclideo é
razoavel?

2. Retome a tabela do exercicio 1 do roteiro 3 E a medida? Escolha 6 linhas da tabela, separe os 60 dados em 20

grupos de 3, determinando para cada grupo X; , O;

BN
a) Em quantos casos o valor verdadeiro x, = 10,0 esta no intervalo [Xi “Op Xt o, J? Compare

com o esperado pela tabela da integral da fdp da estatistica “t” de Student’s no roteiro anterior.
b) Calcule o desvio-padrao efetivo para os grupos de dados, utilizando-se da tabela do livro. Determine

a fragdo de grupos em que X, esta no intervalo |_Yi "0 o, X to m, J

3. Com o0s mesmos grupos de dados do exercicio anterior, determine a fragdo deles para 0s quais
X -20 m, <Xy <X; +20 mi.Se usarmos 4,50, (=tu 0, ), 0 que ocorreria? Verifique e explique!
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4. Mostre que o desvio-padrao do desvio-padréo é
o

RO

o,=~070 .,

gue pode ser aproximado, para N grande, por

onde o € 0 desvio-padréo da média.

Algarismos Significativos

5. Dado o conjunto de observacdes da intensidade de muons por segundo num grande detetor de raios cosmicos:
{8,8;74;10,4;9,9; 10,0 }ems™.
a) calcule X,0,0 m €O . (use o resultado do exercicio 4 para o ).

b) Mostre, em funcéo dos valores obtidos, que vocé deve considerar apenas uma casa depois da virgula
na representacdo decimal de X .
¢) Calcule a probabilidade do valor verdadeiro estar no intervalo l)_(i -0 X to J
1 1

d) Calcule os intervalos de confianca de 68,3 % e 95,5 % de probabilidade de conterem o valor
verdadeiro da grandeza.

6. Os dados da tabela do exercicio 1 do roteiro 3 correspondem a uma gaussiana de média 10 e desvio-padréo
1,5.

a) Se vocé toma 3 dados, com quantas casas vocé deve representar X ? E com 20 dados? E com 200
dados?

b) Quantos dados precisariam ser tomados para que houvessem 3 algarismos significativos apés a
virgula na representacéo decimal de X ?

7. Numa medida de absor¢do de radiagéo pela matéria, um experimentador observou a razdo entre a intensidade
da radiacdo absorvida por uma placa de Pb de espessura x e a intensidade incidente, que segue a lei

R=1-¢e* com p = constante.
grafico representa os dados experimentais obtidos em duas medidas independentes mas realizadas sob as mesmas
condicBes, a primeira delas representada pelo simbolo x e a segunda pelo simbolo 0. A tabela d& os valores
obtidos em cada uma dessas medidas. A variavel independente x tem desvio-padrdo desprezivel.

Tabela 10.3 — Absorcéo (R) vs espessura (X)

X (cm) 1* medida 2% medida
1 0,15 0,32
2 0,50 0,45
3 0,27 0,30
4 0,59 0,29
5 0,61 0,72
6 0,61 0,58
7 0,50 0,82
8 0,72 0,68
9 1,13 0,95
10 0,91 0,71
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a) Mostre que, com dois dados,
o= ZN:(y -y)? =1(y -Y,)?

b) Considerando os dois dados independentes de R para um mesmo valor de X;, estime o desvio-padréo
dos 2 dados obtidos para cada x; (ndo é pedido o desvio-padrdo da média!)

Considere agora gue o instrumento havia sido ajustado de maneira que or = 0,15 para qualquer Xx.

¢) Os valores obtidos para cg no item b ignorando o fato acima sdo compativeis com or = 0,15 para
qualquer x? Justifique e comente qualquer resultado sistematico de subestimacgdo ou superestimacdo de og no
item b.

d) O experimentador obteve, através de um ajuste pelo método dos minimos quadrados, a curva
representada no grafico. Em vista do resultado do ajuste e do resultado do item b, teve vontade de descartar o
resultado da 2* medida para x = 4 e o da 1% medida para x = 7. Vocé acha que ele deve descartar algum desses
dados, ou ambos? Se vocé acha que sim, explique porque, se acha que ndo explique porque o (s) dado (s) é (sdo)
estatisticamente plausivel (plausiveis)?
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11. Ajuste de funcgdes nao lineares nos parametros

a) Introducéo

Suponha uma medida {(x;y;,c;)}, com i=1, 2, ..., N, onde é o valor da variavel
dependente observada com desvio padrdo o; e X; € 0 valor da variavel independente. A relagdo

entre y e x é dada pela funcdo g(x; a), onde a representa 0 conjunto dos m parametros
desconhecidos, de maneira que

Yi =9(x;a0) + &
onde a, € o valor verdadeiro de a (desconhecido!) e & é o erro estatistico na observagao de ;.

O método dos minimos quadrados estima @ como o vetor que minimiza a fungéo

O

o Z[yi - g(;q;a)] |

Se a fdp de y for gaussiana, este procedimento corresponde a maximizar a probabilidade de
que os g(x; a) descrevam 0s ;.

Se g(x; a) nado for linear em a, as equacoes

R g

ndo conduzem a um sistema linear de equacdes em a,. Pelo contrario, estas equagdes séo

dificeis de resolver, embora possam dar solugdes relativamente simples em casos particulares
(veja o exemplo do Ex. 2).

Um procedimento possivel consiste em calcular numericamente Q = Q(a) para
diversos a e ir “cercando” o minimo. E o equivalente a tragar superficies ("curvas") de nivel
de Q no hiperespaco de m dimensGes, para identificar o(s) minimo(s) de Q(a). Este método é
trabalhoso e mostra-se inviavel com muita frequéncia.

Ha dois procedimentos iterativos, mais diretos, para se abreviar a localizagdo do
minimo de Q.

i) O primeiro corresponde a escolher, a partir de uma estimativa inicial a' de a, a trajetoria
de maior variacdo (neste caso, interessa o decréscimo mais ingreme) de Q no hiper-espago
dos a,. Calcula-se o gradiente de Q em a', passa-se a nova estimativa

Vo,
vQ

a''=a'

onde o sinal indica o sentido da diminuicdo de Q e h= |Aa| € 0 mddulo da variacao de a.
Esta expressao, escrita para cada parametro, torna-se
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aQ

0,

5(2)

1=1

h,

na qual esta evidente que o incremento em a’, SO depende da componente k do vetor

unitéario na direcdo e sentido do gradiente. Em aplica¢Ges sucessivas, pode-se chegar a um
minimo. No entanto, a principal limitacdo deste método é que na proximidade do minimo a
convergéncia é dificultada, uma vez que esta "aproximacgdo linearizada" ndo admite
minimo.

YQ_
Ival

Figura 1. Figura ilustrativa dos dois métodos de procura do Qpinimo-

i) O segundo procedimento envolve uma expansdo de segunda ordem na hiper-superficie de
Q. E como se Q(a) fosse aproximada por um "paraboldide"”,

Q@)= Q@) + i[@Aakj%ii( 0°Q AakAa,j,

oa,

com

do qual se localizasse 0 minimo. Este método tem formalmente a estrutura do célculo dos
minimos quadrados para fungdes lineares nos parametros Aa, =a, —a', , de modo que,

para esta aproximacdo, ha uma solucéo analitica. Deve-se também repetir sucessivamente
este calculo até se obter convergéncia. A principal desvantagem aparece quando a
estimativa inicial a' estiver suficientemente longe do minimo e a curvatura da
hipersuperficie Q(a) for negativa, de maneira que se encontrara a' que maximiza Q ao
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invés de minimizar. N&o obstante, se se partir de uma razoavel estimativa de a, este método
é rapido e também preciso.

b) Método iterativo de Gauss

Este método é praticamente equivalente ao de aproximar Q(a) por um "paraboloide”.
Trata-se de aproximar a funcdo g por sua expansao em primeira ordem, em torno de uma
estimativa a' de a,
o 0g(x;a) ,
g(x;a) = g(x;a )+ZT(ak —ay),
k=1

k

onde

og(x;a) _ ag(x;2)
oa', oa, |

a
sendo a aproximacao tanto melhor quanto mais a' estiver vizinho de a.

Encontrar o minimo de Q, em funcgdo da diferenca Aa, =a, —a', , recai na solugéo
de um sistema linear em Aa,, pois

Q _dQ
o(sa,)  aa,
O minimo de Q ¢é calculado resolvendo-se a equacgao
D=M-:Aa
que tem como solucao
Aa=M".D,

onde o vetor D é dado por
o 0d(X5a
1Y - g O
Dk:z 2 —,

i1 Oj

e a matriz M, por
ag(x;;a) og(x;a)
N, oa’ oa'
My = Z ‘ —,

2
i=1 Oj

Esta ndo é, necessariamente, a solucdo do problema porque desprezamos os termos de ordem
mais alta na série de Taylor de g. D4, provavelmente, melhor aproximacdo dos parametros,
isto €, 0s novos parametros, a''=a'+Aa, devem estar mais proximos de @ que a'.

Repetindo-se o processo, substituindo-se a' por a'*, chega-se mais proximo de a; e a
nossa expectativa € de que, apés diversas tentativas, possa se obter o vetor Aa com todas as
componentes nulas, mostrando a identificagdo de um minimo.
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A estimativa a corresponde aos valores da uUltima iteracdo e pode-se mostrar que a
matriz de covariancia dos pardmetros é a matriz M, como no caso da regresséo linear.

¢) O método de Gauss-Marquardt

Este método reune as qualidades dos métodos do gradiente e iterativo de Gauss.
Procede-se como no método de Gauss, mas os elementos diagonais de M sdo multiplicados
por um fator f = (1 + 1) com A positivo, ou seja,

lel =1+ 10y) - My,.

Com este fator A controla-se o carater da aproximacéo. De fato, se A for grande, a matriz M* é
praticamente diagonal, forcando a procura do minimo de Q numa dire¢do proxima a do
gradiente, e se A for zero, recai-se no método de Gauss, mais adequado j& na vizinhanga do
minimo procurado.

Comeca-se calculando
Aa=(M*)"1.D,

com A pequeno, digamos, 10°. Se Aa calculado com M* leva a um aumento de Q, aumenta-se
A tipicamente de um fator 10 e recalcula-se Aa. Enquanto Q calculado com a nova estimativa
de a ndo diminuir, continua-se aumentando A. Uma vez obtida uma estimativa de a que
reduza Q, a matriz M* e o vetor D sdo recalculados considerando essa nova estimativa e um 1
menor (tipicamente por um fator 10) e o processo todo é repetido até que fique claro que se
chegou ao minimo de Q. O valor de a da ultima iteracdo é a estimativa de @ e a matriz de
covariancia dos @, é ( M°)?, calculada com A =0.

Este método é bastante tolerante em relacdo as mas estimativas, porém se nas
primeiras iteracdes chega-se a A4 >10, as chances de alcancar-se um minimo de Q sdo
pequenas e 0 processo iterativo provavelmente divergira.

d) Ainda o Teste de y>

Como podemos testar o ajuste efetuado particularmente se

i) houver duas funcGes g(x;a) e h(x;b) possiveis;

i) Q tem mais de um minimo, o que quase sempre acontece quando g(x;a) ndo é linear em a.

Procede-se ao Teste de Xz com um nivel de significancia adequado e, se for o caso, descarta-se
a escolha rejeitada. Se ambas forem aceitas estatisticamente, o critério devera ser com
argumentos fisicos.

EXERCICIOS

1. a) Ajuste os pardmetros A e A da expressao
y=Ae™*

considerando os dados da tabela 11.1 abaixo, usando o artificio de linearizar a expressao.
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TABELA 11.1
t(s) y
2 89 (9)
4 65 (8)
6 63 (8)
8 44 (7)
10 38 (6)
12 28 (5)
14 30 (5)

b) Ajuste a expressdo sem linearizar a equagdo, usando o método de Gauss.

¢) Calcule %2 Quantos graus de liberdade tem este ajuste? E razoavel o valor obtido para x*? (Discuta

gualitativamente).

2. Se a fungdo g(t, A, o) é linear em A mas nfo em , é possivel achar-se uma equagéo da forma F (0-3) =0

(independente de A) onde @ é aestimativa do método dos minimos quadrados. Considerando a funcéo
gt A o= Asenaot

e que mede-se { (t;, yi, ci ) } comy; estimando g(t;):

a) Calcule
2Q_ 2Q , , o
—e— onde Q é a soma dos quadrados dos residuos ponderados pelas variancias.
A 0w

b) Igualando essas derivadas a zero no ponto A, @ , elimine /Z\ e obtenha uma expressdo do tipo
F(@)=0.
Obs.: Esse método pode ser interessante por ndo ser interativo, embora quase certamente a solucdo de
F (@) = 0 deva ser obtida numericamente de forma interativa.
Porém, além de haverem bons programas para resolver F (&3) =0, os problemas de convergéncia encontrados

na solugdo dessa equacdo costumam ser menores. Além disso é possivel fazer um gréfico de F (@) em toda a

regido de interesse fisico e localizar todas as solugdes, 0 que e sempre duvidoso no método de Gauss.

3. Suponha que mediu-se a variavel dependente y; para diversos valores da coordenada independente x;, onde a

relacdo entrey e x é
y=9(x a);
a simbolizando o conjunto dos m parametros a,
g(x @) =a, e* cos(ast +a,).
Supondo que os dados experimentais obtidos sdo afetados de um erro experimental &,

Y =9(x;;8°) +¢&
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onde @° corresponde aos valores verdadeiros dos parametros, e a fdp (&) é a gaussiana de media 0 e desvio-
padrao o;, responda:

a) Qual ¢ a fung¢do a minimizar através do método dos quadrados minimos para achar os “melhores”
valores @ dos parametros?

b) Por que é necessario um método interativo para achar 3 ?

c)Vocé poderd calcular as variancias das estimativas ‘ék ? Como? As estimativas ‘ék seréo
independentes estatisticamente?

d) Supondo que vocé consiga determinar @ , os “melhores” valores dos pardmetros, vocé pode testar o

resultado obtido? Como?



