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A função de probabilidade binomial
(re-revisão)

• A distribuição do número de ocorrências, 𝑛, em 𝑁 medições independentes 
com probabilidade individual fixa, 𝑝, segue uma binomial:

𝑃𝑁,𝑝 𝑛 =
𝑁!

𝑁 − 𝑛 ! 𝑛!
𝑝𝑛 1 − 𝑝 𝑁−𝑛

• A média do número de ocorrências é 𝑛0 = 𝑁𝑝

𝑛 =  

𝑛=0

𝑁

𝑛
𝑁!

𝑁 − 𝑛 ! 𝑛!
𝑝𝑛 1 − 𝑝 𝑁−𝑛 = 𝑁𝑝

• E o desvio-padrão do número de ocorrências é:

𝜎𝑛 = 𝑁𝑝(1 − 𝑝)



A função de probabilidade de 
Poisson (revisão)

• Probabilidade de ocorrência de 𝑛 sucessos quando o número 
de tentativas, 𝑁, é muito grande, mas a probabilidade de 
sucesso em cada tentativa, 𝑝, é muito baixa:

𝑃𝑎 𝑛 =
𝑎𝑛 𝑒−𝑎

𝑛!

• Corresponde ao caso limite da Binomial com 𝑁 → ∞ e 𝑝 → 0, 
mas com o produto 𝑎 = 𝑁𝑝mantido constante:

𝑃𝑎 𝑛 = lim𝑁→∞
𝑁𝑝=𝑎

𝑁!

𝑁 − 𝑛 ! 𝑛!
𝑝𝑛 1 − 𝑝 𝑁−𝑛



Resultados importantes da Poisson 
(revisão)

• A poisson é normalizada:

 

𝑛=0

∞
𝑎𝑛 𝑒−𝑎

𝑛!
=  

𝑛=0

∞
𝑎𝑛

𝑛!
𝑒−𝑎 = 𝑒𝑎 𝑒−𝑎 = 1

• A média do número de ocorrências é 𝑛0 = 𝑎:

𝑛 =  

𝑛=0

∞

𝑛
𝑎𝑛 𝑒−𝑎

𝑛!
= 𝑎

• E o desvio-padrão do número de ocorrências é:

𝜎𝑛 = 𝑎



A função densidade de probabilidade 
gaussiana

• A função densidade de probabilidade 
gaussiana é dada por:

𝑓 𝑥 =
1

𝜎 2𝜋
𝑒
−
1
2
𝑥−𝑥0
𝜎

2

"...lei em que todos creem. Os experimentais pensam 
que é um teorema matemático e os matemáticos, que 

é um fato experimental.“

(citado em J.-P. Benzécri, Histoire et Prehistoire de l'Analyse des
Données. Paris, Bordas, 1982)



Resultados importantes sobre a 
gaussiana (1)

• Uma mudança de variáveis muito comum é a 
gaussiana padrão que consiste em escrever a gaussiana 
em termos do erro normalizado, z:

𝑧 =
𝑥 − 𝑥0
𝜎

𝑓 𝑧 =
1

2𝜋
𝑒−
1
2𝑧
2

Que é simétrica. Portanto, todos os momentos centrais 
ímpares da gaussiana são nulos.



Resultados importantes sobre a 
gaussiana (2)

• A integral da gaussiana padrão para certos valores notáveis são 
amplamente conhecidos e usados para avaliar resultados 
experimentais. São eles:

a) 𝑃 𝑧 ≤ 1 =  −1
1
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0,683

b) 𝑃 𝑧 ≤ 2 =  −2
2
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0,954

c) 𝑃 𝑧 ≤ 3 =  −3
3
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0,997

Esses resultados são usualmente obtidos de tabelas de integrais da 

gaussiana entre 0 e z: 𝐼 𝑧 =  0
𝑧
𝑓 𝑧 𝑑𝑧

Obs: É comum que programas para análise estatística tenham 
funções que calculam a integral de uma dada função densidade de 

probabilidade entre −∞ e 𝑥:      𝐶 𝑥 =  −∞
𝑥
𝑓 𝑥 𝑑𝑥



O Teorema Central do Limite

• A soma, 𝑆, de variáveis aleatórias 𝑥𝑖, cada uma obedecendo à 
uma função densidade de probabilidade 𝑓𝑖(𝑥) distinta com 
médias 𝑥0𝑖 e variâncias 𝜎𝑖

2 finitas tende a uma gaussiana com 

média 𝑠0 igual à soma das médias e variância 𝜎0
2 igual à soma 

das variâncias quando o número de variáveis 𝑁 tente ao 
infinito:

𝑆 =  

𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖

𝑠0 = 

𝑖=1

𝑁

𝑥0𝑖

𝜎0
2 = 

𝑖=1

𝑁

𝜎𝑖
2



O Teorema Central do Limite (outra 
forma de escrever)

• A variável soma normalizada

𝑆∗ =
𝑆 − 𝑠0
𝜎0

de 𝑁 variáveis aleatórias 𝑥𝑖, que obedecem funções densidade de 
probabilidade 𝑓𝑖(𝑥) com médias 𝑥0𝑖 e variâncias 𝜎𝑖

2 finitas tem a 

seguinte propriedade:

𝑆 =  

𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖

𝑠0 = 

𝑖=1

𝑁

𝑥0𝑖

𝜎0
2 = 

𝑖=1

𝑁

𝜎𝑖
2

lim
𝑁→∞
𝑃(𝑆∗ ≤ 𝑎) =  

−∞

𝑎
1

2𝜋
𝑒−
1
2𝑧
2
𝑑𝑧


