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Lembre-se que a dependéncia temporal € 0
parametrizada por um autovalor da energia, E.

Podemos, entao, escrever a ed. de Schrodinger como:

2
ey vy =Ey
2

2 2
f [18(r261//j+ L a(senﬁawj+ 1 8l//j+Vw=El//

2ulr?ar\ or ) r’send a6 00 ) r’sen’d d¢’

Separacao de variaveils . (, g.¢) = R(+)Y(8, ¢)



Separacdo de variaveis  ¥(r,0,¢) = R(r)Y(6, ¢)
Ao aplicarmos a equacéao de Schrodinger temos:

1 [d(rzdR(r)j}LZerz (E_V(r)):_( 1 i(senan(0’¢)j+ 12 82Y(6;,¢)J 1
R(r)| dr dr h send o6 06 sen‘d  O¢ Y (6, 9)

Essa igualdade entre funcdes de variaveis diferentes so pode valer se

ambas forem iguais a uma mesma constante, que escolheremos como A.
Entao:

2 V4
1 i(rz dR(I’)j+ Zﬂ;’ (E-V())R | =1 Este termo s6
R|dr dr h depende de T,

1 1 0 (Sen Y (6, ¢)j+ 1 0% (0,4)) 5 Este termo s6
2 2 o
Y(O,9)\ send 06 06 sen“d O¢ depende de 6 e ¢



L 1% 1 d . d® e

-5 pre = = sinﬁz{g—sinﬂd—o + A sin%6 ©

2 2
éc(;;) = _m? Assim, % + m2® =0

Posso escrever gue:

A eq. em ¢ € bem conhecida e tem solucfes oscilatérias da forma:

D(p) =™ , COM M positivo ou negativo

Ai aparece uma diferenca fundamental com a particula na caixa 3D: a

variavel ¢ é ciclica e se repete apés o intervalo [0,27].
As autofuncdes devem ser univocas . Entao, para garantir a unicidade da
funcao de onda, temos que impor uma condicéo de periodicidade a

autofuncao: w(2n) =y (0) oque implicaem:

im(2x)

e — e — cos2amtisen2am =1

Portanto os valores de m ficam restritos, uma vez que m tem que ser inteiro.
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Solucdbes: Funcdes de Legendre

As solucdes aceitaveis para ¢ sao
funcOes de Legendre

variam com £ e m @[m ((9)

j+—m2+/13en29:0 X

—sinf— + | A —

®
sen@

m2

sin6

Jo-o

As unicas solucoes finitas e univocas
de ®(6) sao aquelas para as quais a
constante de separacéo A é tal que:

N,=¢(¢+ 1), £=0,1,2,....

¢=012.3.....
m, =—0—(+1,.,-2,-1,01,2,...0 —1,¢



1
£=0 =0 Yoo = |/ —
m 00 .
3 |
=1 m=1 Y,,= —1/ =— sinfe*®
8
0 Y ) 6
m = 10 . Cos
3
m= —1 Y,_, =1 = sinfe "
8
L, N R
= m = 29 3277 sSinve
15 ",
S&o normalizados de m= 1 Yo=—Y| g, sindcosbfe
acordo com a relacao: 5
m =0 Yoo = 1/ —— (3cos?0 — 1)
5 167
1=f Y,,(0,¢)|* dQ 15 .
all Q m= —1 Y,_, = 8—sin00030e—"”
T
com dQ = sinfd0 do 15
m= —2 Y5 5= Y = sin®g ¢~ 2'®



e
Y(0.4)=0,,(0)0,(4)

Sao chamados de harmonicos esféricos

momento angular orbital, associada a R(r), ®(8) e ao modulo de L
nlmero quantico magnético, associado a componente z do momento angular

1. 0sautovalores de L* sdo iguais a #°¢(¢ +1), sendo ¢ um inteirondo negativo

Loy (r.0,6) =1°1(1 + Dy (r, 6, ¢)
2.0sautovalores de L, sdo iguais a #zim, sendo m um inteirotal que : — ¢/ <m </

L,y (r.0,¢) =mny(r,0,9)

Isso mostra que os valores possiveis de L? e de L, sédo discretos
(quantizados), evidenciando a quantizacdo do momento angular e da
componente z do momento angular.

“—‘ :h\/l(l +1) m, =—l—~1+1,...,01,.....1 -1,
L.=mMZ m-ozx1:213..,




Apenas uma das observaveis L,, L, ou L, pode ser determinada com
incerteza nula e a escolhida foi L,. A figura abaixo mostra os valores do

momento angular para o caso ¢ = 1.

Y4

Incerto
Nao confundir com precessao!

Modelo vetorial do atomo
Ilustrando as orientacgoes
possiveis de L no espaco e
os valores possiveis de L,

O vetor momento angular nunca
aponta no sentido do eixo z (a
maior componente possivel
neste eixo € m, que é sempre
menor que o0 modulo do vetor) .

Isto se deve ao principio de
Indeterminacdo do momento
angular, o que diz que é
Impossivel determinar com
precisao absoluta duas
componentes do momento
angular (L, e L,)



Quantizacao da energia

Até agora so tratamos da parte angular, que dependia apenas da simetria do
problema, ou seja, do fato da forca ser central. A dindmica depende da forma

de V(r), e se manifesta na solucéo da parte radial:

2
%di(rzdlz(r)j+2,t;-2r (E-V(r)=4
' ' A,=¢(4+1), £=0,1,2,....

2

=£(f+ 1)]12 = ER.

gue pode ser escrita de forma equi

h? d?
— — —(rR) + |V(r )+
2u dr?

2

= (4 + 1)}(71@) = E(rR).

que é analoga a eq. de Schrodinger em 1D. potencial efetivo:

2

=V(r) +

£(£+ 1
2/(/+ 1)}an=Enfan Verlr) 2pr? ( )

=gt L 4
2ur? & dr (r) + 2ur

{h2da’ A2



R +
2ur dr? dareyr 2ur

sZ(£+ 1)R = ER.

Vamos fazer mudancas de variaveis , introduzindo:
e a energia de Rydberqg:

p h21

E=——Z7En= —
I m, OT' 2“a271
‘ Ze* h2
dre,
Ficando: \x X?R + &&;ﬁ/({% 1)R = — lVWR
g2 204+ 1 A solucao deve tender a
Que leva a: —pR + 2R — ( )R = npR. 0 no infinito e deve
A( ‘)”D P - apresentar zeros. Entéo:
R = ¢~ V/ne i sendo que o polinbmio F deve obedecer a seguinte equacao:

[
' 1

92 do polinémio.




Assim, as fungoes sao definidas por: R, ,=¢ P/"™—=——=<" com p = —.

n

Séao as funcdes denominadas polinbmios de Laguerre

Alguns exemplos de funcOes radiais normalizadas:

n=1 =0 R10=\/_3€—‘°
a
1 P\
n=2 =0 Ry = 2a3(1—-2-)e p/2
1
=1 R, = pe P2
! 2V6a>
2 2 2
= /= R., = 1 — — —p*| e P/3
" ’ o=l 3t 37
8 ¢
/=1 Ry = p(l - —)e_p/3
27V6a> 6
A4
/"_‘2 R32— Qe——p/3




O problema 3D requer, como esperado, o aparecimento de 3 numeros
quanticos. Como vimos, £ e m estdo associados a parte angular da funcéo
de onda e para cada valor de E_, existem 2f + 1 fungdes de onda
diferentes, uma para cada possivel valor de m. Dessa forma, a
degenerescéncia do nivel n, sera: d = n

degenerescéncia

Wnlm(r’ 6,,1) = R, (r)YIm (0, ¢)e—En|t/h

N=11=0m=0  Wip =Rt " estado nao degenerado

n=2,1=0,m=0 Wooo = Ronooe_Ezt/h
e 4 estados degenerados
|=1m=10,-1 Worn = Ry Y€
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+ e e _ Camada N,
ik ;:g 4s i_—_ 4p ;:2 A 16 estados
- n=3 . 3s L8 3p o 3d Camada M, 9 estados
~ =0 ¢ =
e~ i 2 2s 2p Camada L, 4 estados
d = n
ha n? estados distintos
n=123..
0=0123... (n _1) notacao espectroscopica
spdfgh....
m, =—4,...,.+{ Valores de |
012345....
0s niveis de energia do
elétron simples sdo
chamados camadas
KLMN..
L p=1 —29% 1: camadaK, 1 estado com valoresden1234 ...




Atomos com 1 elétron

Parte radial da eq. de Schrédinger, com autovalor de energia E:

h d 2cz’R .

— R = ER
it dr dr

£(4+ 1)

- [V(r) -+ >

pr?

Vamos inicialmente nos concentrar nos casos em que £ = m = 0, o que

nos restringe aos harmonicos esféricos Y, (Que séo constantes): (isto
seria 0 estado fundamental n=1)

2 Caulomb
/e

2 2
_h_ g(d_Rj+d_|§ = R=ER
2u.r\dr) dr° | 4reg

Como a solucéo deve tender a 0, quando r tende a infinito, podemos tentar

uma funcéo que decaia exponencialmente:
h* 2 Ze? R(r) = Ae™7/°
——(R”+—R’) — R = ER.
21 7

dareyr



R(r) = Ae™/° A R A R 15
Temos, entdo, que: a a a’ a’
Substituindo na equagao: S ( 1 2 ) _Ze

2 2u\ a® ar dare,r

(1+2,qu+(2,uZe —3)120 ® 0

a

> n Areh> a)r
Essa igualdade vaI}p/mra qualquerr,

2
2uze” 2\ _ 0 O que fornece um valor para o parametroa: 4 =
dreh®  a

4qe,h?

Ze*u

_ Que € o raio de Bohr:
autovalores da energia:

2
1 + Z'UE —0— E = _h— C Coincide com a
2’ A 2/_@ expresséo de Bohr para o
estado fundamental do H.
E _ hZ (ZeZﬂ)Z _ Zze4ﬂ \/ Zze4ﬂ
2\?2 2 2 -
2,U (472'80;-2 ) (472'80) 2h E,= (47580)22h2n2



u
E=—-—Z°E,, onde E,=

me

2
e” m,
e, | 2h°
Assim, a func&o de onda para o estado fundamental pode ser escrita como:

; [4
usando YOO = e R, = = 4=t

4 1 -~ Bohr.
I Wigo = RipYoo = e_r/awfg —4 g B A
E aenergia: E,, = EPM" = — —Z2%E, Vo
me
podemos verificar a constante de normalizacgao:
. e—-2r/a
f|‘1’100|2d’r = fdﬂf r?dr : dr = r2drsin@d0de = r*drdQ.
0 mTa
47 L0 4 a\3 _
ol r2e=21/a Jp — __32!( _) =1 Ela vai aparecer }
L a 2 bastante!

o0
Lembrando que: f P~/ dy = ) g2t
0



!esumo

A eg. de Schrodinger em coordenadas esféricas

2 2
E B A U2 RS
2u\ reor or resené o6 00 ) r°sen‘d op

Separacao de variaveis: ¥(r,0,9) = R(r)¥(6,9)
2 Y(6,6) =0(0)2(s)
1dd

_ — ,imd o . .
p. Ve =—m° ®(¢)=-¢ , COM M inteiro, positivo ou negativo

Yfm(oa 4)) = @){’m(a)eim(b

m +|m|
(send) '[ d T )
®, ()= cos -1 5es: 3
im(O) 57y d cosa ( Y Solugbes: Funcdes de Legendre

. Sé&o as funcdes denominadas
P = g0 com p = — polindmios de Laguerre
n p a



Harménicos esféricos Funcdes Radiais

[ 1
4m
Table 8.4 The Radial Wavefunctions R,¢(r) of
3 , Hydrogen-like Atoms for n = 1, 2, and 3
/=1 m=1 Y“:_ —sinﬂe"” ' 5 =
T n ¢ Re(r)
3 < Z )3/2
= = 1 0 == 2e~ % 0
m=0 Yio= Ecos0 ooy Bl
A o\ -,
| o T
m= _1 Y _ o 0 __,'4, 2&0 aq
-1~ | g Sinpeé z V2 oz

15 3 0 ( Z )3/22 s 9Q7r £y i(ﬁ)?] i
(=2 m=2 Y= ‘/ 7 Gin2f o2 ) 34y 3a9 27 \ag/) |°
327 )3/2 e zr (1 - _ZL>8_ZT/3“0

6 ay

5

— f——Je— e $ 2
m=1 Yy o sin 6 cos 0« p 5 _) 2l

5 ) o
m=0 Y20=V1—6-—(3cos20—]
T
5 |
m= -1 Y, , =1/ —sinfcosfe
8w
15 ,
m= —2 Y,_y= 32— sin’f ¢~ ¢
7

—
o
o
S SR S
Qo
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Os valores permitidos para 0s numeros quanticos n, ¢,m associados
as variaveis r, 0 e ¢ séo:

n=123.... n>0
1=0123,....,n-1 | <n
m =-1,-1+1,....,01,.....1 -1, m,[ <1

Para qualquer potencial V= V(r) o momento angular é quantizado, e
seus modulos permitidos (autovalores) sao dados por:

‘ L‘ — h,\/l (I -+ 1) 1=0123,.., | € chamado numero quéntico

momento angular

| = mlh A componente z do momento angular
. também é quantizada,

m, =0,+1,+2,43,..., ¢




Diagrama de niveis de energia do H

ndo permitido

n=4 -0,8

4f
n=3 -1,5

n=2 -3,4

n=1 -13,6 letra S p d f g h ..
1 SHARP PRINCIPAL DIFUSE FUNDAMEN
> TAL

Cada transicao representa a mudanca de energia do atomo e deve
ser compensada por emissao (ou absorcéo) e energia de outra forma.
Para conservar o momento angular total (atomo+ foton) em uma
transicao optica, o momento angular do elétron de um estado inicial e
um estado final deve diferenciar de uma unidade isto é:

0 —0|=1
Al =+1



P . -r/a 21
Solugao = R (r) = Ae a relacionado ao raio de Bohr

F— oo
4 Epo = ElBOhr = —miZZEO
Rlo — _Be—r/a .
a —rlay—E2"t/n 2
Yio = e e~ e’ m,
Y, =~ . Eo:£4ﬂ_€j . =13,6eV
Y Vax C100 ’
2 2
Os valores permitidos de E: g - _ Z on __Z 13,269V
n n

O fato da energia do atomo de hidrogénio ndo depender de ¢ esta
de acordo com a teoria classica
] L _ ~ 1
Uma particula que se move — orbita eliptica sob acao de uma F =~ =
nao depende da excentricidade da orbita. A 6rbita de menor
excentricidade (proxima de um circulo) esta associada ao maior
valor do momento angular, enquanto que o de ¢/ pequeno
corresponde a uma Orbita altamente excéntrica.

r



A funcéo para o estado fundamental —rl/a
e _iEBOM /7
Wi = e
V7’
Densidade de probabilidade , e2rla
do atomo no estado fundamental “//100‘ = N

A distancia média entre o elétron e o nucleo é dado pelo valor
esperado: .
<r> — jWnlernlde

-2r/a
e

7z33

para o estado fundamental: ()= j‘l//rtlmr Vumd 7 = Ide r redr
0

n=11=0

00 7z 0 1 3 4
/(; rPe /70 dy = p 7‘0"+1 5 :E <r> _ 472__33|(_j
2 7a 2
) 3
_ Ansyh <r>:§a

a=
o raio de Bohr (a) Ze’ i



A distancia média entre o elétron e o nucleo € dado pelo valor esperado:

<r> = IW:Imr l//nlde

Para o estado estacionario:

1

o, 1 £(6+ 1)
(r) = an {1 + 1L

1

Para o estado fundamental:

n=11=0 <r>:a{1+%}
(r)=>a




Um elétron descrito pela funcdo de onda acima é encontrado com
probabilidade por unidade de volume dada por:

—2r/a
2 €
A “posicdo” do |l//100 | = — 3
e- agora é 7a
diluida no
espaco nao e
mais bem

determinada

do angulo, todo
|I=0 (estado s)
sao
esfericamente
simétricos

 DENSIDADE DE PROBABILIDADE —

«a probabilidade tem simetria esférica
*¢ maxima na origem
 diminui exponencialmente com r

<Y

1
530




Observaveis

Determinacdo de probabilidades: medidas de |[¥(r,6,¢,t)|? num dQ em

torno de uma certa orientacdo 6, em um namero grande de sistemas.
Mas o elemento de volume em coordenadas esféricas é:

dr = r2drsin0dfd = r*drdQ.

L= [ |¥Pdr

Pela condicao de normalizacéo, temos que: espaco
rsinods Portanto:
dr
L= [ |[¥nltdr
/ espaco

], mn .0
0 all




~ Epelapropriedade de normalizagéo dos harmonicos esféricos
-

al

Y, (0,¢)]?dQ com dQ = sinfdldo
19

temos que: i = fooan,(r)|272dr
0
O gue nos permite introduzir uma densidade de probabilidade radial, dada por:

Pn/(’) = ’lenf(’)|2

. . AN . ~ = ~ w
sujeita a condi¢cao de normalizagao: 1= / P,,(r)dr
0

P, € interpretada como a probabilidade da particula ser encontrada em
uma casca esférica de espessura dr a uma distancia r da origem. Notem o
aparecimento do fator r? na defini¢cédo de P,,, que faz com que a densidade
de probabilidade radial tenda a zero quando r o faz. Isso se deve ao fato
de que o volume da casca esférica tende a zero com r2.

P., nos da a densidade de probabilidade radial para qualquer
estado, para o estado s de simetria esférica € o mesmo que 47zr2‘w2‘

Ja que w(r) :(ﬁ)R(r)



A probabilidade de encontrar um elétron em uma casca esférica entre r
e r+dr ——P(r) dr = densidade de probabilidade radial

’S"‘@rdo P(r)dr = R:| ' RnIr2dr

dr

P(r)dr=C? -e*"?r?dr

nl‘
a distancia mais provavel é
igual ao raio de Bohr =a= a,

Notem o aparecimento do fator r? na definigdo
de P(r), que faz com que a densidade de

probabilidade radial tenda a zero quando r o
faz. Isso se deve ao fato de que o volume da
casca esférica tende a zero com r?.




!S!&!OS !XCI !a!os

O primeiro estado excitado, n=2e ¢=0ou 1l
/=0 temos m = 0:

1 A P 1
= e — r — Bohr
o (52 Vo =~ e”z""(l—z—a)efl
1
Yoo —

r H onr
/4r Waoo = Czoo(Z——je”zae'ElB "tih

a
/=1, m=+10,-1:

R . 1 Le—rIZa
21
2+/6a° a
I . __ i Bohr
Y., = E7&'-COSB W =Coo—€ 2% .cos@-e7= "
10 4 2a
3 ig ' _r/2a +ig A —IE2Mt/n
Y=g senee W =C, —€ %% .sen@-e*e™"
- a

Y, , = 1/grr -senée™?



densidade de probabilidade radial: P, (r) = rz(RnI )2

n=2 ¢ =0 P(r) tem dois maximos, o maior
ocorre para distancia um pouco maior gue
a segunda orbita de Bohr (22a,)

aP oo 9e p=r /a
011
<p>
1 N - . S
5 TR
aP;, 5
P

n=2 ¢ =1 o valor de P(r) € maximo
quando a distancia radial = segunda [ . =923
Orbita de Bohr




densidade de probabilidade radial: P, (r) = rz(RnI )2

Para n=3 temos um termo
e-r/na

w —> rquando r—0

para um dado valorden ¥, €
maior nas proximidades da
n=3, |I=0 origem gquando | pequeno

/ <Py
| v 1

p
5

aP3,

n=3, I=1
0.1

: / <p> l
15 "

aP3;

n=3, |=2
0.1




« densidade de carga do elétron
4 dependem do valor de |

Apr,eg,entam s|£netrla Dependem de 6 (cos?6)
esférica f =0 /= 1,m=0

—r/2a —iEE°Mt/n

2 _c.. . .
2S P 2D ¥a0 =Cop oa cos@-e
Dependem de 0
(sen?0) quando

/=1, m=1oum=-1

r - i __ i Bohr,
W =Cpy —€ "' -seng-e*’e ™" t/n
o a

n=72
/=0
m=0

Jew, 3
TR
o =N
= P
T
H — P



Representacao da densidade de probabilidade

2
‘Wnlm‘

n=3 -‘

“"FIguras simétrica em relacdo §um eixo vertical no plano do papel




-9 2200 4 0200 4
=0 z
=0 2
£
4 Z
2210 4 Q210 4

LI

I

Q2 ¢ Qan 4

m=+1,-1
-10 :
< 0505 0 forma de um pneu

Fig. 12.17. Left: Spatial probability density py.. for an electron in the hydrogen atom
shown over a half-plane bounded by the : axis. Different scales in p;s.,, are used in the
three plots. Right: Contour lines gz, = 0.02 in the z, z plane. Numbers are in units of
the Bohr radius.

Fig. 12.18. Surfaces of constant probability density py,, = 0.02 in full z,¥, % space
(right} and in the half-space z > 0 (left).
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Fig. 12.19, Spatial probability density s, for an electron in the hydrogen atom shown Fig. 12.20. Contour lines p3¢ = 0.0002 in the z, z plane. Numbers are in units of the
over a half-plane bounded by the : axis. Different scales in py,,, are used, Bohr radius.



full z,y, z space.

. Surfaces of constant probability density p,,, = 0.0002

Fig. 12.22
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Fig. 12.21. Surfaces of constant probability density ps;..,

z > 0.
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0.00002

Fig. 12.24. Surfaces of constant probability density pser,

ts of the

in pni

Fig.12.23. Contour lines p4s,, = 0.00002 in the z, z plane. Numbers are

Bohr radius.



