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e 0 nucleo de um atomo

Agora é funcao das

Atomo de hidrogénio coordenadasr, 0 e ¢

Coordenadas esféricas: = y(r,6,¢) e
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Relacbes entre coordenadas esféricas

~ e | (r,0,¢) e cartesianas (X,y,z)
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Lembre-se que a dependéncia temporal € 0
parametrizada por um autovalor da energia, E.

Podemos, entao, escrever a ed. de Schrodinger como:

2
ey vy =Ey
2
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f [18(r261//j+ L a(senﬁawj+ 1 8l//j+Vw=El//

2ulr?ar\ or ) r’send a6 00 ) r’sen’d d¢’

Separacao de variaveis Y(r,0,¢) = R(r)Y(6,9)



Separacdo de variaveis  ¥(r,0,¢) = R(r)Y(6, ¢)
Ao aplicarmos a equacao de Schrddinger temos:

1 [d(rzdR(r)j}Lz,uzrz (E_V(r)):_( 1 i(senan(0’¢)j+ 12 azv(ei,qﬁ)J 1
R(r)| dr dr h send 06 06 sen‘d O¢ Y (6, 9)

Essa igualdade entre funcdes de variaveis diferentes so pode valer se

ambas forem iguais a uma mesma constante, que escolheremos como A.
Entao:

2 V4
1 i(rz dR(I’)j+ Zﬂ;’ (E-V())R | =1 Este termo s6
R|dr dr h depende de T,

__1 1 0 (Seng oY (0, ¢)j+ 1 o°Y(0.9) _ , Estetermo so
2 2 o
Y(4,9)\ send 06 ol sen“d O¢ depende de 6 e ¢



A nossa hipotese inicial sera valida se conseguirmos encontrar solucdes para
as equacodes acima, que sao ligadas pela constante A.

Vamos tratar inicialmente da parte angular. Lembrando :

1 b@ (Sengav(e ) 1 /0% (0, ¢)J
Y (0, ¢)(send 9o b Bls
Podemos multiplicar por sen?8 e rearranjar:
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Separacdo de variaveis  Y(8,¢) = 0(6)®(¢)
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-5 pre = = sinﬁz{g—sinﬂd—o + A sin%6 ©

2 2
%(:l;) = —m? Assim, % + m2d =0

Posso escrever gue:

A eq. em ¢ é bem conhecida e tem solugBes oscilatérias da forma:

D(¢p) = ¢m® , COM M positivo ou negativo

Ai aparece uma diferenca fundamental com a particula na caixa 3D: a

variavel ¢ é ciclica e se repete apds o intervalo [0,27].
As autofuncdes devem ser univocas . Entao, para garantir a unicidade da
funcao de onda, temos que impor uma condi¢c&o de periodicidade a

autofungao: w(2n) =y (0) oque implicaem:

im(2x) —_

e e'™ — cos2tmtisen2mm =1

Portanto os valores de m ficam restritos, uma vez que m tem que ser inteiro.
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Novamente a equacéo (1) depende de r e a equacao (2) depende de 6,
logo podemos escrever uma constante de igualdade entre as duas
equacdes como:

%i(rzdR(r)j M E-V()R="T
redr dr re
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—( 1 d en d®(‘9)j m ~6(6) = 10(0)
seng d@ dé send
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Solucdbes: Funcdes de Legendre

As solucdes aceitaveis para ¢ sao
funcOes de Legendre

variam com £ e m ®fm ((9)

j+—m2+/13en29:0 X

—sinf— + | A —

®
sen@

m2

sin6

Jo-o

As unicas solucoes finitas e univocas
de ®(6) sao aquelas para as quais a
constante de separacéo A é tal que:

N,=¢(¢+ 1), £=0,1,2,....

¢=012.3.....
m, =—0—(+1,.,-2,-1,01,2,...0 —1,¢
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e
Y(0.4)=0,,(0)0,(4)

Sao chamados de harmonicos esféricos

momento angular orbital, associada a R(r), ®(8) e ao modulo de L
nlmero quantico magnético, associado a componente z do momento angular

1. 0sautovalores de L* sdo iguais a #°¢(¢ +1), sendo ¢ um inteirono negativo

Loy (r.0,6) =1°1(1 + Dy (r, 6, ¢)
2.0sautovalores de L, sdo iguais a #zim, sendo m um inteirotal que : — ¢/ <m </

L,y (r.0,¢) =mny(r,0,9)

Isso mostra que os valores possiveis de L? e de L, séo discretos
(quantizados), evidenciando a quantizacdo do momento angular e da
componente z do momento angular.

“—‘ :h\/l(l +1) m, =—l—~1+1,...,01,.....1 -1,
L.=mMZ m-ozx1:213..,




Apenas uma das observaveis L,, L, ou L, pode ser determinada com
incerteza nula e a escolhida foi L,. A figura abaixo mostra os valores do

momento angular para o caso ¢ = 1.

Y4

Incerto
Nao confundir com precessao!

Modelo vetorial do atomo
Ilustrando as orientagoes
possiveis de L no espaco e
os valores possiveis de L,

O vetor momento angular nunca
aponta no sentido do eixo z (a
maior componente possivel
neste eixo € m, que é sempre
menor que o0 modulo do vetor) .

Isto se deve ao principio de
Indeterminacdo do momento
angular, o que diz que é
Impossivel determinar com
precisao absoluta duas
componentes do momento
angular (L, e L,)



Quantizacao da energia

Até agora so tratamos da parte angular, que dependia apenas da simetria do
problema, ou seja, do fato da forca ser central. A dindmica depende da forma

de V(r), e se manifesta na solucéo da parte radial:

2
%di(rzdlz(r)j+2,t;-2r (E-V(r)=4
' ' A,=¢(¢+1), £=0,1,2,....

2

(4 + 1)]12 = ER.

2ur?

2

_ __d_ rR) + [V(r) + (4 + 1)}(71@) = E(rR).

dr? 2ur?

que € analoga a eq. de Schrodinger em 1D. potencial efetivo:

2

I/::ff(’) = V(’) + /(/+ 1)

2ur?



Portanto as solugGes rR(r) para um potencial V«(r) devem apresentar as
mesmas propriedades que as y(X) para um potencial V(X).
Cuidados necessarios: X varia em [—o0, co] em 1D,

enquanto r varia em [0, ] em 3D.

Como no caso em X, a ed. de Schrodinger deve apresentar uma familia de
solucOes apropriadas, correspondendo a um conjunto de energias permitidas.
Uma solucdo com energia E seréa aceitavel se houver uma funcao R(r) que
seja continua, univoca e finita no intervalo [0, o].

A dependéncia explicita de V. com £ € importante, pois mostra que a forma da
eq. diferencial muda com a escolha de 7.

2

Ver (1) = V(1) + 5—¢(£+ 1)

2ur?
Isso mostra que cada £ deve ter uma seqiiéncia de solucées para E e R(r) e
gue elas devem depender de um par de indices, correspondentes a dois
numeros quanticos: R,(r) e E,



#od,d 72
= —r2— 4
omia o TV 2ur?

Assim, as solucdes estacionarias devem apresentar a seguinte estrutura:

\I’n{m(r> 03 (Pa t) = Rnf(r)Y{m(H) (I))e_iE"ﬂ/h.
R,, (r) funcOes radiais e E, autovalores de energia

Z(Z‘F 1)}an’= E R, ,

E podemos notar que 0 nosso problema 3D requer, como esperado, o
aparecimento de 3 nimeros quanticos Comn vimns £ e m estan associados

_ 2\2 _ 32
a parte anaqular da funcao de onda: WA, = 0 (£+ 1)Y,,

h 0 : _ :
-—v,, =m¥ b EYdeve ter paridade bem definida, pois deve obedecer:

: d¢
4 ~

¥.,n = (—=1)"¥,,, natransformagéo (x, y, z) - (—x, —p, —z). E, finalmente:

d
ihg;\lrn{’m = En{’\I,n/m
e podemos assumir que n indica os niveis de energia para um dado ¢, de tal
forma que as energias cresgcam com N, como no caso 1D. Sabemos que a
energia de um estado aumenta com o niumero de nos da funcao. Isso deve
também ser verdade para rR(r), pois satisfazem egs. analogas. Assim, n

deve ser um numero quantico dos nos radiais, indicando o numero de nos na
funcao rR(r).



Entdao podemos tirar uma primeira conclusao a respeito do problema de
forcas centrais:

devem existir funcbes de onda que sejam autofuncoes simultaneas da
energia, do quadrado do momento angular e de sua componente Z.

Isso significa que podemos determinar essas 3 quantidades ao mesmo
tempo.

Devemos também notar que o numero quantico m nao aparece como indice
da energia quantizada. I1sso € assim porque ele ndo aparece na equacao
diferencial e portanto as solucdes correspondentes nao podem depender dele.

Isso indica a existéncia de uma degenerescéncia, uma vez que E_,nao
depende de m. Para cada valor de E_, existem 2¢ + 1 funcGes de onda
diferentes, uma para cada possivel valor de m.

Essa degenerescéncia € mais uma consequéncia da simetria rotacional da
forca central. A forca ndo prové uma direcao natural para a escolha do eixo z,
e, portanto, observaveis como a energia nao podem depender de m, o nimero
guantico associado a essa escolha.



O problema 3D requer, como esperado, o aparecimento de 3 numeros
quanticos. Como vimos, £ e m estdo associados a parte angular da funcéo
de onda e para cada valor de E_, existem 2f + 1 fungdes de onda
diferentes, uma para cada possivel valor de m. Dessa forma, a
degenerescéncia do nivel n, sera: d = n

degenerescéncia

Wnlm(r’ 6,,1) = R, (r)YIm (0, ¢)e—En|t/h

N=11=0m=0  Wip =Rt " estado nao degenerado

n=2,1=0,m=0 Wooo = Ronooe_Ezt/h
e 4 estados degenerados
|=1m=10,-1 Worn = Ry Y€
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+ e e _ Camada N,
ik ;:g 4s i_—_ 4p ;:2 A 16 estados
- n=3 . 3s L8 3p o 3d Camada M, 9 estados
~ =0 ¢ =
e~ i 2 2s 2p Camada L, 4 estados
d = n
ha n? estados distintos
n=123..
0=0123... (n _1) notacao espectroscopica
spdfgh....
m, =—4,...,.+{ Valores de |
012345....
0s niveis de energia do
elétron simples sdo
chamados camadas
KLMN..
L p=1 —29% 1: camadaK, 1 estado com valoresden1234 ...




R +
2ur dr? dareyr 2ur

sZ(£+ 1)R = ER.

Vamos fazer mudancas de variaveis , introduzindo:
e a energia de Rydberqg:

p h21

E=——Z7En= —
I m, OT' 2“a271
‘ Ze* h2
dre,
Ficando: \x X?R + &&;ﬁ/({% 1)R = — lVWR
g2 204+ 1 A solucao deve tender a
Que leva a: —pR + 2R — ( )R = gpR. O noinfinito e deve
A( ‘)”D P - apresentar zeros. Entao:
R = ¢~ V/ne i sendo que o polinbmio F deve obedecer a seguinte equacao:

[
' 1

92 do polinémio.




Assim, as fungoes sao definidas por: R, ,=¢ P/"™—=—=<" com p = —.

n

Séao as funcdes denominadas polinbmios de Laguerre

Alguns exemplos de funcOes radiais normalizadas:

n=1 =0 R10=\/_3€—‘°
a
1 P\
n=2 =0 Ry = 2a3(1—-2-)e p/2
1
=1 R, = pe P2
! 2V6a>
2 2 2
= /= R., = 1 — — —p*| e P/3
" ’ o=l 3t 37
8 ¢
/=1 Ry = p(l - —)e_p/3
27V6a> 6
A4
/"_‘2 R32— Qe——p/3




