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8. Pérticos triarticulados

8.1 Intfrodugco

Considerem-se as estruturas indicadas na Figura 8.1. Embora elas tenham a mesma forma
© 0 mesmo carregamento, possuem comportamentos estruturais bastante distintos, em
deconéncia de suas diferentes condi¢des de apoio. A estrutura da Figura 8.1 () tem
como apoios uma articulagdo fixa e uma articulagdo mével; a da Figura 8.1 (b), duas
articulagdes fixas, indicadas por pequenos circulos, como usualmente se representam as

articulagoes fixas deste tipo de estrutura.

lP ' lP
A B C A B C e
a
e AW P < it
D s E D E
y a2  a?2 v s a2 y a2 v
A 1 | A A
@ _ ©)
Figura 8.1

E muito facil verificar que a estrutura dq Figura 8.1 (o) é isostatica, e que se tiver qualquer
um de seus vinculos retirado se fomard hipostdtica. As reagdes de apoio e o diagrama de
momentos fletores desta estrutura estdo indicados na Figura 8.2, em que também se

mostra a sua deformada.
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Figura 8.2
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A deformada da estrutura estd diretamente ligada ao diagrama de momentos fletores,
pois estando uma barra solicitada por momentos fletores, ela se encurvard, isto &, ficarg
fletida, e sua concavidade serd voltada para a regido comprimida da barra, j& que suas
fibras longitudinals aumentam de comprimento no lado tracionado e diminuem de
comprimento no lado comprimido, sendo exatamente estes alongamentos e
encurtamentos que levam a barra a se encurvar.

No caso da estrutura da Figura 8.1 (a), verifica-se pelo diagrama de momentos fletores
da Figura 8.2 (¢) que os montantes AD e CE permanecem retos, j@ que neles nGdo ha
momentos fletores, © que a trave AC se encurva com concavidade voltada para cima,
por estar solicitada por momentos fletores que tracionam a face inferior e comprimem a
face superior. Como o encurvamento desta trave leva as suas segdes fransversais de
extremidade A e C a apresentarem rotagdo, os montantes deixam de ser verticais,
inclinando-se, e o apoio articulado mével E move-se para a direita.

Observa-se que, embora os montantes tenham se inclinado e a trave superior da estrutura
tenha se encurvado, as baras da estrutura, que eram orfogonais entre si antes da
aplicagdo da forga P, continuam ortogonais entre si na estrutura deformada. Na Figura
8.3 (a) apresenta-se um detalhe do né A da estrutura indeformada, e na Figura 8.3 (b), um
detalhe do né A’ da estrutura deformada, verificando-se que as tangentes aos eixos das
barras de ambas as estruturas sGo ortogonais no no.
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Figura 8.3

E conveniente repetir aqui uma observagdo que ja fol sido feita na Nota 5.8 do Capitulo 5:
na deteminagdo dos esforgos solicitantes desta estrutura, considerou-se a sua
configuragdo indeformada, isto &, a configuracdo que ela possuia antes da aplicagdo da
forca P. E muito f&cil verlficar pela Figura 8.2 () que, se se considerar a estrutura na
configuragcdo deformada, os seus esforgos solicitantes serdo outros e que haverd
momento fletor nos montantes, que n&o ficardo mais retos, encurvando-se. Como ja se
comentou no Capitulo 5, o0 modelo de cdlculo que se estd adotando, em que se
despreza a deformagdo da estrutura na determinagéo dos esforgos solicitantes, s6
poderd ser empregado quando os esforgos solicitantes obtidos com a consideragcdo da
configuragdo indeformada forem muito préximos daqueles obtidos com a consideracdo
da deformagdo da estrutura.,

Dd-se o nome de efeitos de primeira ordem aqueles decorrentes dos esforgos solicitantes
obtidos considerando-se a estrutura indeformada e de efeitos de segunda ordem 0s
efeitos adicionais decorrentes da consideragdo da deformagdo da estrutura. E claro que
o modelo que leva em conta a deformagdo da estrutura representa melhor a estrutura
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real. Ele &, entretanto, muitissimo mais complexo que o modelo mais simples, pois nele os
momentos fletores dependerdo da deformagdo da estrutura, que, por sua vez
dependerd dos momentos fletores. Esta interdependéncia entre os momentos fletores e a
deformagdo da estrutura levard a ter-se que integrar uma equagdo diferencial para obtfer
o diagrama de momentos fletores, em suma, a um modelo muitissimo mais complexo
para a estrutura. Por esta razdo, quando os efeitos de segunda ordem forem muito
menores que os de primeira ordem, a estrutura ficard muito bem representada pelo
modelo simples em que se considera a configuragdo indeformada para determinar os
esforgos solicitantes. Quando os efeitos de segunda ordem ndo forem despreziveis, como,
por exemplo, no caso dos pilares esbeltos - pilares longos com pequenas segdes
transversais -, serd necessdrio utilizar a configuragdo deformada na obtengdo dos
esforgos solicitantes. Este modelo mais complexo serd visto mais adiante no curso, quando
se estudarem a flexdo composta das barras esbeltas e a estabilidade do equilibrio.

E mais uma vez importante lembrar que o principio de superposi¢ao dos efeitos s6 & vdlido
quando se usa o modelo em que se utiliza a configuragdo indeformada da estrutura para
obter os esforgos solicitantes, ndo podendo ser aplicado quando os efeitos de segunda
ordem sdo levados em consideragdo.

Examinando agora a estrufura da Figura 8.1 (b). ndo é dificil perceber que ela &
hiperestdtica: se, por exemplo, o apoio fixo da direita for transformado em uma
articulagdo mével que permita 0 movimento horizontal do ponto E, a esirutura da Figura
8.1 (b) ficard exatamente igual & estrutura da Figura 8.1 (a). que, como se acaba de ver,
é isostatica. Como nenhum outro vinculo poderd ser retirado sem que ela venha a poder
apresentar movimento de corpo rigido, a estrutura da Figura 8.1 (o) possui grau de
hiperestaticidade igual a um, ou, como normalmente se diz, & uma vez hiperestatica.

Na Figura 8.4 mostram-se as reagdes que os apoios podem introduzir na estrutura da
Figura 8.1 (b). Pode-se imediatamente perceber que as equagdes de equilibrio ndo sdo
suficientes para a determinagdo das reagdes de apoio, ja que se tem quatro reagdes de
apoio a determinar e sé rés equagdes de equilibrio linearmente independentes. O fato
de se ter um maior nimero de reagdes de apoio que de equagdes de equilibrio decorre
do fato de a estrutura ser hiperestatica, e o fato de se ter uma reacdo de apoio a mais
que o ndmero de equagdes de equilibrio decorre do fato de a estrutura ser uma vez
hiperestdatica.
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Apesar de as reagdes de apoio horizontais ndo poderem ser determinadas pelas
equagdes de equilibrio, as reagdes verticais podem sé-lo, como se mostra a seguir:

Y x=0 X, +X;=0 ®@.1)
d.r=0 Y,—P+Y,=0 ®©2
a P
Y M,=0 —P-Z+Ypra=0 = Yy == ®.3)

P
Da equagdo (8.2), obtém-se que b /5 =E' Como ja era de se esperar, em decorréncia da

simetria da estrutura e do seu carregamento, as duas reagdes verticais da estrutura sGo
-iguais.

As reagdes horizontais, como se havia mencionado, ndo podem ser determinadas, pois
na equagdo (8.1) tem-se duas incognitas. A informagdo que pode-se obter desta
equagdo é que as reagdes horizontais da estrutura sdo iguals em intensidade e opostas
em sentido, o que estd de acordo com a simetria da estrutura e do carregamento.

Ha vdrias formas de se determinar as reacoes horizontais desta estrutura, e aqui sera
apresentada uma destas altemnativas, que é muito simples e de slgnlficado fisico muito
claro.

Comentou-se acima que a estrufura da Figura 8.1 (b) tornar-se-a isostatica se a
articulagdo fixa em E fosse transformada em uma articulagdo mével. E o que se faz na
Figura 8.5 (a). verificando-se que a estrutura ficou exatamente igual & estrutura-isostatica
da Figura 8.1 (a), cuja deformada, j& mostrada na Figura 8.2 (c)., é reapresentada na
Figura 8.5 (b). Imagine-se agora que uma forga horizontal X seja aplicada no ponto E’ da
estrutura da Figura 8.5 (b), como mostrado na Figura 8.5 (©). Sob a agdo desta forga, o
apoio mével se deslocard para a esquerda, e para cada valor de X apresentard um
diferente deslocamento. Existe um particular valor Hda forga X que fard com que o
ponto E' volte para posicdo original do ponto E, isto &, que anularG o deslocamento
horizontal decorrente da liberagdo do impedimento ao movimento horizontal do ponto E.
Comparando agora as Figuras 8.4 e 8.5 (c). verifica-se que a reagdo horizontal X g da

estrutura da Figura 8.4, que impede que o ponto E apresente deslocamento horizontal,
deve ser igual & forga H que impede que o ponto E da estrutura da Figura 8.5 (¢) tenha
deslocamento horizontal, j& que se trata de duas estruturas com a mesma forma eo
mesmo camegamento e seus apolos apresentam os mesmos deslocamentos. A diferenca
entre elas & que, no caso da estrutura da Figura 8.4, a forga horizontal 6 um esforco
externo reativo introduzido pelo apoio, e, no caso da estrutura da Figura 8.5 (c), ela é um
esforco externo ativo aplicado na extremidade inferior do montante CE. Estas duas forgas,
entretanto, por produzirem exatamente os mesmos efeitos, s&o iguais. Em outras palavras,
de forma bem informal, pode-se dizer que a estrutura ndo distingue a situagao da Figura
8.4, em que a forga horizontal & aplicada pelo apoio, da sifuagdo da Figura 8.5 (c), em
que a forga horizontal é uma forga externa ativa aplicada na base do montante. Em
ambos os casos, forgas horizontais aplicadas no mesmo ponto levam o ponto E a ndo se
deslocar, logo as duas forgas sao iguais.
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Figura 8.5

A reacdo horizontal em E pode ent@o ser obtida fransformando a estrutura em isostdtica e
determinando o esforgo que deve ser aplicado na estrutura isostatica para anular o
deslocamento decorrente da liberagdo da estrutura,

A forgca H recebe 0 nome de empuxo, e para sua determinagdo é necessario levar em
conta as caracteristicas de deformabilidade do material da estrutura e as caracteristicas
geométricas da estrutura. Por estar fora do escopo desta disciplina, a determinagdo do
empuxo H ndo serd aqui apresentada e serd feita mais adiante no curso.

Deve-se observar que a existéncia de um empuxo horizontal orientado para o interior da
estrutura j& era de se esperar, pois, sob a agdo da forga P, a tendéncia da estrutura é de
abiir-se, sendo entdo necessdrio que os apoios infroduzam esforgos que impegam a
abertura suaq, isto &, forcas horizontais orientadas para o seu interior.

Na Figura 8.6 apresentam-se as reacdes de apoio da estrutura da Figura 8.1 (©). o seu
diagrama de momentos fletores e a sua deformada.
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Figura 8.6
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A estutura da Figura 8.1 (a) recebe o nome de viga poligonal e a da Figura 8.1 (b), o
nome de pdrtico blarticulado. O que caracteriza a estrutura da Figura 8.1 (b) como sendo
um pdrtico é o fato de os seus apoios ndo poderem apresentar deslocamento horizontal,
O que, como ja se observou, leva ao aparecimento dos empuxos horizontais. O apolo
direito da viga poligonal ndo impede o seu deslocamento horizontal, e ndo surgem
reagdes horizontals na estrutura.

Pérticos blarticulados como o da Figura 8.1 (b), porticos triarticulados como o da Figura
8.7 (a) e pérticos biengastados como o da Figura 8.7 (b) sGo muito utilizados como
estruturas de galpdes.
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Figura 8.7

O que caracteriza estas trés estruturas como porticos é o fato de seus apoios ndo
poderem apresentar deslocamento horizontal, o que os leva a infroduzirem empuxos
horizontais nestas trés estruturas.

Os pérticos biarticulados, como se verificou, sGo estruturas uma vez hiperestaticas, e os
biengastados scio trés vezes hiperest@ticos, como se pode facilmente constatar. J& os
porticos triarticulados, objetos deste Capitulo, sGo isostaticos, pois a retirada de qualquer
um de seus vinculos leva-os a poderem apresentar movimento de corpo rigido. Caso, por
exemplo, a articulagdo fixa do apoio E do portico da Figura 8.7 (d) seja transformada em
articulag@o maével, este apoio ird se deslocar para a direita, e a estrutura sé ird parar
quando encostar no chd@o, como mostrado na Figura 8.8. As duas partes do pdrtico
mantiveram sua forma original, suas barras tendo permanecido retas: a parte esquerda
do pdrtico girou em tomo do apoio esquerdo, e a parte direita apresentou translagdo
horizontal e rotagéo em tomo do apolo direito, todos movimentos de corpo rigido.

A c’
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Figura 8.8
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Estruturas isostaticas e estruturas hiperestaticas apresentam comportamentos estruturais
bastante distintos, que merecem ser examinados com algum detalhe.

Na andlise que acaba de ser feita do comportamento do pértico biarticulado da Figura
8.1 (b) e da técnica apresentada para determinar seu empuxo, imaginou-se que seus
apoios ndo apresentassem deslocamentos horizontais.

No caso de um pértico real, entretanfo, os apoios sempre apresenfardo um
deslocamento horizontal, mesmo que pequeno, como se pode constatar ao examinar o
pértico da Figura 8.9, apolado em blocos de estacas. Os apoios infroduzem um empuxo
no pdrtico (Figura 8.9 (a)), que, por sua vez, infroduz esforgos iguais e confrarios nos
blocos, como se mostra na Figura 8.9 (b). Sob a agdo destes esforgos, 0s apoios sempre
irdo apresentar um movimento horizontal, jG@ que tanto as estacas como o solo sdo
deformaveis. Observacdes semelhantes se aplicam as cargas verticais, que levardo os
blocos a fambém apresentar destocamentos verticais.
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Figura 8.9
Estes deslocamentos dos apoios Introduzem esfor¢os na estrutura?

Embora a forca vertical P aplicada no pértico leve os blocos a apresentarem tanto
deslocamentos horizontais como verticais, os efeltos destes deslocamentos podem ser
estudados separadamente, e, para responder & pergunta que acaba de ser formulada,
para simplificar a andlise serd@ examinado apenas o efeito dos deslocamentos horizonfais
sobre o pdrtico.
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Na Figura 8.10 (@) mostra-se a deformada do pértico biarticulado da Figura 8.9,
decorrente dos deslocamentos horizontais dos seus apoios, tendo-se omitido o desenho
dos blocos para tomar a figura mais simples. Observa-se que as barras do pdrtico
deixaram de ser retas, encurvando-se, o que indica que nelas atuam momentos fletores; o
aspecto do diagrama de momentos fletores deste pdrtico € apresentado na Figura 8.10
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Figura 8.10

Verifica-se, portanto, que os deslocamentos horizontais dos apoios infroduziram esforgos
no poértico.

Se os esforcos decorrentes dos deslocamentos horizontais dos apoios forem muito
pequenos em comparagdo com os esforcos obtidos com a hipdtese de os apoios serem
indeslocaveis, o efeito dos deslocamentos horizontais dos apoios poderd ser desprezado,
e a estrutura poderd ser calculada supondo-se o0s qpoios indeslocdveis, como se
procedeu ao determinar o empuxo H por meio da estrutura isostética da Figura 8.5. Se os
esforgos decorrentes dos deslocamentos horizontais dos apoios forem grandes, eles terdo
que ser levados em conta no projeto da estrutura.

Como se mencionou hd pouco, estruturas isostdticas e hiperestaticas apresentam
comportamentos bastante distintos, 0 que poderd ser constatado ao examinar-se agora o
efeito que os deslocamentos horizontais dos apoios tém sobre o pdrtico triarticulado da
Figura 8.7 (q).

Na Figura 8.11 (a), mostra-se o pértico triarticulado antes dos deslocamentos dos apoios,
e, na Figura 8.11 (b). depois destes deslocamentos.
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Figura 8.11
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Verifica-se agora que todas as barras do pdrtico triarticuiado permaneceram retas, o que
mostra que nelas ndo surgiram momentos fletores. A forma da estrutura, entretanfo,
modificou-se, em decorréncia dos movimentos de corpo rigido das duas metades do
pdrtico, que apresentaram uma franslagdo horizontal € uma rotagdo em torno dos seus
QpPOIos.

Os comportamentos destes dois pérticos face aos deslocamentos dos apoios sGo muito
distintos: na estrutura biarticulada eles introduziram esforcos e na estrutura isostatica ndo
infroduziram esforgos.

Quando, entdo, os deslocamentos dos apoios intfroduzem esforgos na estrutura? A
resposta a esta pergunta é simples: quando a estrutura opde resisténcia & mudanga de
forma que eles introduzem. No caso do pértico triarticulado, os deslocamentos dos apoios
levam os montantes a inclinar-se, e a estrutura ndo oferece nenhuma resisténcia a esta
mudancga de forma, uma vez que as suas duas metades podem girar liviemente em tormno
da articulacdo superior B. J& no caso do pértico biarticulado, a trave horizontal oferece
resisténcia & inclinagdo dos montantes, tendo que ser flefida para que eles possam
inclinar-se, o que leva ao aparecimento dos momentos fletores na estrutura.

Esta diferenca de comportamento entre as estruturas isostéticas e hiperestaticas também
se manifesta em outras duas situagdes: quando ocorrem variagdes de temperatura e
quando se tem defeitos de montagem. Em ombos os casos, as diferengas de
comportamento entre as estruturas isostaticas e hiperestaticas decorrem do fato que
acaba de ser analisado: a resisténcia oferecida pela estrutura & mudanga de forma nela
introduzida por estas agoes.

Considere-se o pdrtico triarticulado da Figura 8.12 (@). Um aumento uniforme da
temperatura de sua trave superior leva-o a girar para fora em tomo dos apoios, e o
pdrtico fica com a forma indicada na Figura 8.12 (b); como ele ndo oferece nenhuma
resisténcia a este movimento, nele ndo surgem esforcos e suas barras permanecem retas.
Uma diminuigdo uniforme da temperatura da trave superior leva-o a girar para dentro em
tomo dos apoios, ficando com a forma apresentada na Figura 8.12 (c); novamente, ndo
s&o introduzidos esforgos na estrutura.,
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Figura 8.12

Na Figura 8.13 (b) mostra-se a deformagdo do pértico biarficulado da Figura 8.13 (c)
produzida por um aumento uniforme da temperatura da frave superior. Como a estrutura
opde resisténcia & mudanga de forma decorrente da variagdo de temperatura, surgem
momentos fletores em suas barras, que se encurvam, Na Figura 8.13 (¢), apresenta-se o
aspecto do diagrama de momentos fletores deste pértico biarticulado.
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Figura 8.13

Dd-se o nome de defeitos de montagem aos efeitos decorrentes do fato de os diversos
elementos que compdem a estrutura ndo terem ficado em sua fabricagdo exatamente
com as dimensdes previstas no projeto.

-

Imagine-se que os pdrticos triarticulado e biarticulado que estdo sendo examinados sejam
metdlicos, construidos em uma fabrica e levados & obra para serem montados. Quase
que certfamente as suas dimensdes nGo serdo as mesmas de seu projeto. Suponha-se, por
exemplo, que a trave superior de ambos tenha ficado maior que o previsto. No caso do
portico triarticulado, para unir suas duas partes serd necessdrio gird-las em tomo de suas
bases e uni-las por meio do pino da articulagdo superior em B. O pértico ficard entdo com
um aspecto semelhante ao do pértico da Figura 8.12 (b). A montagem n&o introduziré
esforgos na estruturg, e suas barras permanecerdo retas.

No caso do pértico biarticulado, a situagdo serd outra. Na Figura 8.14, mostra-se o pértico
com a base C do montante esquerdo j& ligada ao apolo; como sua trave superior ficou
mais longa que o previsto, sua base D ndo ficard mais exatamente sobre o apoio D*, e,
para fixddo & base, serd necessdrio aplicar uma forga horizontal que leve a sua
extremidade inferior D a coincidir com o apoio D*, e ai entdo colocar o pino. Para montar
© pdrtico € necessario deformd-lo, e, uma vez montado, ele terd aspecto semelhante ao
do pdrtico da Figura 8.13 (b). Suas barras ficardo encurvadas, denotando a presenca de
momentos fletores.
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Figurc 8.14
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Como se acaba de verificar, deslocamentos de apoio, variacdes de temperatura e
defeitos de montagem levam ao aparecimento de esforcos na estrutura quando esta
resiste &s mudancgas de forma produzidas por estas agdes. Quando a estrutura ndo opoe
resisténcia ds mudancas de forma produzidas por estas agdes, ndo surgem esforgos na
estrutura.

Uma construgdo da cidade de S@o Paulo que é extremamente conhecida, mas que
poucos sabem ter sua estrutura principal formada por pérticos triarticulados € o Viaduto
do Chd, mostrado na Figura 8.15 em fotografia tirada na época de sua inauguragdo.
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Figura 8.15 (1)

Em 1935, foi aberto um concurso para o projeto do novo viaduto sobre o vale do
AnhangabaUl, que deveria substituir o viaduto metdlico que, desde 1892, fazia a ligagdo
do centro velho ao centro novo da cidade, e que na década de 1930 ja ndo
comportava mais o trédfego do centro da cidade, que havia aumentado muito e estava a
exigir uma passagem mais larga sobre o vale. Venceu o concurso o projeto do arquiteto
Elisiario da Cunha Bahiana e do engenheiro Gustavo Andréas Gam, e o novo Viaduto do
Chd, construido pela Companhia Construtora Nacional, foi inaugurado no dia 18 de atoril
de 1938.

O memorial descritivo do Viaduto do Chd apresentado pela Companhia Construtora
Nacional foi publicado no nimero de maio de 1936 da Revista de Engenharia Mackenzie,
e nele sdio discutidas as razées que levaram & escolha do sistema estrutural do viaduto (3).

A primeira frase do memorial explica que a natureza do subsolo impunha a escolha de
um sistema isostético para o viaduto. Como analisou-se hé pouco, os deslocamentos dos
apoios de uma estrutura isostdtica ndo infroduzem esforgos na estrufura, ao passo que
infroduzem esforcos nas estruturas hiperestdticas, Em uma regido com um solo muito
deformavel, o emprego de estruturas isostaticas evita os esforgos decorrentes de grandes
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deslocamentos dos apolos, e esta foi a razdo da escolha de um sistema isostdtico para a
estrutura do Viaduto do Cha.

A opgdo por um pdrtico tfriarficulado deve-se ao grande vado de 66 m que deveria ser
vencido, ao fato de que um pdrtico levaria a empuxos menores que um arco triarticulado

- que, como se verd no préximo capitulo desta apostila, também & uma estrutura
isostatica - e por permitir o gabarito desejado junto aos apoios.

Verifica-se, portanto, que a escolha do pértico triarficulado como sistema estrutural do
Viaduto do Ch& decorreu principaimente do fato de ser uma estrutura em que os
deslocamentos dos apolos ndo infroduzem esforgos.

A estrutura principal do Viaduto do Chd é assim constituida por oito pérticos triarticulados
paralelos que ddo apoio ao tabuleiro do viaduto, sendo inferiormente ligados por uma
laje que impedem que sejam vistos externamente. Na Figura 8.16, apresenta-se a secdo
transversal do Viaduto do Cha (Figura 8.16 (@) e o esquema das armaduras de uma das
metades de um dos pérticos triarticulados (Figura 8.16 (b)), ambos reproduzidos da obra
de Vasconcelos (4).
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Figura 8.16
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Uma construcdo histérica notavel que possuia poérticos triarticulados como elementos
estruturais principais era a “Galerie des machines” (Galeria das maquinas), mostrada na
Figura 8.17.

4

578 L,
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Figura 8.17 (5}

Construida para abrigar a exposicdo de mdaquinas da Exposicdo Universal de 1889,
realizada em Paris, erq, depois da Torre Eiffel, a segunda maior atra¢do da feira. Projetada
pelo arquiteto Ferdinand Dutert e pelo engenheiro Victor Contamin, que a calculou, a
“Galerie des machines” tinha 420 m de comprimento, 115 m de largura e 43,5 m de altura,
abrigando a maior area até entdo j& coberta por um edificio.

Sua estrutura de ago era constituida por uma série de pdrticos triarticulados com 1156 m de
vdo, e, fambém no caso desta construg¢do, os porticos triarficulados foram adotados por
razoes bem objetivas: para facilitar o cdlculo da estrutura e facilitar sua montagem (6).

Comentou-se no inicio deste capitulo que, sendo os poérticos triarticulados isostaticos, suas
reacdes de apoio - e os esforgos solicitantes em suas barras - podem ser calculados
apenas com o emprego das equagdes de equilforio da estdtica. No caso das estruturas
hiperestaticas, para a determinacdo das reagdes de apoio - e dos esforgos solicitantes -,
além das equacgdes de equilibrio da estdtica, sGo necessdrias equagdes adiciondis,
ligadas & deformacdo da estrutura, como se mostrou ao se discutir a obteng&o das
reacgdes de apoio do pdrtico biarticulado da Figura 8.4.

Uma das razdes que levaram os engenheiros franceses e alemdes a passarem a utilizar
estruturas friarticuladas - pdrticos e arcos - em meados do século XIX foi exatamente o
fato de gque eram capazes de calcular os esforcos que atuam nestas estruturas, pois o
cdlculo dos porticos e arcos biarticulados ainda ndo estava totalmente dominado (7). O
emprego de estruturas friarticuladas conferia assim muito maior seguranga ao projeto de
estruturas de grande porte; é exatamente o que ocorreu no caso da “Galerie des
machines”, a cobertura mais extensa até entdo construida e que até hoje € uma das
maiores coberturas ja feitas.
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Na Figura 8.18, mostra-se o detalhe do apoio de um dos pérticos triarticulados da Galerie
des machines”, e chama-se a atengdo para trés pessoas que aparecem nesta fotografia,
permitindo assim ter-se uma idéia das dimensdes monumentais desta estrutura.

B L e ymtcgin

Figura 8.18 (8)

A “Galerie des machines” foi utilizada também na Exposicdo Universal de 1900, e,
posteriormente, até ter sido desmontada em 1909, foi empregada para a realizagdo de
competicdes de hipismo e como hangar para dirigiveis. Na Figura 8.19, mostra-se a
“Galerie des machines” sendo usada para a realizagdo de uma exposicdo de animais, e,
na Figura 8.20, como hangar de um dirigivel; esta Ultima fotografia revela mais uma vez o
enorme tamanho que tinha esta construgdo.
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8.2 Resolugdo dos porticos triarticulados

Feita esta discussdo introdutéria sobre o comportamento estrutural dos porticos
triarficulados, serd feita agora a sua resolugdo, isto &, a determinagdo dos esforcos
solicitantes que neles atuam.

Exemplo 8.1
Tragar os diagramas de esforgos solicitantes do pértico triarticulado da Figura 8. 21.
80kN
A B C
4m
D E
y 3m | 3m
A A
Figura 8.21

Para obter os esforgos solicitantes deste pértico triarticulado, vai-se proceder exatamente
como no caso das estruturas analisadas no Capitulo 4: os esforgos solicitantes serdo
determinados por meio do teorema do corte.

Para empregd-lo, é necessdrio conhecer as reacdes de apolo do pértico, que serdo
agora deferminadas. Na Figura 8.22, estdo indicadas as reacdes que se deseja obter.

80kN
A B C
Xo Xe
—» 4 D —> A E
T Yo T Ye
Figura 8.22

Sob a a¢do do carregamento externo ativo - a forca de 80 kN aplicada em B - e dos
esforgos externos reativos, o pértico estard em equilibrio, logo as equagdes de equilibrio
da estdtica devem ser satisfeitas:

Y x=0 X, +X,=0 (8.4)

Yr=0 Y, -80+Y, =0 (8.5)
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N M,=0 —80-3+7,-6=0 = Y,=40kN 8.6)
Da equagdo (8.5), obtém-se o valor de Y, :
Y, =80-Y, =40 kN ®8.7

Embora as equagdes de equilibrio tenham permitido obter Y, e Y;, elas ndo s&o
suficientes para a determinacdo das reagdes horizontais, j& que se tem duas incégnitas a
encontrar- X, e X, - e apenas uma das equagdes de equilibrio ainda ndo foi usada, a

equacdo (8.4), da qual se conclui apenas que as duas reagdes horizonfais devem ser
iguais e contrdarias, isto &, que

X,=—X; ©.8)

Como a estrutura é isostdtica, deve ser possivel, entretanto, a obtengdo de todas as
reacdes de apoio por meio de equagdes de equilibrio da estatica.

Poder-se-ia imaginar que, impondo-se o equilibrio dos momentos de todos os esforcos
externos que atuam no poértico em relagdo a um ponto diferente do que ja foi
considerado - o ponto D - seria possivel obter uma das reagdes horizontais. Este
procedimento, entretanto, ndo iria dar certo, pois, sendo a estrutura plana, o ndmero
mdximo de equagdes de equilibrio global da estrutura linearmente independentes & trés,
e esta quarta equacdo de equilibrio seria uma combinagdo linear das trés equagdes que
j& foram utilizadas, ndo fornecendo nenhuma informacgdo adicional sobre as reagdes de
apoio do pdrtico.

Para comprovar esta afirmacgdo, considere-se a equagdo de equilibrio dos momentos dos
esforgos externos que atuam no pértico em relagdo ao ponto A

Y M, =0 X, 4-80-3+X,-4+Y,-6=0
= X,-4-80-3+X,-4+40:6=0 = X,+X,=0 ®.9)

Observa-se que esta equacgdo de equilibrio de momentos leva exatamente & equacdo
(8.4) de que ja se dispunha, ndo levando entdo a nenhuma das reagdes de apoio
horizontais.

O exame do portico que estd sendo resolvido mostra que hd nele um elemento que
ainda ndo foi utilizado, e que é fundamental ndo apenas para a caracterizagcdo do
comportamento estrutural do pértico, mas também para a deferminagdo dos empuxos: a
articulagdo interna existente em B.

Como ja se comentou, esta articulagdo permite que uma parte do pdrtico gire em
relagdo & outra, possibilitando que o dngulo de 1800 entre as barras AB e BC se modifique.
Como j& se viu anteriormente, rotacdes sdo impedidas por momentos; o fato de a
arficulagdo em B ndo opor nenhum impedimento a rotagdo de uma parfe da estrutura
em relacdo & outra mostra entdo que em B ndo ha a transferéncia de momento de uma
parte & outra do portico, ou seja, que neste ponto do podrtico o momento fletor & nulo.
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O fato de o momento fletor na articulagdo interna B ser nulo leva & quarta equacdo de
equiliorio, que ndo apenas possibilita a determinagdo do empuxo do pértico como
também caracteriza a diferenga existente entre o pdrtico triarticulado da Figura 8.21 € o
pdrtico biarticulado que se obteria se a articulagdo em B fosse suprimida. As equagdes de
equilibrio global destes dois porticos seriam exatamente as mesmas, as equagdes (8.4) a

P
(8.6) (Jogo as reagdes verticais do pértico biarticulado também seriam iguais a —2— como

a simetria J& faria supor), e o que distinguiria o pértico triarticulado do biarticulado seria
justamente a presenga da articulagdo em B, que, do ponto de vista de equilibrio, se
traduziria pelo fato de o momento fletor ser nulo neste ponto.

A quarta equagdo de equilibrio necessdria para a determinagdo das reacdes de apoio
do pdrtico da Figura 8.21 é entdo:

3 3

M 0 ~Xp-4+Y,3=0 = X,=71,="40=30N @10

fletor em B =

Encontrada a reagdo X,, X, & obtida por meio da expressdo (8.8), obtendo-se
X,=-30kN.

Na Figura 8.23, mostram-se todos os esforcos externos que atuam no pértico: a forca
externa ativa aplicada em B, as reagdes verticais e os empuxos horizontais que acabam
de ser determinados.
80
A B C

T 40 T 40
Figura 8.23

Como & se comentou, a equagdo (8.10) € uma equacdo de equilibrio, ndo uma
equagdo de equilibrio global do pdértico como as equagdes (8.4) a (8.6) e como a
equagao (8.9), mas uma equagdo de equilibrio de uma de suas partes, a sua metade
direita.

Como o pértico triarticulado da Figura 8.21 é uma estrutura isostatica, era esperado que
as suas reagdes de apoio pudessem ser determinadas apenas com o uso de equacoes
de equilibrio da estatica, e Isto realmente fol possivel, como se acaba de comprovar.

E interessante comentar que em D h&d um empuxo horizontal e uma reacdo de apoio
vertical, cuja resultante R tem a sua linha de agdo passando pela articulacdo interna em
B, como mostrado na Figura 8.24. Isto jé& era de se esperar, pois, sendo estas duas for¢as os
unicos esforgos externos aplicados & esquerda de B e sendo o momento fletor nulo em B,
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o momento destas forgas em relagcdo a B deve ser nulo; como a resultante R destas forgas
Ndo & nula, o seu momento em relagdo a B s6 serd nulo se a linha de a¢do da resultante
passar por este ponto, o que realmente ocorre. Observa¢cdo andloga a esta se aplica
também ao apoio E, e a Figura 8.24 mostra que a linha de a¢do da resultante R* das
reacdes de apoio em E também passa por B.

80
B

Figura 8.24

Na equacdo (8.10), o momento fletor em B foi determinado por meio do teocrema do
corte, reduzindo-se na segdo B os esforcos externos aplicados & sua esquerda.
Alternativamente, o momento fletor em B poderia ter sido determinado transferindo para
esta se¢gdo todos os esforgos externos aplicados & sua direita. Neste caso, em lugar de
obter-se a reacdo horizontal X, teria sido determinada a reagdo horizontal X, e X,

seria obtida por meio da expressdo (8.8).

Determinadas as reacdes de apoio do pdrtico, os seus esforgos solicitantes podem ser
obtidos por meio do teorema do corte; por tratar-se de matéria ja vista com grande
detalhe no Capitulo 4, a determinagdo dos esforcos solicitantes do pértico ndo serd aqui
explicitada, e os diagramas de esfor¢os solicitantes deste pdrtico sdo entdo diretamente
apresentados na Figura 8.25.

30 40
EEEN ol |
40T =2
a Ba
40 40 30 30
N (kN) V (kN)

120r \M 7120

M (kNm)
Figura 8.25
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A partir do diagrama de momentos fletores pode-se tracar a deformada do pértico,
lembrando que as barras encurvam-se com a concavidade voltada para o lado
comprimido. A deformada do pértico é mostrada na Figura 8.26.

!

Figura 8.26

A deformada do pdrtico revela muito claramente o que se havia afirmado anteriormente:
a articulagcdo interna em B permite que uma parte do pdrtico gire em relagdo & outra, o
que leva a uma alteragdo do angulo de 180° que as barras AB e BC apresentavam entre
si na configuragdo indeformada.

Verifica-se também que, sob a ag¢do da forga vertical, o pértico tende a abrir-se, e os
empuxos impedem que isto ocorra, empurrando-o para dentro, desta forma tracionando
as fibras externas dos montantes, que encurvam-se com concavidade para o interior do
portico. As duas partes da trave superior ficam tracionadas em sua parte superior, e se
encurvam também com concavidade para o interior do poértico.

Passa-se agora & resolugdo de um segundo exemplo.

Exemplo 8.2

Tracar os diagramas de esforgos solicitantes do pdértico triarficulado da Figura 8.27 e
desenhar a sua deformada.

C 30kN
A g oo
4m
D E
v 3m v 3m v
A A A
Figura 8.27

Trata-se, na verdade, do portico examinado no exemplo anterior, mas submetido a um
outro carregamento.

Na Figura 8.28, indicam-se as reacdes de apoio do pdrtico que se deseja determinar, e
que, novamente, serdo obtidas mediante quatro equagdes de equilibrio: as trés
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equagles de equilibrio global da estrutura e a equagdo correspondente o momento
fletor nulo na articulacdo intferna:

Y x=0 Xp,-30+X,=0 @.11)
Y Y=0 Y, +Y, =0 ®.12)
Y M,=0 30-4+Y,-6=0 (8.13)
M o ms =0 ~X,-4+7Y,-3=0 8.14)

A resolu¢dio deste sistemna de equagdes leva ds reagdes de apoio do pdrtico:

X, =15kN (8.15)
Y, =20kN (8.16)
X, =15kN @8.17)
Y, =-20kN (8.18)
A :B C 30kN
Xo D Xe E
TYD T Ye
Figura 8.28

Na Figura 8.29, mostra-se o pértico com todos os esforgos externos que nele atuam,

30
O ="
15 ! 15 l
_’ —_—e

T 20 20

Figura 8.29
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As reagdes de apoio do pértico, que acabam de ser obtidas mediante a resolugdo do
sistema das equagdes de equilibrio (8.11) a (8.14), altemativamente poderiam ter sido
obtidas analisando-se o equilibrio do pértico de uma forma mais fisica e menos analitica:

A forga horizontal aplicada no pdrtico tende a gird-lo no sentido anti-hordrio, e a
tendéncia do ponto D é entdo a de deslocar-se para baixo, @ a do ponto E, de
deslocar-se para cima.

Para impedir que o ponto D desga, a reagdo vertical em D serd para cima, e, para
impedir que o ponto E suba, a reagdo vertical em E serd para baixo (Figura 8.30

(@).

Como no pértico a Gnica forga externa ativa é horizontal, as reagdes verticais
serdo iguais em intensidade e de sentidos contrdrios, isto é, constituirdo um bindrio.

O bindrio formado pelas reagdes verticais € que ird se opor & tendéncia de
rotagdo impressa pela forga horizontal aplicada no pértico. Verifica-se, pelos
sentidos j& determinados das reagdes verticais que este bindrio realmente infroduz
uma tendéncia de girar o pértico no sentido hordrio, contrdria portanto &
produzida pela for¢a horizontal.

O momento da forga horizontal em relagdo & base do pértico é de 120 kNm, logo
o bindrio formado pelas reagdes de apoio verticais deverd ter este mesmo
momento para impedir a rotagdo do pdrtico; como o braco do bindrio é de 6 m,
as reagdes verticais serdo iguais a 20 kN (Figura 8.30 (b)).

Determinadas as reagdes verticais, como o momento fletor em B & nulo e &
esquerda desta articulagdo inferna os Unicos esforgos externos sdo as reacdes de
apoio em D, a linha de agdo desta reagdo deve passar por B, o que permite a
obten¢do da reagdo horizontal em D, de 15 kN, orientada para a direita (Figura
8.30 (©)).

Pelo equilibrio das forgas horizontais, obtém-se a reacdo horizontal em E, também
de 15 kN e também orientada para a direita (Figura 8.30 (d)).

! |
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© @
Figura 8.30

Esta forma de determinar as reagdes de apoio pode & primeira vista parecer mais
complicada que a andlitica, feita por meio da resolugdo do sistema de equagdes de
equilibrio, mas, com a prdtica de fazer este fipo de andlise, ficard mais facil ao leitor
empregar resolugdes deste tipo. Ela tem a enorme vantagem de ser diretamente ligada
ao comportamento fisico da estrutura, portanto muito mais fransparente do ponto de
vista de funcionamento estrutural do pértico que a resolugdo analitica. Sugere-se ao leifor
que, ao analisar estruturas simples, procure empregar este procedimento de resolucdo e
por meio dele compreender o comportamento da estrutura que estd sendo examinada.

Um outro hdbito que sugere-se ao leitor que procure cultivar é o de, antes de partir para a
resolucdio numérica, ou seja, quantitativa da estrutura, procurar analisd-la do ponto de
vista apenas qualitativo, tentando perceber como ela ird comportar-se. Feita em seguida
a resolucdo numérica da estrutura, o leitor deverd comparar os resultados encontrados
com aqueles que a andlise qualitativa havia sugerido. Quando houver discrepdncias
entre as duas, o leitor deverd procurar descobrir as razdes destas diferengas, procurando
sempre fazé-lo tentando entender o comportamento estruturail.

Procedendo desta forma, além de a andlise estrutural tornar-se muito mais inferessante, é
com este tipo de abordagem que irG realmente compreender como as esfruturas
funcionam.

Vale a pena lembrar que as estruturas sé passaram a ser calculadas numericamente a
partir do século XVIIl — o cdlculo numérico mais antigo registrado é o do reforgo da
cUpula da Baslica de Sdo Pedro, no Vaticano, realizado por Giovanni Poleni, em 1742 -, e
que grande parte das construgdes mais notdveis da humanidade, das pirdmides egipcias
as pontes romanas, das catedrais gdticas as grandes igrejas do Renascimento, foram
feitas sem cdlculo, com base no conhecimento qualitativo das estruturas.

Hoje, dispde-se de modelos matemdticos extremamente precisos e poderosos para a
andlise das estruturas, mas o seu real entendimento s& se dard quando seu
comportamento qualitativo for compreendido.

Obtidas as reacdes de apoio do pdrtico, o teorema do corte pode ser usado para
determinar os seus esforcos solicitantes, cujos diagramas sdo mostrados na Figura 8.31.
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Figura 8.31

A partir do diagrama de momentos fletores, pode-se esbogar a deformada do pdértico,
apresentada na Figura 8.32,

Figura 8.32
Como era de se esperar, a forga horizontal aplicada em C desloca o pértico para a

esquerda, o que leva a sua mefade esquerda a encurvar-se para o interior do pértico e a
sua metade direita, para o exterior do pértico.

Exemplo 8.3

Tragar os diagramas de esforgos solicitantes do pértico triarticulado da Figura 8.33 e
desenhar a sua deformada.
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4m
D E
y 3m v 3m y
A 4 7
Figura 8.33

Este pértico, que é novamente o pértico dos exemplos anteriores, mas com um diferente
carregamento, tem como esforgo externo ativo um momento aplicado em uma se¢do
imediatamente & direita da articulagdo interma em B.

Este modelo matemdatico podetia ser, por exemplo, o modelo de um pdrtico triartficulado
real cujo nd B é mostrado de forma ampliada na Figura 8.34.

120d

120d

Figura 8.34

Para a determinagdo das reagdes de apoio deste pdrtico, podem ser usadas as trés
equacdes de equilibrio global da estrutura e a equagdo de momento fletor nulo em B. E
importantissimo salientar aqui que o momento fletor na articulagdo sempre serd nulo,
mesmo gue em uma se¢do imediatamente & sua direita haja um momento externo
aplicado. Isto, porque a articulagdo sempre ird permitir a rota¢do de uma parfe da
estrutura em relacdo & outra, ndo opondo resisténcia a este movimento, ndo podendo
entdo transferir momento de uma parte & outra do pdrtico. Isto fica muito claro ao
observar-se a Figura 8.34, em que foi representado o nd B de um possivel pdrtico real

representado pelo pértico da Figura 8.33.

As reacdes do pértico estdo apresentadas na Figura 8.35, e sugere-se gque, como
exercicio, o leitor procure obtélas por meio do procedimento baseado no
comportamento fisico da estrutura discutido no exemplo anterior. Nesta andlise, o leitor
devera perceber, por exemplo, que, sob a agdo do momento extemno aplicado, a
tendéncia deste pértico é a de fechar-se, o que levard 0s empuxos d serem agora
orientados para o exterior do portico, impedindo que ele se feche.
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Figura 8.35

E interessante observar que a linha de agdo da reagdo do apolo D do pértico passa pela
articulagdo B, j& que ela é o Unico esforgo externo aplicado & esquerda da articulacdo;
j@ alinha de agdo da reagdo do apoio E ndo passa por B, pois, & direita da articulacao
da trave superior, além da reagdo de apoio, é aplicado o momento externo ativo de 120
kNm, que infroduz momento em B,

Os diagramas de esforgos solicitantes deste pértico estdo mostrados na Figura 8.36.

15 L 20
[T L

—H Ba
20 20 15 15
N (kN) V (kN)
60 60

\F
L~
7 120 e

M (KNm)

Figura 8.36
O momento fletor em B é nulo, e, imediafamente & sua direita, onde é aplicado o
momento externo ativo, hd uma descontinuidade no diagrama de momentos fletores.
Entre estas duas se¢des transversais, hd um trecho em que o momento fletor & nulo, como
se vé na Figura 8.37, em que o detalhe do diagrama de momentos fletores Junto aoné B &
mostrado.
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Figura 8.37

A deformada do pértico é apresentada na Figura 8.38. Como era de se esperar, o nO B se
desloca para cima, o que faz com que todas as barras do poértico fiquem tracionadas no
lado interno do pértico, apresentando entdo concavidade voltada para o seu exterior.

Figura 8.38

Exemplo 8.4

Na Figura 8.39, indicam-se as forgas aplicadas pelo vento em um dos pdrticos internos de
um galpdo industrial localizado na cidade de Sdo Paulo. O galpdo possui 40 m de
comprimento, 10 m de largura, e os porticos transversais sdo espagados a cada &5 m; a
pressdo e as sucgdes do vento foram determinadas por meio da norma NBR 6123 “Forgas
devidas ao vento em edificacdes”, de 1988 (11). Tragar os diagramas de esforgos
solicitantes deste pértico.

(Y C 23
N Ny o
I
B D 2m
S
4kN/m 2,9kN/m | 4m
b?
A E
Vv 5m v 5m i
A A 7
Figura 8.39

148



Antes de iniclar a resolugdo do problema, & interessante constatar que, neste galpdo, o
vento produz pressGo apenas na parede situada a barlavento - que é o lado de onde
vem o vento -, produzindo suc¢do nas duas dguas do telhado e também na parede
siftuada a sotavento - que é o lado contrdrio dquele de onde sopra o vento. E por esta
razdo que, quando hd ventos muito fortes, casas e galpdes sdo destelhados, coberturas
de postos de gasolina sGo arrancadas, etc.

Para calcular as reagdes de apoio do pdrtico, substiftuem-se as forcas uniformemente
distribuidas pelas forgas mecanicamente equivalentes a elas, indicadas na Figura 8.40; as
componentes horizontal e vertical destas forcas mecanicamente equivalentes também
estdo indicadas na Figura 8.40.

t b

V2,5m V2.”5m y 2.5m25m
/ 1 A A

A
Figura 8.40

As reagdes de apoio do pértico podem ser obtidas por meio das equagdes de equilibrio
abaixo:

Y X=0 X,+160-4,6+4,6+1L6+X,=0 6.19)
Yr=0 Y, +11,5+11,5+Y, =0 (8.20)
Y M, =0 -16,0-2,0+4,6-50+11,5-2,5+11,5-7,5-4,6-5,0 -
-11,6-2,0+Y, -10,0=0 @21
M poremc =0 =X, -6,0+7,-50-16,0-40+4,6-1,0+11,5-2,5=0 8.22)

A resolugdo deste sistema leva s reagdes de apoio, X, =—1929kN, X, =-831iN,
Y,=-17,02kN e Y, =-598 kN, mostradas na Figura 8.41. Como o vento tende a

empurrar o pdrtico para a direita, as reacdes horizontais sdo para a esquerda; como
tende a levantd-lo, as reagdes verticais sdo para baixo.
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P50 @A am y
A 7 2
Figura 8.41

Os diagramas de esforgos solicitantes do pértico estdo mostrados na Figura 8.42; o de
forcas normais na Figura 8.42 (0), o de forgas corfantes na Figura 842 (b) e o de
rmomentos fletores na Figura 8.42 (c).

9,38
*
@ 5,28
(@
—D— E
17,02 5,08
N (KN)
3.29
1,13m
®)
2,87m

19,29

V (KN)
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3,51m
1,88m

14,12
10,04
45,16 ;
© \__ 1,13m
11,91
7/ 2,87m

M (kNm)

Figura 8.42
Para obter estes diagramas, como habltualmente, utiliza-se o teorema do corte,
A forga normal em BC, por exemplo, é obtida cortando-se esta bara na se¢do B+

imediatamente & direita de B, nela reduzindo os esforgos externos aplicados & sua
esquerda, como Indicado na Figurc 8.43.

2,3
3,29 5
a B,.

45.16L * X

17,02
Figura 8.43
Tem-se ent&o na barra BC:
N=329cosax+17,02sen ¢ =9,38 (8.23)
A for¢a cortante na se¢gdo B+ é
V'=329senx—17,02 cos @ =—-14,58 (8.24)

e aforga cortante na barra BC tem entdo a equacdo
V(ix)=—14,58+23 x (8.25)

J& o momento fletor em BC tem por equacdo

2

M(x)=4516 - 14,58x+2,3i‘2- (8.26)
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Observando o diagrama de forcas cortantes, verifica-se que nas barras CD e DE hd uma
secdo em que a forga corfante se anula, logo em que o momento fletor passa por um
extremo. Estes extremos estdo indicados na Figura 8.42 (c).

Uma verificacdo interessante de se fazer € a do equilbrio do né C, indicado na Figura
8.44. Os esforcos que nele atuam devem estar em equilibrio, ou seja, as somatdrias das
componentes horizontais e verticais das forgas mostradas na Figura 8.44 devem ser nulas.

Figura 8.44
De fato, tem-se
ZX =-9,38cosx +2,19sen & + 8,1 sen o + 5,28 cos & =0,015 8.27)
e
S ¥ =-938sen 2,19 cos & + 8,1 cos & — 5,28 sen & = 0,043 (8.28)

Embora as duas somas acima ndo tenham sido nulas, sdo praficamente nulas, o que
confirma o equilibrio dos esforgos que atuam no nd C; foram os erros de arredondamento
que levaram-nas a ndo darem resultados exatamente nulos.

Na Figura 8.45, mostra-se a deformada do pértico que estd sendo andlisado. Como era
de se esperar, em decornéncia do vento que o empurra para a direita e tende a levantd-
lo, ele se desloca para a direita e para cima.

Figura 8.45
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O préximo capitulo serd dedicado ao estudo de mais uma estrutura triarticulada, os arcos
triarticulados, e nele serdio discutidas as caracteristicas estruturais impares dos arcos, que
fizeram deles um dos elementos estruturais mais significativos para a evolugdo da
arquitetura e da engenharia de estruturas e o principal sistema estrutural empregado pelo
homem do século | a.C. ao século XIX.
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Capitulo 9: Arcos Triarticulados

TRl e,
e

ax

N M-+dM
ds /
vV
V4+adVv
—
MQ/ D.ds

X aix [

4

|

S M. =0

=>—M—V-%—(V+dV)-%+(M +dM)=0

2 2 2
= dM =Vds
:':dﬂzli’
ds

= dx=ds-cosc

dM V
e
dx cosa
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9.1 Arcos triarticulados submetidos exclusivamente a esforgos verticais

9.1.1 Determinacdo dos esforcos solicitantes

P] P2
mﬁ"ﬂiuuuuuu

I 1 I
—% 4
C
H recebe o nome de
i €empuxo do arco
H H
—> ] -—
A B
TYA TYB
o | *
P, |P.
r[ | | [ TI T | |
A C o Viga auxiliar ou
viga de substituicdo
YoA Yoli
5
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As reagdes do arco podem ser calculadas a partir dos esforgos que atuam na viga
auxiliar:

Reagoes verticais do arco:
i
Y Y=0=Y,+Y, =RB+B+|p(x)-dx
0

i

Y M, =0=—B-x,=B-x,~ [ p(x)-x-dc+¥,1=0
0

=Y, e ¥y

Reacdes verticais da viga auxiliar:

i
Y Y=0= Y, +Y,,=R+B+[p(x)dx
0
{
S M, =0=>-Box,—B-x,— [ p(x)-x-dx+Y,1=0
0

=Y, e Yy

Portanto, podermos concluir:

Y, =Y, e Y=Yy

o
D oL C
A B
T T~
/ N = - Hcosa. - V sena.
o V = - Hsena + V,coso
H | M =M, - Hy
)/
_
- VD o

Empuxo do arco:
M.=0=M, —Hf
H: MOC
S
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Exemplo 9.1

20 kN/m 50 kN

JENNEEEEY

y = 1,2x - 0,06x’
tgaa=1,2-0,12x
o = arctg (1,2 - 0,12x)

= 10m L 6m ., 4m

Viga auxiliar:
20 kKN/m 50 kN
,,;lii IREN
X
T]éO TQO
y 10m L 6m , 4m
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Exemplo 9.2

Tragar por superposicdo grafica o diagrama dos momentos fletores do arco
triarticulado da figura:

100 kN

y = x- 0,05
H=116,67 kN

A B
. Sm_ , 5&5m ,2m, 8m L
Solucdo:
180 llOO
s ; S
THO T7O
4 5m : 5m =2 m= 8m :

M, (kNm) \ /
L
550 ‘\\ 560
700
Hy (kNm)
437,5
560

583.3
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9.2 Linha das Pressoes

Definicdo; dd-se o nome de linha das pressdes associada a um determinado
carregamento a forma da estrutura triarticulada que, solicitada por aquele
carregamento, apresenta momentos fletores nulos e forgas cortantes nulas em fodas
as secoes transversais.

M=M,-H-y=0

M
y =—ITI°— é a equacdo da linha das pressdes.

Exemplo 9.3

Determinar a linha das pressdes que passa pelos pontos A, B e D correspondente &
carga p uniformemente distribuida sobre todo o comprimento /.

o)
IP313 8Lt idddsdidl

D & o
h
-
A B
: 1/2 z 1/2 &
Solucdo:
2
(YL .
2 2
MO
Y H
M I?
H= oo _ Pt
h 8h

_( pl px* ) 8h _4h _4hx
y—(;-x——-z--‘}?zl—z-(lx—xz)——-(l—x)

A articulag@o pode ser colocada em qualquer posi¢do, por exemplo em C,
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9.3 Arcos com apoios desnivelados

Quando as articulagdes dos arcos nGo se encontram numa mesma horizontal, tem-
se:

willTTTTIT3 371

Viga auxiliar:
‘MM.L‘_L%_
A B —
You Tan
Y MOC
fcos B
/ N = - H'cos(o—) - V. sena.
e o V = - Hsen(o—P) + V,cosa
M=M, - H’ycosB
-
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Capitulo 10: Vigas Gerber

Sistema patenteado em 1864 por um engenheiro alemao com este nome.

a)

> |p

2 BAS
A B C
b)
.. A ’ S .
A B C D E F
7 - A e
A B C D E F
c)
s BAY o S
A B G D
s s
A5 X
A B C D
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d)

il

il

|

e)

l

q

ol

dl

<

o
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Exemplo 10.1

40 kN 20 kN/m
g | [(TTTTII]
A B C D
——2m 4 2m 3m '
20
rwETwE N
A s

70 30
@
V(kN) ‘s _
\QLI 30
200 -
M(KN.m)

M. = 22,5

max

Outra maneira de calcular as reagoes:

M, l4o 20
(, BEEEYEYNS

TYA Yo
XY =0 Ya+ Yp=40+20.3=100 = Ya=70

SMa=0  Ma-40.2-20.3.55+Y0.7=0 = Ma=200
Mc=0  Yb.3-(20.32)/2=0 = Yp=30
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2 ol 20 kN m
’ < 2
A B 4m e
4
i
2y A
5 Ts
2 4
a |5
V(kN) [ ] T T T 1]
© 5
M(kN.m) Ll [ TF W
20— 20| -

Exemplo 10.3

2
2

A 4m

o

4m




Is

20
] €
V(kN) 0
20
M(kN.m)
Exemplo 10.4
J’ 40 kN 20 kN/m 60 kN
[TITTiTr l
e s o
A B C D E H

2m
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;-
TGO 120
20
T
e

Hm 40“\ 40 }
20
V(kN) e ®
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Capitulo 11: Estruturas Associadas

a) §° 't 'l ?

o T -
b) - §° i
7 7 e
P ok i

168



7777

d)

o

il

— Vllv LL!
L
<o
_
o = Cv.c h
«— «— w | L
(3]
>
Hﬁ 4 + 1 %)
vum N
|v C
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f)

W
B G D
e
C D\ H
2 I
X | "
s 7
[ v ’
lvc, +Yg
5 B X TH
A B c
a) l i
m |
A e - c R
A B C D E
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H H
I Yc1 TYW
H X
- [s"
‘C A B D
T Ycz I YDz
l YCI + YCZ l YD1 + YDZ
£ = = -
A B C =
Exemplo 11.1
l 40 kN
[e) -
[C E T om
20 kN
— B A4
2m
“L« TR -
A F
, 2m  2m :
T ] T
40
l Xe Xe l \C
& = i
20 I Ye
—
R oS
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o —_— 2X=0 Xan+Xe+20=0 = Xe=-10
¥Y=0 Ya+Ye=40 = Ya=20
TY YMa=0 -20.2-40.2=Xe. A+ Ye4=0 = Ye=
20 . 20
) Mc=0 Xn.4+20.2=0 = Xa=-10
R
Iv,
10 20
— 7 IX=0 Xe+10=0 = X¢=-10
2Y=0 Ye—20=0 = Yr=20
IME=0 M -10.4=0 = Me=40
Xe
L
1
40 120
l 10 10
(s} < —
2 I
20
10 10
—

[Trerr1” 21E
[ | 20 =
5 ]
ol ] 10% @
20 N(kN) 20 10 V(KN 10
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40

20
M (kN.m) 40
Exemplo 11.2
30 kN
— o -
C D E T
4m
60 kN
O — -+
B F
4m
A GJ!
b d o
: 3m : 3m s
c ) E B
+
B F
P eccda el Pccca
A
30
_‘> -~
Xs X,
—
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- X
«— — e
XgtX'g T Xe

Y,
b cccd
30
_—’ r_ -
¥X =0
sY=0
YMe=0
Mp=0
X', X,
-—p __’
T Yg I Ye
30
, o
15 ahs
- 4
l 20 Izo
20
X" l 15
il o X =0
Y =0
v SMe=0
¢ Me=0
R —
Xs T

Xp+Xe+30=0
Ys+Yr=0

30.4+Yr.6=0
Ye. 3+ Xr.4=0

= Xs=-15
= Y'p=-20
= Yr=20
= Xr=-15

X'B+Xe+15=0 = X''s=-15

Y+ Yo =20 = Y8=0
Xc.4+Yc.6-20.6=0 =Yc=20
Xc.4=0 =>Xc=0
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20
15 l 15
I 20
20
r ta
& , _ . _ 90
15 15 —
e 360G, | 50

120

Esforcos externos nas subestruturas:

30

—

15

120

420

60

360C, | *o0”

—
15

15

15

20

15
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15 20
[ el | | . [e
® B
@) 1© —
T 1 1o ] : 1
15
@
20 N (kN
(kN) 20 = V (kN)

360 M (kN.m)

Exemplo 11.3

Tracar o diagrama de momentos fletores dos trechos retos da estrutura da figura:

20 kN

40kNlA

3m

Q

Im

3m 3m 3m 3m

e
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40 kN 120 kN

a0 .30
110 130
T 10
. 10 10

10 IS 30,4 30
7977 —
5
40
120 145
M (kNm)

15

135
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