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Capitulo 1

circultos: elementos

e introducao

O estudo de circuitos elétricos, tema inicial deste curso, consiste em uma aplicagao da
teoria eletromagnética. Todo o conhecimento tedrico sobre o eletromagnetismo classico
esta sintetizado em um sistema formado pelas quatro equacoes de Maxwell e pela forca
de Lorentz. As equacoes de Maxwell descrevem como cargas e correntes elétricas criam
campos elétricos e magnéticos. A expressao da forca de Lorentz, por sua vez, descreve
a acao de campos elétricos e magnéticos sobre cargas e correntes. Um circuito elétrico
consiste em uma associagao de dispositivos nos quais cargas podem se mover e se organizar
devido a acao de campos elétricos e magnéticos. Por isso, os seus comportamentos sao
determinados pelas equagoes de Maxwell. A seguir, apresentamos um brevissimo resumo
da teoria.

equagdes de Maxwell

nome conceito forma integral forma diferencial
Gauss . P
—E E . idS = =dv V-E=
elétrica 4 gﬁ n J;U € pleo
B aB iB
ot di=- 22 .5 E=«—
Faraday | - B f;E dt Lj - hdS \ =
Ampere I—B OE
JE _?{B-dl=jf[poj+poea—]ﬁds V x B = o] + po€o I8
— B |J/¢ ot
Maxwell ot ]
Gauss: | o, ffB-ads =0 V.B=0
magnética MAG ;
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As quatro equacoes de Maxwell, ja estudadas em curso anterior, estao representadas
no quadro e expressam, de modo formal, as seguintes idéias:

Lei de Gauss: carga elétrica q gera campo elétrico E
Lei de Faraday: campo magnético B dependente do tempo gera campo elétrico E

Lei de Ampere-Maxwell: corrente elétrica I e campo elétrico E dependente do tempo
geram campo magnético B

Lei de Gauss do magnetismo: nao existe carga magnética.

Quando uma carga ¢, com Velomdade U, estd em uma regiao do espago onde hé campo
elétrico E e campo magnético B ela sente uma forga F denominada forga de Lorentz,
dada por

F=q(E+7xB).

Uma outra idéia muito importante incorporada no eletromagnetismo é a da conservacao
da carga elétrica. Ela é expressa pela equagao da continuidade, que pode ser obtida a
partir das equagoes de Maxwell.

’ equacao de continuidade

conceito forma integral forma diferencial

conservacao da carga elétrica j;f j-ndS = f f f OF < dJqv V- j = %

Para completar este resumo, lembramos que os campos sao portadores de energia.
Onde ha campo elétrico F, hé energia elérica, com densidade volumétrica ug dada por

dUE €0E2
=_- = ) 1.1
T T (1)

O campo magnético B é também responsavel pela existéncia de energia magnética, com
densidade volumétrica ug dada por

AU B2
_dUs _ B° 1.2
BTV T 2 (12)



e elementos de circuitos elétricos

Neste curso estudamos circuitos elétricos simples, formados por associacoes de fontes
de tensao, resistores, capacitores e indutores. Fontes de tensao sao sistemas que produzem
energia eletromagnética a partir de energia mecanica, quimica, luminosa ou outras. Re-
sistores sao elementos do circuito onde ocorre dissipagao de energia eletromagnética que
se transforma em calor. Capacitores e indutores sao dispositivos que podem armazenar,
respectivamente, energia elétrica e energia magnética.

e capacitores

De modo geral, efeitos capacitivos ocorrem quando dois condutores quaisquer sao co-
locados proximos entre si. Os capacitores mais comuns sao formados por dois objetos
metalicos separados por distancias relativamente pequenas. Existem, entretanto, muitas
outras possibilidades, tal como um ser humano proximo a uma antena de radio. Em um
capacitor carregado, os condutores tém cargas elétricas iguais e de sinais opostos, +@) e
—(@, que dao origem a um campo elétrico EC. De acordo com as equacoes de Maxwell,
0 campo Eo é proporcional a @ e a eq. (1.1) nos permite concluir que a energia Ug
armazenada nesse campo deve ser porporcional a Q. Por isso, associamos a um capa-
citor uma grandeza chamada capacitancia que, como veremos, depende apenas de suas
caracteristicas geométricas. A capacitancia C' é definida pela relagao

(1.3)

sendo o fator 2 no denominador o "mesmo”da eq.(1.1).

S > I l v
| lc
(a) (b)

Figura 1.1: (a) Capacitor de placas planas e circulares; (b) Representacao esquematica
de um capacitor.

Uma outra definicdo de capacitancia, totalmente equivalente, pode ser produzida no-
tando que entre os condutores hd uma f.em.! e = f E¢ - dc, com a integral calculada

sobre um caminho matematico ligando os dois condutores. Como E¢ é proporcional a @),

'Em geral, chamamos de forca eletromotriz (f.e.m.) ¢ entre dois pontos a integral de E - dZ entre esses
dois pontos: gy ~ ff E-dé. Apenas no caso em que o campo Eé produzido por cargas em repouso a
f.eem. ep4 corresponde a uma diferenga de potencial eletrostatico entre os dois pontos. No S.I., o volt
(V) é a unidade para ambas as grandezas.
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0 MesSmo acontece com g € esSCrevemos

Ec =

QIO
=

e exemplo 1:

Calculo da capacitancia C' de um capacitor formado por duas placas metalicas planas,
circulares de raio a, paralelas, separadas por uma distancia d, entre as quais ha vacuo.
Temos duas alernativas para calcular C, baseadas nas eqs. (1.3) e (1.4). Em ambos os
casos precisamos, inicialmene , obter o campo elétrico Ec. Para tanto, supomos que o
capacitor esteja carregado com a carga () e recorremos a lei de Gauss.

superficic gaussiana A
cilindrica

1 +Q

N b

2 -Q

Figura 1.2: Determinagao do campo E¢ através da lei de Gauss.

Usando a superficie gaussiana mostrada na fig. 1.2, escrevemos

=4 in A
ﬂEC-ﬁdS . t%ECA:%—EC: Q2 (1.5)
S

€o ma? € Taley

alternativa 1: a densidade volumétrica de energia elétrica é dada pela eq. (1.1) e a
energia total no interior do capacitor é:
Q*d

o o
Ue = /// (6020) dv = (602C> matd =gt (1.6)
14

Para obter este resultado, usamos o fato de que E¢ néo varia no interior do capacitor.
Comparando com (1.1), obtemos

B Q? B eoma’

C = = 1.7
2U d (17)
alternativa 2: A f.e.m. é dada por:
2 . Q
EC:/ Ecdngcd: B d, (18)



onde usamos o fato de que E¢ é uniforme na regiao entre as placas. A capacitancia é
obtida comparando esse resultado com a eq. (1.4). Assim,
Q ema?

= -— = 1.
c—x -2, (19)

que coincide com (1.7)
e indutores

Sao, usualmente, sistemas formados por fios enrolados em formas cilindricas ou toroi-
dais mas, é importante ressaltar que mesmo um fio retilineo pode ser considerado um
indutor, ainda que muito ineficiente. De modo geral, um indutor é um sistema pelo qual
se faz passar uma corrente elétrica I, que produz um campo magnético EL o qual, por
sua vez, d4 origem um actimulo de energia magnética, por meio da eq. (1.2). As equagoes
de Maxwell afirmam que By é proporcional a I e, usando (1.2), podemos concluir que a
energia magnética acumulada no campo é proporcional a I2. Por isso, a auto-indutancia
L do indutor ¢é definida pela relacao

LI?
Un ==~

e o fator 2 do denominador é o "mesmo”da eq.(1.2). A grandeza L, depende apenas das
caracteristicas geométricas do indutor.

|22 s

L

(1.10)

(a) (b)

Figura 1.3: (a) Solendide cilindrico de raio a e comprimento b; (b) Representagao
equematica de um indutor.

A auto-indutancia também pode ser definida e partir da f.e.m. Para tanto notamos que,
ao variar com o tempo, o campo magnético d4 origem, de acordo com a lei de Faraday, a
um campo elétrico induzido E:

- 0By
B o.de= — 95 5 1.11
%c - dc //(825) ndS (1.11)
S

Tomando o caminho C' no interior do circuito, associamos uma forca eletromotriz £, ao
campo elétrico Ey, dada por

€L :% Ep - dé. (1.12)
C
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Como By, é proporcional a I, a f.e.m. £, é proporcional a derivada da corrente elétrica I
com relacdo ao tempo e escrevemos

% 11
cL dt (1.13)

e exemplo 2:

Calculo da auto-indutancia L de um solendide cilindrico, muito longo, de raio a, compri-
mento b>a, com n espiras por unidade de comprimento. O valor de L pode ser obtido
tanto a partir da eq. (1.2) como da eq. (1.13) e, em ambos os casos, é preciso conhecer
o0 campo magnético B;. Supondo que o solendide seja percorrido por uma corrente I e
aplicando a lei de Ampere ao caminho C' da fig. 1.4, temos

?{B?L-dé’:,uo]%|§L|d:,u0ndf—>|§L|:,uon]. (1.14)
c

v

[V

B

<
3

<

&

\ 2R

Figura 1.4: Determinagao do campo B, através da lei de Ampere.

alternativa 1: A energia acumulada no campo magnético é dada por

o= fff (5) o 1

sendo V' o volume da regiao ocupada pelo campo. No presente exemplo, o fato de o
solendide ser muito longo permite-nos supor que o campo no seu exterior seja desprezivel
e que o campo no seu interior seja uniforme. Essas aproximacoes permitem-nos escrever
B? Ta’b 1
Up=-L7a*b= (uonI)* =—pyn’ma’bl*. (1.16)
2410 20 2

Comparando com a eq. (1.10), obtemos

L=ypon*ma®b. (1.17)



alternativa 2: A f.e.m. associada ao campo induzido EL é dada por

. B
5L:7{EL-d5:—/ %-ﬁds, (1.18)
C S

onde o caminho C passa pelo interior de todo o circuito. Para efetuar o caclulo, supomos
que 0 campo EL exista apenas na regiao do indutor e que este seja equivalente a um
conjunto de (nb) espiras circulares. Com essa aproximagcao, podemos tomar o caminho C'
no interior de uma das espiras, o que faz com que 7 seja paralelo ao eixo do solendide e,
portanto, EL = Bn.

Como By, é uniforme no interior do solendide, para uma espira, podemos escrever

B, _ .., 0B ,
S

Usando o resultado (1.14), obtemos

0By, ol
e, portanto,
0B, _ .. oI ,
s

O solendide de comprimento b e n espirais por unidade de comprimento, te bn espiras e,
a f.e.m. total é dada por

EL = o M a’/TGQb. (1.22)

Comparando com (1.13), obtemos novamente

L=pon’mab. (1.23)

e resistores

Resistores sao sistemas condutores, metalicos ou nao, que dissipam energia eletro-
magnética quando percorridos por correntes elétricas. Se no interior de um condutor
existir um campo elétrico ER haverd, devido a este campo, uma corrente elétrica que o
percorre. Em muitas situagoes, vale uma relagao linear entre a densidade de corrente j
que percorre o condutor e o campo elétrico E r. Tal relagao, conhecida como lei de Ohm
microscopica, pode ser escrita como:

. E
j=== (1.24)
p
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5012, —MWW—

R

(a) (b)

Figura 1.5: (a) Um fio metdlico cilindrico de raio a e comprimento b; (b) Representagao
esquematica de um resistor.

onde p é a resistividade elétrica do condutor, que depende do material e da temperatura.

A f.e.m. ep existente entre dois pontos do condutor é dada por

com a integral calculada sobre um caminho que ligue os dois pontos. Desta forma, para
condutores 6hmicos, vale a relacao:

gR:/ pj - dé (1.26)

Como | j | é proporcional a corrente I que percorre o condutor, para situagdes em que
vale a lei de Ohm, o mesmo vale para g, 0 que permite escrever

ER = R], (127)

onde R ¢ a resisténcia do condutor, que depende da resistividade do material e de sua
geometria. FEsta relacao expressa a lei de Ohm na forma macroscépica e a poténcia
dissipada no trecho do fio correspondente a f.e.m. eg é dada por

Pr=crl=RI*. (1.28)
e exemplo 3:

Calculo da potencia dissipada em um fio metéalico cilindrico, de raio a, comprimento b e
resistividade p, submetido a uma f.e.m. g, mostrado na fig. 1.6, supondo vélida a lei de
Ohm microscépica j = Er/p.

Um modo facil de resolver este problema consiste em usar a relacao Pgr = crl, dada pela

eq. (1.28), depois de obter R e I a partir dos dado do problema. A f.e.m. esta relacionada
ao campo Fx no interior do resistor por

5R:/ Eg-dé. (1.29)



b4
'l'""-t\

Er jﬂj[zou

e B N

Figura 1.6: Fio de resistividade p, comprimento b e raio a submetido a diferenca de
poténcia Vg.

Como o campo elétrico Er é uniforme no interior do fio, temos

— 15
| B =2 (1.30)

A corrente I estd relacionada a | j | por
=jra (1.31)

e a lei de Ohm microscépica permite escrever

1 ER
—_— = 1.32
Ta®  pb (1.32)
A poteéncia dissipada vale, portanto,
T CL2 2
PRzgR[:—b (5R) . (133)
p

e fontes de tensao

Fontes de tensao sao sistemas capazes de transformar outras formas de energia em ener-
gia eletromagnética. Neste curso, consideramos dois tipos de fonte de tensao, as continuas
e as oscilantes. Ao primeiro tipo estd associada uma forca eletromotriz ¢ constante, e ao
segundo, forcas eletromotrizes que variam com o tempo. Em ambos os casos, a fonte
fornece, ao circuito a ela conectado, uma poténcia P dada por

PV =&y 1 y (134)

onde I é a corrente na fonte.
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&
—l—  ——
£ £
(a) (b)

Figura 1.7: (a) Representagao de uma fonte de tensao constante. (b) Representagao de
uma fonte de tensao varidvel.

« um exemplo de circuito

Um circuito corresponde a uma particular combinagao de elementos, tais como capa-
citores, indutores, resistores e fontes. Existem, portanto, inimeras possibilidades a nossa
disposicao. Um circuito particularmente simples é mostrado na fig. 1.8, que representa
uma associacao em série de um capacitor de capacitancia C', um indutor de indutancia L,
um resistor de resiténcia R e uma fonte de tensao com forga eletromotriz V. Ele é conhe-
cido como circuito RLC'. O circuito é simples, mas a fisica que rege o seu funcionamento
nao é nada simples. Mas ela é bonita e, por isso, muito interessante. E nds, também,
somos parte do problema.

Figura 1.8: Um resistor, um capacitor, um indutor e um gerador de tensao, associados
em série; a chave permite que o circuito seja aberto ou fechado.

Olhe, com forga, a figura 1.8. Ela pode sugerir que alguém foi a uma loja e comprou
uma pilha, um resistor, um capacitor, um indutor e juntou todos esses elementos, na ordem
indicada na figura, por meio de fios sem resisténcia. A menos dos fios sem resisténcia,
essa seria uma possibilidade. Mas nao a tnica. A razao é que a figura 1.8 corresponde a
um simbolo e, nao, a uma fotografia do circuito. Ela nao tem a intencao de representar o
circuito no espaco tridimensional. Ela representa o circuito num espaco de conceitos e a
sua intencao ¢ indicar que, neste particular caso, o sistema recebe energia eletromagnética
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externa (1), irradia parte dela de volta para o ambiente externo (R) e acumula outras
partes, na forma de campos elétrico (C) e magnético (L). A figura indica que esses
processos acontecem mas nao onde, no espaco tridimensional, eles ocorrem.

No interior de metais, as cargas moveis sao os seus elétrons livres. Se a temperatura do
sistema nao for muito préoxima de 0K, cada elétron pode ser pensado como uma entidade
individual e o seu comportamento é regido pela forca de Lorentz, F = —e(E + U X é)
Nos circuitos comuns, as velocidades dos elétrons livres sao baixas em comparacao a da
luz e as forgas de origem magnética podem ser desprezadas. Por isso, o comportamento
do circuito é determindao pelos campos elétrico no interior do fio.

Com o circuito aberto, o campo resultante no interior do metal é nulo. Esse campo é
devido a superposicao de dois tipos de efeitos. Um deles é a presenca da fonte de tensao
V', que cria um campo elétrico no qual todo o circuito estd embebido. Esse campo induz
cargas nas superficies dos componentes metalicos do circuito. Os campos devido a essas
cargas induzidas se somam vetorialmente ao da bateria, produzindo uma resultante nula
no interior do metal. Por isso, neste caso, os elétrons executam, no interio do fio, apenas
um zigue-zague de origem térmica. Na parte exterior do circuito, os campos da bateria
e das cargas induzidas na superficie do metal nao se anulam e alguma energia de origem
elétrica fica acumulada nessa regiao. Isso constitui em efeito capacitivo.

Quando o circuito é fechado, todos os seus elementos passam a influir sobre o compor-
tamento do elétron. A equacado da continuidade desempenham, entdao, um papel muito
importante, pois a corrente elétrica funciona, no interior do circuito, como um fluido in-
compressivel. Por isso, em cada instante, a corrente I é a mesma em qualquer dos seus
pontos, exceto no intervalo aberto entre as placas do capacitor. Mas é ela, também, que
permite relacionar a carga () nessas placas com a corrente, por meio da relacao I = dQ/dt.

A corrente elétrica corresponde a um movimento ordenado dos elétrons, superposto ao
movimento desordenado associado a agitacao térmica. No caso de condutores ohmicos,
em cada ponto do interior do metal vale a relacao ; = oE e, portanto, a densidade de
corrente é proporcional ao campo elétrico resultante nessa ponto.

A fonte de tensao, que pode ser uma pilha, cria campo elétrico a sua volta, devido as
cargas acumuladas nas suas extremidades. O mesmo acontece com o capacitor, quando
existem cargas acumuladas nas suas placas. E o mesmo também acontece com o indutor,
quando ele é percorrido por uma corrente que varia com o tempo. E importante perceber
que esses campos existem tanto dentro das partes metélicas que formam o circuito quanto
fora delas, no espaco vazio. Para completar o quadro, é preciso mencionar uma quarta
fonte de campo elétrico, da qual se fala pouco. Essa fonte de campo sao as cargas acu-
muladas na superficie do metal. O campo que elas criam existe, também, dentro e fora
do metal. Entretanto, é dentro do metal que os seus efeitos sao mais perceptiveis, pois é
ele, que somado aos campos da bateria, do capacitor e do indutor, produz uma resultante
que é sempre paralela ao fio. E esse conjunto de fatores que faz com que a corrente siga
o caminho indicao pelo fio.
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e exercicios:

1. Em um circuito eletromagnético real, a resisténcia, o capacitor e o indutor sao sempre
elementos distintos?

2. E dado um capacitor cilindrico, constituido por pecas metélicas com as formas das na
figura 1.9. Calcule

a) o médulo do campo elétrico no seu interior, quando ele esta carregado com a carga Q;

b) a sua capacitancia.

Figura 1.9:

3. Se os elementos da fig.1.9 forem percorridos por uma corrente I, eles podem ser
considerados como um trecho de um cabo coaxial. Admitindo isso, calcule

a) o médulo do campo magnético na regiao entre os dois condutores;

b) a auto-indutancia L deste trecho do cabo.

4. £ dado um resistor, formado por dois cilindros de mesmo metal, de resistividade p, com
a forma dada na figura 1.10, submetido a uma f.e.m. . Usando a lei de Ohm microscépica
1= E/p, determine:

a) a corrente que atravessa o cilindro da esquerda;

b) os médulos dos campos elétricos Er e Ep no interior dos cilindros da esquerda e da
direita da figura;

¢) o campo elétrico no interior do fio é continuo ou descontinuo sobre a superficie onde
os cilindros se tocam? Justifique a sua resposta.

e respostas:

1. a)]ﬁc\:ﬁ,paraagrgb

b) C' = 2135/20

2. a)|§L|:%,paraa§r§b
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Figura 1.10:

b) L = B2l,b/a

_ _malA? ¢
3.a)l= Thra’B -

_ a?
 A2?b+a?B

b) EE = ED S

A2 .
A%+a?B &
c) descontinuo: se a corrente I fluir da esquerda para a direita, na interface existe uma
densidade de carga

calculada por meio da lei de Gauss elétrica. Se a corrente mudar de sentido, a densidade
de carga na interface muda de sinal.
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Capitulo 2

circuito RLC

As equacgoes de Maxwell permitem-nos determinar como funcionam os circuitos
elétricos envolvendo indutores (L), resistores (R), capacitores (C) e fontes de tensao
(V). O comportamento de um determinado circuito depende, como veremos, nao apenas
da maneira como os elementos estao associados, mas também dos valores de R, L,C' e V.
De modo geral, a tensao V' pode ser constante, como no caso de uma pilha ou varidvel
no tempo, como uma tomada elétrica. Nesta aula e na préxima, estudamos o sistema
formado por um indutor, um capacitor e um resistor ligados em série a uma fonte de
tensao constante, conhecido como circuito RLC' e mostrado na figura 2.1.

SHAVE

(

| |
L

Figura 2.1: Representacao de um circuito RLC em série, com uma chave.

e equacao diferencial
Em geral, estudar e "resolver’um circuito consite em determinar como as cargas
elétricas se localizam e se movem no seu interior, em funcao do tempo e, o que é comple-

mentar, os varios fluxos de energia.

Existem varias maneiras possiveis para resolver o circuito da fig. 2.1 e uma delas ¢é
baseada no principio de conservacao de energia. H& quatro formas de energia a serem

15
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consideradas: a energia fornecida pela fonte, a energia dissipada no resistor e as energias
armazenadas no capacitor e no indutor. Como a energia do sistema se conserva, a poténcia
Py fornecida pela fonte pode ser escrita como

dUc  dU
¢+ =L+ Pg. (2.1)

p, = —¢
VT dt dt

Usando os resultados para Py, Ug, Ur, e Pr obtidos anteriormente, e escrevemos

2 2
(&), dEE)
dt dt

VI= +RI?, (2.2)

onde [ é a corrente que circula através do resistor, do indutor e da fonte de tensao e @) é
a carga no capacitor. Como a carga elétrica é uma grandeza conservada, as variacoes de
(Q estao diretamente relacionadas as correntes nos fios conectados as placas do capacitor.
Por isso, usando a equacao da continuidade, temos

iQ
=1 (2.3)

Usando esse resultado e efetuando as derivadas temporais, reescrevemos a eq. (2.2) como

QI dl , @ dI
VI_7+LIE+RI = C+Ldt+RI I. (2.4)

Eliminando /, e reordenando os termos, encontramos

d*Q d@  Q
—L-f4yR—S4 % 2.
V=L S+R—C+ 5 (2.5)

que é uma equagao diferencial de segunda ordem em (). Resolvendo essa equagao, en-
contramos a func¢do Q(t), a partir da qual I, Ug, U, P e Pr podem ser obtidos. Os
métodos matematicos para resolver essa equagao sao discutidos em seguida.

E importante notar que o resultado (2.5) também poderia ser obtido a partir da ex-
pressao da forca eletromotriz,

e = / E-dl (2.6)
pois ele pode ser reescrito como

V=coc+er+er. (2.7)
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e solucao da equacao diferencial

O comportamento deste sistema é determinado pela equacao diferencial (2.5), que
reescrevemos como

LS 4RE4+ 2=V (2.8)

Para conhecer o seu funcionamento, precisamos obter as solugdes Q(t) dessa equagao.
Este é um problema matematico bem conhecido, cujas caracteristicas principais revemos
a seguir.

A equacgao diferencial considerada é de sequnda ordem, pois envolve a derivada segunda
da carga () em relacao ao tempo; linear, pois s6 contém termos lineares em (), nao
envolvendo outras fungoes tais como Q% /1/Q,sen @, exp(Q), etc. Finalmente, ela é nao
homogénea, ja que, isoladas as fungoes de () e suas derivadas no lado esquerdo, o lado
direito ¢ nao nulo.

No caso em que a tensao V ¢ constante, é possivel, através de uma mudanca de
variavel, tornar a equacao diferencial homogénea e mais facil de resolver. Usando a nova
variavel

g=Q—-CV | (2.9)
reescrevemos a equacao diferencial como

d*q dg
LC — + RC — =0. 2.10
az g T (2.10)
Esta equacao admite diferentes tipos de solugao, dependendo dos valores de R, L e C.
Para analisar as possiveis solucoes, definimos o discriminante:

4L
A=R— —. 2.11
y (211)
Dependendo dos valores numéricos de R, L e C, o discriminante pode ser negativo, positivo
ou nulo e, a cada um destes casos, corresponde um tipo diferente de comportamento do

circuito.
ecaso 1: R?# %L 5 A#£0

Quando o discriminante é nao nulo, a solugao da equagao diferencial para ¢(t) é uma
exponencial do tipo e, onde A é uma funcao de R, L e C, a ser determinada. Substituindo
q(t) = e* na equacdo (2.10), obtemos:

LCXN M + RC XM + M =0. (2.12)
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Como este resultado deve ser valido para qualquer valor de t, obtemos a condicao

LCN+RCA+1=0, (2.13)
que fornece
R 1 4L VA
- - 2 " = _ I
A 2Li2L R o= a+ 5 (2.14)
onde
R
=—. 2.15
a=or (2.15)
Assim, a expressao geral para ¢(t) pode ser escrita como uma combinagao linear das duas
possibilidades:
A A
q(t) = A exp <—a + %) t| + B exp (—04 — %) t] , (2.16)

onde A e B sao constantes.

Essas duas constantes, que parecem entrar no problema pela porta dos fundos, sao
extemamente importantes. A primeira coisa a ser notada, é que elas téem dimensao de
carga e no S, sdo dadas em coulombs (C). Do ponto de vista puramente matemaético,
quaisquer valores de A e B sao aceitaveis. Assim, por exemplo, o par de valores A = 1,17C'
e B = —0,23C fornece uma solugao tao boa da eq. (2.9) quanto o par A =0e B = 5.47C.
Por isso, a fungao dada pela eq. (2.16) representa, de fato, a classe mais geral possivel
de solugoes da equagao diferencial homogénea, para o caso A # 0. Mais um exemplo do
admiravel poder da matematica. Por outro lado, quando olhamos o problema do ponto de
vista do laboratorio, notamos que somente existem situacoes particulares. A carga de um
capacitor real nao pode variar com o tempo do modo mais geral possivel permitido pela
matematica! Por isso, em problemas fisicos, as constantes A e B precisam ser escolhidas de
modo que uma funcao matematica geral possa descrever um caso especifico. Este aspecto
do problema voltara a ser abordado por meio de exemplos. Antes disso, retornamos
ao problema matematico e estudamos separadamente, as duas situacoes possiveis para
discriminate nao nulo: A <0e A > 0.

caso la: R2<%—>A<O

O discriminante A, dado pela eq. (2.10), envolve o fator R?, associado & dissipagao
de energia e o quociente 4L/C', associado a conservagao de energia. Por isso, um valor
negativo para A indica que o circuito é predominantemente conservativo. Para com-
preender como funciona um sistema conservativo, consideremos um caso limite no qual
a resisténcia pode ser desprezada. Nessa situacao, toda a energia contida no sistema
nao pode sair dele e tem de ficar acumulada, seja no capacitor, seja no indutor. Como
consequeéncia, o sistema oscila.
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A solugao geral ¢(t) expressa por (2.16) incorpora esse comportamento, mas é preciso
manipula-lo um pouco para tornar isso claro. No caso em que A é negativo, reescrevemos
a sua raiz como

\/Z—\/—<%—R2)—i %_Rz (2.17)

a eq. (2.16) pode ser colocada na forma
qt) = e [Ae"™ + Be™™] | (2.18)

onde

y = VAL/C = R (2.19)

2L

A carga elétrica é uma grandeza observavel e, portanto, deve ser expressa por uma funcao
real. A eq. (2.18), por outro lado, descreve uma fungao complexa, o que parece inaceitével.
Para evitar esse problema, é preciso escolher as constantes A e B adequadamente.

O fato de a carga ser uma grandeza real corresponde a condicao ¢ = ¢* e, portanto
Aett | Be—t — A% o=t | Bretivt (2.20)
Para que esta igualdade seja valida para qualquer t, devemos ter
A=B"«< B=A" (2.21)

Usando esse resultado na expressao (2.18) e escrevendo o nimero complexo A na forma
polar

A=Al , (2.22)
obtemos
q(t) = pe “cos(vt —0) , (2.23)

com p = 2|A|. Este resultado, apesar de forma diferente, é totalmente equivalente a eq.
(2.16). Desta forma, a carga @Q(t) no capacitor do circuito em estudo, de acordo com a
expressao (2.9), é dada por

Q(t) =CV + pe *cos(vt —0). (2.24)

Essa funcao descreve uma oscilagao amortecida. A intensidade do amortecimento é re-
presentada por

a=—, (2.25)
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que é diretamente proporcional a resisténcia. Isso indica que, no limite R = 0, nao ha
amortecimento. O carater oscilatério da funcao é devido a presenca do cosseno, sendo a
freqiiéncia dada por

1 R?
LC 412"
Os parametros p e # indicam que a equagao (2.21) descreve a classe mais geral possivel
de solugoes com A < 0.

(2.26)

UV =

Para completar esta discussao, notamos que a expressao da corrente no circuito que é
dada por

_ 49 _

Itt) = dt

—pe “[acos(vt — 0) + vsen (vt — 0)] (2.27)

e exemplo la:

Neste exemplo, estudamos o comprtamento de um circuito RLC' sem bateria, no caso em
que, com a chave aberta, o capacitor esta carregado com carga (Jy. O objetivo é calcular
a fungao Q(t), supondo que a chave tenha sido fechada no instante ¢ = 0 e, para isso,
precisamos extrair, dos dados do problema, os valores de p e 6.

Dois parametros requerem duas condi¢oes. Uma delas diz respeito a carga inicial do
capacitor, que pode ser expressa como Q(t = 0) = Qy. A outra vem do fato de nao haver
corrente para t < 0. Quando a chave é fechada, em t = 0, a corrente comeca a fluir,
a partir do valo I(t = 0) = 0. Impondo essas duas condigoes as eqs. (2.24) e (2.27),
obtemos

Neste caso, as condicoes iniciais sao

Q(t=0)=Qo— Qo= pcosh, (2.28)
I(t=0)=0— —acosfd +vsen § =0. (2.29)
A solucao desse sistema fornece
tg0 = % (2.30)
p=@ " 2.31)

Assim, para este circuito sem fonte, a carga () no capacitor e a corrente I sao descritas,
para t > 0, por

‘/O{2+V2

Qt) = QOT e cos(vt — ), (2.32)
I(t) = —QOM e [acos(vt — ) — vsen (vt —0)] | (2.33)

v
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Figura 2.2: A carga @, em funcao do tempo t, no capacitor de um circuito RLC' série,
sem fonte, no caso em que R? < 4L/C

sendo «a, v e 6 dados pelas egs. (2.25), (2.26) e (2.30)

A expressao da carga envolve um fator que oscila, dado por cos(vt — 6), multiplicado
por uma “amplitude” da forma Q¢(va? + v?/v)e™, que diminui exponencialmente com
o tempo. Esta é a expressao caracteristica de um oscilador amortecido, cujo grafico
é mostrado na fig. 2.2. A oscilacao esta relacionada a transferéncia de energia que
ocorre entre o capacitor e o indutor e o amortecimento é devido a dissipacao de energia
no resistor. Em um circuito LC' sem resisténcia ocorre, como veremos adiante, apenas
oscilagao, sem amortecimento. Fisicamente, o caso A < 0 corresponde a uma situagao
onde a resisténcia R é relativamente pequena, ou seja, onde hé pouca dissipagao de energia
eletromagnética. O fator de amortecimento, o = —R/2L, é proporcional a resisténcia do
circuito. Assim, quanto maior for essa resisténcia, mais rapida sera a dissipagao de energia
e, conseqiientemente, maior sera o amortecimento.

Por outro lado, a carga e a corrente oscilam com uma freqiiéncia v que, mantidos L
e C fixos, decresce com o aumento da resisténcia. Quando R ¢é apenas um pouco menor
que /4L/C, a freqiiéncia é muito pequena e o sistema tende a ser apenas amortecido.

O tipo de comportamento do circuito para A < 0 é chamado de amortecimento sub
critico.

e caso 1b: R2>%—>A>O

Neste caso, a dissipagao de energia é grande e a solugdo geral para ¢(t), dada pela
expressao (2.16), pode ser escrita como

q(t)y = Ae P+ Be (2.34)
onde S e 7 sao constantes positivas, dadas por

R VA R VA
B_i_f7 V_EJFZ’ (235)
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Assim, a carga ((t) no capacitor e a corrente I(t) no circuito sao descritas pelas classes
genéricas de fungoes

Qt)y=CV+Ae P+ Be | (2.36)
I(t)=—-ABe P —Brye ", (2.37)

sendo A e B constantes quaisquer .
e exemplo 1b:
Desejamos determinar as funcoes que descrevem a carga e a corrente em funcao do tempo,
para um circuito no qual nao ha gerador e cujo capacitor estd inicialmente carregado com

carga (g, supondo que a chave seja fechada no instante t = 0.

Neste caso, as condigoes iniciais sdo Q(t = 0) = Q e I(t = 0) = 0. Portanto

Qt=0))=Qo—A+B=Q, (2.38)
It=0)=0—AB+By=0. (2.39)

o que leva a
A=7Qo/(v—B), (2.40)
B=—-3Qo/(v—8). (2.41)

Figura 2.3: A carga ), em funcao do tempo ¢, no capacitor de um circuito RLC série
sem fonte no caso em que R? >4L/C

As fungoes desejadas sao, portanto,

Qt) = (ye ™ = Be) (2.42)

1(t) = 1@ (e? —e) | (2.43)
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com [ e 7 dados pelas eqs. (2.34) e (2.35). Como as constantes [ e 7 tém valores
positivos, a carga () e a corrente [ decrescem exponencialmente com o tempo, como
mostra a Fig. 2.3. Como a resisténcia é grande, a dissipagao ocorre rapidamente. Sistemas
nesta condicao sao chamados de superamortecidos.

ecaso 2: R®=% -5 A=0

Quando o discriminante é nulo, a solu¢ao geral da equacdo diferencial (2.16) tem a
forma

q(t) = (A+ Bt)e (2.44)
sendo
R
= —. 2.4
« 5T (2.45)

Assim, as solugoes genéricas do problema sao
Q(t)=CV + (A+ Bt)e ™, (2.46)

I(t) = [B+a(A+ Bt)e . (2.47)

e exemplo 2:

Consideramos, novamente, o problema de encontrar Q(t) e I(t) para um circuito sem
fonte, com um capacitor carregado com carga (Jy, cuja chave foi fechada no instante
t = 0. Essa situacao corresponde as condigoes iniciais Q(t = 0) = Qq, I(t = 0) = 0.
Assim,

Qt=0)=Qo— A= (2.48)
It=0)=0— B=—-aQ (2.49)
e, portanto,
Qt) = Qo (1 2 t> e (B2t (2.50)
2L
) = -0 <£>2 g-(FI2D) (2.51)
°\2L

Neste caso, nao ha oscilacao e a carga no capacitor decresce continuamente, tendendo a
zero apos um tempo grande, como mostra a figura 2.4.
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Gty

Figura 2.4: a) A carga () no capacitor e b) a corrente I, em fungao do tempo ¢, para um
circuito RLC' série, sem fonte, no caso em que R =4L/C.

e exerciclios:

1. Mostre que a fungao Q(t), dada pelas egs. (2.9) e (2.22), satisfaz a equagao diferencial
(2.8) para quaisquer valores de p e 6;

2. Mostre que a funcao I(t), dada pela eq. (2.32), pode ser reescrita como

(o
VILC — R2C?/4

3. Mostre que a constante (3, dada plea eq. (2.34), é positiva.

e *gen vt .

I(t) =

4. Mostre que a fungao Q(t), dada pelas eqgs. (2.9) e (2.46), satisfaz a equagao diferencial
do circuito para quaisquer valores de A e B.

5. E dado um circuito RLC, ligado a uma fonte de tensao V', constante, como na figura
2.1. Supondo que o capacitor esteja descarregado e que a chave seja fechada no instate
t=0,

a) determine as fungoes que descrevem a carga no capacitor e a corrente no circuito em
funcao do tempo;
b) o que acontece com o sistema para tempos muito grandes?

6. Para a situagao descrita no exercicio anterior, determine, para tempos muito grandes,
a) a energia acumulada no capacitor;

b) a energia acumulada no indutor;

c) a energia dissipada no resistor;

d) a energia fornecida pela fonte.

Sugestao: procure as integrais relevantes em uma tabela; ou, o que é mais facil e elegante,
efetue as integrais usando o resultado sen ¢ = (' — ¢7?) /2i.



e respostas
5. a) Q(t) =CV [1— e (cosvt + 2sen vt)] , I(t) = 15 e *'senvt .
b) o capacitor fica carregado com carga Q(t — oo) = CV e a corrente se anula.

6. a) $ CV? b) zero; ¢) [ RIZdt = 5CV*% d) [[° VIdt = CV?2.

25
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Capitulo 3

circuitos LC, RL,RC

Todos os circuitos eletromagnéticos reais apresentam efeitos resistivos, indutivos e capa-
citivos. Entretanto, em algumas situagoes particulares, um ou mais destes efeitos, por
serem pouco significativos, podem ser ignorados. Nesta aula, estudamos alguns casos
particulares, em que um dos elementos do circuito RLC' em série pode ser desprezado.

e circuito LC

Um circuito RLC' em série, com fonte de tensao constante e com uma resisténcia muito
pequena, que pode ser ignorada, é descrito matematicamente, fazendo R — 0 na equagao
(2.7). Temos, entao

A - (3.1)

A classe geral de solugoes desta equagao diferencial é dada por
Q(t) = CV + p cos(vt — 0) (3.2)

e a freqiiéncia de oscilagdo v pode ser obtida pela substituicao da expressao (3.2) na
equagao diferencial (3.1). Assim,

1
A corrente no circuito LC' é dada por
I(t) = % = —prvsen(vt—0). (3.4)

Os resultados acima também podem ser determinados a partir das expressoes para o
circuito RLC' estudado na aula anterior. Quando a resisténcia ¢ nula, de acordo com

27



28 CAPITULO 3. CIRCUITOS LC, RL,RC

(2.10), o discriminante é um ntimero negativo, dado por A = —4L/C'. Portanto, para
um circuito LC, a freqiiéncia de oscilagao, a carga do capacitor, a corrente, podem ser
obtidas fazendo R = 0, respectivamente, nas expressoes (2.17), (2.21) e (?7?).

e exemplo 1:

E dado um circuito LC', sem fonte de tensao, no qual existe uma chave aberta, e o
capacitor estd carregado com carga )y, como representado na Fig. 3.1. No instante
t = 0, a chave é fechada. O nosso objetivo é determinar os comportamentos de cargas,
correntes, campos e energias desse circuito, em funcao do tempo.

—
SHAVE

Figura 3.1: Esquema de um circuito LC' sem fonte.

Estes resultados mostram que, num circuito LC, a carga e a corrente permanecem os-
cilando indefinidamente, com freqiiéncia v = /1/LC". Isso ocorre porque, se nao ha
resisténcia, a energia, que estava inicialmente no capacitor, nao tem como escapar do
sistema. As egs. (3.6) e (3.7) mostram, também, que carga e corrente estao fora de fase.
A figura 3.2 mostra os comportamentos dessas grandezas neste circuito LC'.

.
.
.....

Figura 3.2: A carga ((t) no capacitor e a corrente I(¢) no circuito LC' sem fonte

Como ja foi enfatizado anteriormente, uma figura como a 3.1 nao representa uma fo-
tografia do circuito. Ela indica, numa linguagem conceitual, que o circuito é capaz de
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armazenar energias em campos elétricos e magnéticos. Entretanto, ela nao fornece ne-
nhuma pista acerca dos lugares onde esses campos estao, ja que ela nao menciona as
formas e dimensoes dos varios componentes. Por exemplo, os aciimulos de campos ocor-
reriam em regioes diferentes se o capacitor fosse plano ou cilindrico ou se o indutor fosse
cilindrico ou toroidal.

Em geral, um circuito é eletricamente neutro, ja que o numero total de fons positi-
vos no seu interior é igual ao numero total de elétrons livres. Os fons estao fixos em
estruturas bastante rigidas, enquanto que os elétrons livres podem ser empurrados de um
lado para outro, por meio de campos elétricos externos. Por isso, em algumas situagoes
excessos de elétrons livres podem aparecer nas superficies do metal. Quando isso acon-
tece, a neutralidade global do circuito faz com que excessos de cargas positivas aparecam,
simultaneamente, em outras regioes da superficie metalica.

E algo desse tipo que acontece no circuito deste exemplo, antes de a chave ser fechada.
A informacao que o capacitor estd inicialmente carregado com carga () significa que uma
das superficies do capacitor tem um excesso de elétrons que corresponde a uma carga
total —(Q)y e a superficie oposta, uma falta de elétrons, que corresponde a uma carga
total +@)y. Essas cargas expostas dao origem a campos elétricos em torno delas. Esses
campos sao mais intensos na regiao entre as placas, mas existem também fora do capacitor,
tanto no interior como no exterior dos demais fios metalicos do sistema. A chave aberta
funciona como um segundo capacitor. Para nos convencermos disso, basta lembrar que
um capacitor corresponde a uma interrupcao do circuito, onde cargas podem se acumular.

’

C

L -
 P—

Figura 3.3: As energias armazenadas no capacitor (Ug), no indutor (Ug) e a energia
total (Ur) de um oscilador LC

A chave aberta possui, portanto, uma capacitancia C’, que depende das suas carac-
teristicas geométricas. Assim, o circuito deste exemplo com a chave aberta corresponde
a situagao mostrada na figura 3.3. Para desenhar a figura, escolhemos uma configuragao
de cargas para o capacitor C' e ela determina a configuragao de cargas da chave aberta.
Como esses dois sistemas geram campos que tendem a mover os elétrons do fio em diregoes
opostas o resultado é uma corrente nula. O fenémeno ¢ intuitivo, mas a explicacao, nem



30 CAPITULO 3. CIRCUITOS LC, RL,RC

tanto ...

Figura 3.4: Esquema de um circuito LR com fonte de tensao constante

Quando a chave é fechada, temos a situacao mostrada na figura 3.4, sendo que a
carga no capacitor é, nesse instante, (Jy. Essas cargas expostas criam campo elétrico em
todo o espaco. Normalmente, nao prestamos muita atencao aos campos existentes nas
regioes externas ao capacitor, mas eles sdo muito importantes. A tendéncia do capacitor
é comecar a se descarregar e, para tanto, € preciso que todos os elétrons livres do circuito
se ponham em movimento, mesmo os existentes no interior do fio que constitui o indutor
ou dos que o conectam ao capacitor. E o campo elétrico existente fora do capacitor que,
como um maestro de orquestra, passa a reger simultaneamente os movimentos de todos
os elétrons livres do sistema, independentemente de onde eles estejam.

O descarregamento do capacitor requer necessariamente, devido a equacao da conti-
nuidade, o surgimento de uma corrente nas partes metdlicas do circuito. Essa corrente
determina o aparecimento de campos magnéticos, descritos pela lei de Ampere. Como a
corrente varia com o tempo, o mesmo acontece com o campo magnético e, de acordo com
a lei de Faraday, aparecem novos campos elétricos, tanto no interior como no exterior do
indutor. Esses campos também agem nos elétrons livres existentes no interior das partes
metalicas do circuito. Por isso, as correntes no sistema resultam da competigao entre dois
campos elétricos de origens diferentes:

- 0 campo do capacitor EC, proporcional a Q);
- 0 campo do indutor EIND, proporcional a dI /dt.

As condigoes iniciais para este circuito sao Q(t = 0) = Qo e I(t = 0) = 0. Impondo
estas condigoes as expressoes (3.2) e (3.4) e lembrando que, neste caso, V' = 0, obtemos

p=C0Qy e =0 (3.5)

Assim, a carga no capacitor e a corrente no sistema sao dadas por

Q(t) = Qo cos(vt) , (3.6)
I(t) = —Qovsen (vt). (3.7)
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Esses resultados permitem-nos calcular as energias Uz e Up armazenadas, respecti-
vamente, no capacitor e no indutor. Elas sao dadas por

Q° _ Q5 o

UC = % = %COS (Vt), (38)
LIZ L 2 2

U, = - = % visen’(vt) = ;2_((;)' sen? vt. (3.9)

A energia total Ur do sistema corresponde & soma das energias elétrica Ugs e magnética
U, e vale

o

U:U(j—f-UL:QC.

(3.10)
As expressoes acima mostram que, inicialmente, toda a energia do sistema esta no capaci-
tor e, a medida que o tempo passa, ha uma oscilagao entre a energia elétrica armazenada
no capacitor e a energia magnética, no indutor. A energia total do sistema permanece
constante, com valor igual ao da energia inicial, armazenada no campo elétrico do capa-
citor. Este sistema é conservativo, pois nao ha resisténcia no circuito, e, portanto nao
pode ocorrer dissipacao de energia. A figura 3.5 representa o comportamento das energias
elétrica, magnética e total em um oscilador LC', em funcao do tempo.

Figura 3.5: As energias armazenadas no capacitor (Ug), no indutor (UL) e a energia
total (Ur) de um oscilador LC
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e circuito RL

Fisicamente, um capacitor pode ser eliminado de um circuito colocando “em curto”
os dois condutores que o compoem. Nesta situacao, a capacitancia C passa a ter valor
infinito. Portanto, a eliminagao do capacitor do circuito RLC' é feita tomando o limite
C' — oo (e ndao C' — 0!) na equagao (2.7), para o circuito RLC. A equagao diferencial
do circuito RL é, entao dada por

’Q | ,dQ
L—+R—=V. 3.11
dt? dt ( )
Para este sistema, Q(t) deixa de ter o significado de carga no capacitor, como nos casos
anteriores, e o que tem sentido fisico é a corrente d@/dt no circuito. E conveniente, por
isso, reescrever a equagao (3.11) como

L dl v
—— 4+ 1 =—. 12
Rdat R (312)

Como estamos tratando do caso em que V' ¢é constante, é possivel, através de uma mu-
danca de variavel, chegarmos a uma equacao diferencial homogénea. Para tanto, definimos

v
=1 — — 3.13
i=1- (313

e obtemos

L di
— —+17=0. .14
Rdt+l 0 (3.14)

A classe de solucoes dessa equacao é dada por
i(t) =Ae ™ (3.15)
onde
a=R/L.

Assim, a corrente em um circuito RL, com fonte de tensao constante, é escrita como

I(t) = % T Ae, (3.16)

sendo a constante A determinada pela condigao inicial do problema.
e exemplo 2:

Um resistor R e um indutor L estao ligados em série a uma fonte de tensao constante
V', como mostra a fig. 3.6. O objetivo deste exemplo é determinar a corrente no circuito
e os fluxos de energia em funcao do tempo, supondo que a chave tenha sido fechada no
instante t = 0.
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Figura 3.6: Esquema de um circuito LR com fonte de tensao constante

Para este circuito, a condigao inicial é I(t = 0) = 0. Aplicando-a a eq.(38.15), con-
cluimos que A = —V/R.

Assim, a corrente neste circuito RL é dada por

I(t)=— (1—e R/E) | (3.17)

A poténcia Py fornecida ao sistema pela fonte de tensao é

V2
Py =VI(t) = 4 (1= e /L) (3.18)
e a potencia Pg dissipada no resistor vale
V2
Pr= RP(t) = = (1 - ey (3.19)

Num dado instante a energia armazenada no indutor é dada por

1 1
Up=gLI"=3L(1- e fL)? (3.20)
e corresponde a poténcia
au ar vz
Po= g = LG = (e e, (321

Para tempos muito grandes, o fator e /L — 0 e a corrente tende a um valor constante,

dado por I(co) = V/R. Nesta situagao, as poténcias Py e Pg tornam-se iguais, toda
a energia fornecida pela fonte é dissipada pelo resistor e o sistema funciona como se o
indutor nao existisse. Esses resultados indicam que o papel do indutor é mais importante
nos instantes imediatamente posteriores ao fechamento da chave, pois é ele o responsavel
pelo fato de a corrente crescer continuamente a partir do valor inicial nulo.



34 CAPITULO 3. CIRCUITOS LC, RL,RC

e circuito RC

Quando o efeito indutivo de um circuito RLC', com fonte de tensao constante, é muito
pequeno, podemos fazer o limite L — 0 para a equacgao diferencial (2.7) e obtemos

d
Rd—?+%zv. (3.22)
A sua solucao geral é dada por
Q(t) = CV + Ae VEC (3.23)

onde A é uma constante determinada pela condicao inicial do circuito.

Este resultado também pode ser obtido a partir da solu¢ao encontrada na aula anterior,
para o caso do circuito RLC' com discriminante A = R? — 4L/C' positivo. Para tanto,
fazemos o limite L — 0 da expressao (2.32) reproduzida a seguir:

Qt)=CV 4+ Ae P+ Be

com

k_YRP-ALjc R YR -ILJC

=3 2L 2L 2L
No limite L — 0, obtemos

5o (%) (1 VI—4L/RC) » o (3.24)

7= (51 ) (L4 VIZILTRC) - §f o0 (3.25)

onde utilizamos o resultado proveniente da expansio em série de Taylor (1—€)'/? ~ 1—¢/2,
valido para € < 1.

Assim, a carga e a corrente neste circuito sao dados por

Q(t) = CV + Ae VEC (3.26)
I(t) = d%it) = —RAC e /RO (3.27)

e exemplo 3:

E dado um circuito RC' alimentado por uma bateria, como mostra a fig. 3.7. Supondo
que o capacitor esteja descarregado e que no instante ¢ = 0 a chave seja ligada, desejamos
determinar, em fun¢ao do tempo, a carga no capacitor, a corrente no circuito e os fluxos
de enrgia.
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Figura 3.7: Esquema de um circuito RC' com fonte de tensao constante

A condicao inicial para este problema é Q(t = 0) = 0. Aplicando-a na eq.(3.23),
obtemos A = —C'V/, o que nos leva a

Q) = CV(1 — e /By, (3.28)
A corrente é dada por
aQ v _
It)=—- =5 t/RO (3.29)

Este resultado mostra que, se a indutancia for muito pequena, a corrente ” pula” imediatamente,
do valor I = 0 para [ = V/R, no instante em que a chave é ligada. A partir dai, a carga

no capacitor cresce continuamente, até atingir o valor () = C'V/, para o qual o sistema se
estabiliza. Nessa situagdo, a corrente se torna nula. Os gréficos das fungdes Q(t) e I(t)
estao apresentados, respectivamente nas figuras 3.8a e 3.8b.

VR

It

Figura 3.8: a) a carga @ e b) a corrente I de um circuito RC' com fonte de tensao
constante V.

A energia fornecida pela bateria, num instante genérico t, é dada por

t t V2
Uy = / VI(t)dt = / — e ROt = CV? (1 — e_t/RC> (3.30)
0 0 R
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e a energia dissipada no resistor vale
t t V2 C V2
Up = / RI*(t)dt = / ) e 2RO gy — — (1 — e-Qt/RC> : (3.31)
0 0

A energia armazenada no capacitor no instante t é

2t cv? . 2
Up = QT() == (1 e /RC) . (3.32)

A partir das egs.(3.30 - 3.32), podemos verificar explicitamente que a relagao Uy = Ur+Uc
é valida para qualquer valor de . Para tempos muito grandes, metade da energia fornecida
pela bateria é dissipada pelo resistor e a outra metade fica armazenada no capacitor.

e exercicios

1. No caso do circuito LC, a fungao Q(t), dada pela eq.(3.6), assume, alternadamente,
valores positivos e negativos. Qual o significado de um valor negativo para Q(t)?

2. Do ponto de vista fisico, o que mudaria qualitativamente no comportamento do circuito
LC' se nele fosse introduzida uma pequena resisténcia?

3. Mostre que a grandeza T' = 27V LC tem dimensao de tempo. Em seguida, faca
desenhos do circuito LC' indicando a carga, a corrente e as energias elétrica e magnética
para os instantes t = 0, t = T/8, t =T/4,t =3T/8, t =T/2,t =5T/8, t =3T/2 e
t="17T/4.

4. Considere um circuito LC'. O capacitor é formado por duas placas metalicas planas,
circulares de raio a, paralelas, separadas por uma distancia d < a, entre as quais ha
vacuo. O indutor é um solendide cilindrico, muito longo, de raio b e comprimento ¢ > b,
com n espiras por unidade de comprimento. Supondo que o circuito possua uma chave,
fechada no instante t = 0, e que o capacitor esteja inicialmente carregado com carga @),
como no exemplo 1, calcule, em funcao do tempo:

a) o campo elétrico no interior do capacitor;

b) a energia elétrica acumulada no interior do capacitor;

c) a capacitancia C' do capacitor;

d) o campo magnético no interior do indutor;

e) a energia magnética acumulada no interior do indutor;

f) a auto-indutancia L do indutor;

g) a freqiiéncia v de oscila¢ao do circuito;

h) mostre que a dimensao de v é [tempo] .

5. No caso do circuito RL, discutido no exemplo 2, faga um gréfico da corrente I(¢) no
circuito e explique porque, para tempos suficientemente grandes, a corrente I(t) tende
ao valor constante [ = V/R.
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6. No caso de um circuito RC, explique porque, decorrido um tempo muito grande, a
carga no capacitor tende ao valor constante () = C'V e a corrente no circuito tende a
Z€ro.

7. Considere o circuito RC' discutido no exemplo 3, com o capacitor de placas circulares
descrito no exercicio 4. Determine, em funcao do tempo:

a) o campo elétrico E¢ no interior do capacitor;

b) o campo elétrico Er no interior do resistor, supondo que ele seja constituido por um
fio metalico, de comprimento [, secao transversal S e resistividade p;

c) os valores de E¢ e ER para tempos muito grandes e interprete-os fisicamente;

d) por que o campo FEr no interior do resistor diminui com o tempo, se a a¢ao da bateria
é sempre a mesma?’

8. Qual é o procedimento que permite eliminar o efeito capacitivo de um circuito RC"
a) do ponto de vista fisico?
b) do ponto de vista matemético?

e respostas

4. 8) Bo= S cos(vt)  b) Uo = [ -4-] Qheostor) ) 0= =8

a?eg Ta?e

d) B, = —pgnvQpsen (vt) e) Up = %[Mo n? b c} v Qo sen ?(vt)

f) L:/,Lon27Tb2C g) V= wéab \/ MOEIOC

7. a) Eo = Y (1 _ e—t/RC) _ %<1 _ e—t/RC) b) Eg = pj = 8% e~t/RC = ¥ o~t/RC

TaZeq

8. a) juntar uma das placas a outra;

b) matematicamente fazendo C' — oo. Neste limite, para qualquer ¢ finito, temos
e /B¢ 5 0. Nesta situacdo, a carga Q(t) do capacitor é nula e a corrente I(t) é igual a
V/R, para qualquer instante. Este caso, corresponde a um resistor ligado a uma fonte de
tensao constante V.
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CAPITULO 3. CIRCUITOS LC, RL,RC



Capitulo 4

circuiltos com corrente alternada

Nesta aula, estudamos o caso de um cricuito RLC em série, ligado a uma fonte cuja tensao
varia com o tempo. Consideramos apenas o caso em que a func¢ao V(t) é dada por

V(t) = Vocoswt (4.1)

e oscila, portanto, com freqiiéncia bem definida. Esta escolha nao envolve perda de
generalidade no tratamento do problema pois, segundo Fourier, uma funcao dependente
do tempo qualquer F(¢) pode sempre ser expressa na forma

F(t) = /000 dw [a(w)cos wt + b(w) sen wt] , (4.2)

onde a(w) e b(w) sao fungdes que representam as percentagens de cada freqiiéncia. As-
sim, por exemplo, as duas funcoes mostradas na figura 4.1 podem ser representadas pela
eq.(4.1), desde que as fungoes a(w)e b(w) sejam adequadamente escolhidas para cada caso.

Figura 4.1:

39
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e circuito RLC em série

Consideramos o circuito mostrado na figura 4.2, cujo comportamento temporal é regido
pela equagao diferencial

d
L—>+R—+ = =V, cos wt (4.3)

TERRER L

Figura 4.2: Circuito RLC série ligado a uma fonte de tensao que varia com o tempo.

Esta equacao diferencial é nao homogénea, ja que o seu lado direito é nao nulo. Da
matematica, sabe-se que a solucao geral de uma equacao diferencial desse tipo é dada
pela soma da solugao geral da equagao homogénea (H) com uma solugdo particular da
equacao nao homogeénea (NH). Por isso, representamos a solugao geral por

Q(t) = Qu(t) + Qnul(t). (4.4)
Usando esta decomposicao, reescrevemos a equacao diferencial do sistema como

d*Qn L pdQu +@1 n {LdZQNH L pdQnn | Qua

L
dt? dt C dt? dt C

} = [0] + {Vi coswt}. (4.5)

Esta expressao mostra que a equacao diferencial do circuito pode ser considerada como
a soma de duas equagoes diferenciais. A primeira delas, representada por [-- -], envolve
apenas Qg e corresponde a um circuito sem fonte externa, estudado nas aulas anteriores.
A outra equagao representada por {---}, é o objeto desta aula.

¢ oscilacoes forcadas

Tal como esta escrita, a equagao (4.5) nao contém nenhuma informagao acerca do ins-
tante em que a fonte externa foi acionada e por quanto tempo ela continuara atuando.
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Alguém muito ingénuo poderia pensar que ela ja operava antes do Big-Bang... Na pratica,
a equagao (4.5) é utilizada para descrever fontes que permanecem ligadas por tempos lon-
gos comparado a outros tempos caracteristicos do sistema. Quando um sistema qualquer,
seja ele mecanico ou elétrico, oscila sob a acao de agente externo, com freqiiéncia bem
definida, falamos em oscilagoes forcadas. Uma caracteristica importante das oscilacoes
forcadas é que, para tempos longos, elas ocorrem sempre com a freqiiéncia da fonte ex-
terna. Os comportamentos das fungoes @(t) para dois osciladores com valores de R, L e
C' diferentes, mas sujeitos a mesma fonte de tensao, sao exemplificados na figura 4.3.

-
m———————-———a--...ad

SN N
NN

| DN
ARVEAVARV,

Figura 4.3:

Q4

No caso do circuito da figura 4.2, a funcdo Qg (t) somente é importante durante um
periodo relativamente curto de tempo e, por isso, é chamada de solugcao transitdria.
De fato, as expressoes obtidas na aula 2 mostram que, quando a resisténcia é nao nula,
Qg (t) é proporcional a e tB2L o que faz com que a solucdo homogénea tenda a zero
para tempos grandes. Como indica essa exponencial, o tempo de amortecimento total do
sistema serd tao menor quanto maior for a resisténcia. A fun¢ao Qnpy(t), por outro lado,
corresponde a solucao estacionaria, ja que so ela sobrevive depois de muito tempo que
o sistema foi ligado.

Assim, para t >> 2L/R
Q(t) = Qu(t) + Qnu(t) = Qnu(t).

e a solugao da equacao nao homogénea

A equacao nao homogénea é escrita como

R
a g o

Como a fonte externa impoe a sua freqiiéncia de oscilagao ao circuito, a forma geral da
solugao nao homogénea é

= Vj coswt. (4.6)

Qnu(t) = Qocos(wt — @), (4.7)
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onde os valores das constantes (Qy e ¢ podem ser determinados impondo que Qnp(t)
obedeca, a eq.(4.6).

Fazendo isso, obtemos
1
Qo {(—Lw2 + 5) cos(wt—¢) — Rwsen (wt — QS)] = Vhcosw t. (4.8)

Expandindo as fungoes trigonométricas, temos

Qo{[(—Luﬂ—ké) cos ¢ + Rw sen gzﬁ} —VO} (cos wt)

+Qo [(_sz + %) sengp — Rw cosgb] (senwt) =0. (4.9)

Para que esta equagao possa ser verdadeira para qualquer valor de t, é preciso que os
coeficientes do (cos wt) e do (sen wt) sejam nulos independentemente. O fato de o
coeficiente do (sen w t) ser nulo determina o valor de ¢, através da sua tangente

Rw
t = - 4.10
an¢ (LW2 . %) < )
As relagoes trigonométricas usuais permitem-nos escrever
Rw
sen ¢ = : (4.11)
(L = 27+ (R
Lw?— L
cos ¢ = ( c) (4.12)

(L2 =27 + (RaP?

Usando estes resultados na equagao que iguala o coeficiente do (coswt) a zero, determi-
namos a amplitude da solu¢ao nao homogénea

Vo

@ (T P + (R

(4.13)

Estes resultados especificam completamente a solucao da equacao nao homogénea em
funcao das caracteristicas do circuito.

Para tornar mais transparente o conteido fisico desses resultados, é conveniente es-
creve-los em termos de v, a chamada frequéncia “natural” do sistema. Esta é a frequéncia
na qual este sistema oscilaria caso ndo houvesse resisténcia (R=0) e a fonte externa esti-
vesse desligada (V5 = 0). Nesta situacao temos o circuito LC, discutido na aula 3, cuja
frequéncia de oscilagao é v = y/1/LC. A capacitancia C pode ser expressa em funcao de
L ewv como 1/C = Lv? e as eqs.(4.10) e (4.13) podem ser reescritas como

Rw
[L(w? —v2)]’
Vo
[L2(w? — 12)? + R2w?]1/2°

tan ¢ = — (4.14)

Qo = (4.15)
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Em resumo, a solugao geral Q(t) do circuito RLC' com fonte externa oscilante é dada
pela eq.(4.4), sendo que a componente Qy(t) depende das condigoes iniciais do sistema
e foi discutida nas aulas 2 e 3. Essa fungao tem vida efemera e torna-se constante para
tempos grandes. A componente Qg (t), por outro lado, descreve a situacao estaciondria,
existente depois de muito tempo depois de o sistema ter sido ligado. Ela é determinada
pela eq.(4.7), onde w ¢é a freqiiéncia da fonte externa e as constantes Qo e ¢ sdo dadas
pelas eqs.(4.10) e (4.13) ou, alternativamente, por (4.14) e (4.15).

Estes dois ultimos resultados sao muito interessantes, pois eles indicam que o compor-
tamento do sistema resulta de um compromisso entre duas frequéncias diferentes: v, a
frequéncia propria de oscilacao do sistema e w, a frequéncia da fonte externa. Usando uma
linguagem livre, eles representam um compromisso entre a “vontade” da fonte externa,
que da as ordens, e a “vontade” do circuito, que tem de obedecer estas ordens.

A corrente no sistema é

_ QM)

1(t) i

=1Iy(t)+ Inu(t), (4.16)
sendo Iy (t) as correntes discutidas nas aulas 2 e 3 e

dQnp(t)

Inu(t) = —3—

= —Qowsen (wt — @) . (4.17)
e exemplo 1:
Estudamos os comportamentos da carga, da corrente e das varias formas de energia do

regime estacionario de um circuito RLC em série, alimentado por uma fonte de tensao
V = Vjcoswt. Para fixar idéias, consideremos o caso w < v.

NANAY
\/\/\/\/\/

/N
\/\’\\//\\/\/t

AV Al \/\/ ;

Figura 4.4:

A tensao V(t) tem periodo T = 27/w e esta representada no alto da figura 4.4. A
diferenca de fase ¢ entre as oscilagdes da fonte e da carga é dada pela eq.(4.14). Como
w < v, temos tan ¢ > 0, o que corresponde a 0 < ¢ < /2.
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Qo
2C

Figura 4.5: Energias armazenadas no capacitor (Uc) e no indutor (Up).

Os comportamentos da carga e da corrente dadas pelas eqs.(4.15) e (4.17), também
estao indicados na figura 4.4. E importante notar que, nesta figura, nenhumada cur-
vas estd em fase com as outras duas. A diferenga de fase entre Q(t) e I(t) é facil de
ser compreendida, pois é devida a derivagao efetuada na eq.(4.17). A diferenca de fase
entre V(t) e Q(t), por outro lado, tem origem dinamica, como indica a eq.(4.14), que
depende da freqiiéncia w da fonte, através do fator Rw no numerador e de [L(w?* — 1?)],
no denominador. A influéncia deste ultimo é maior, pois ele pode se anular.

As energias no capacitor Ug e no indutor Uy, sao dadas por

Uc(t) = Q2<22 = %cos2 (wt — @), (4.18)
Ur(t) = %@)2 = %:‘j—zsenQ(wt — ¢), (4.19)

e mostradas na figura 4.5.

Figura 4.6: Poténcias fornecidas ao capacitor (Pg) e ao indutor (Pp).

As poténcias fornecidas ao capacitor e ao indutor sao obtidas derivando essas energias,
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e obtemos
Po = dd% = —%gwcos(wt — ¢)sen (wt — ¢) = ;ngsen[Z(wt — )], (4.20)
P = % = %%C:—jsen(wt — ¢)cos(wt — ¢) = %(:—zsen [2(wt — @) ]. (4.21)

essas fungoes sao mostradas na figura 4.6.
A poténcia dissipada no resistor vale
Pr = RI*(t) = RQ2w*sen? (wt — ¢) (4.22)
e a poténcia fornecida ao circuito pela fonte externa é dada por
P, =V()I(t) = Vycoswt (—Qow)sen (wt — ¢). (4.23)

Ambas sao mostradas na figura 4.7.

Figura 4.7: Poténcia Py fornecida pela fonte e poténcia Pr dissipada no resistor.

e exercicios:

1. Mostre que, para um circuito RLC em série com uma fonte de tensao V' = Vjcoswt,
vale a relacao Py = Pr + Pc + P;, para as poténcias associadas aos varios componentes.

2. Qual o significado de valores negativos da poténcia Py, fornecida pela fonte, mostrados
na figura 4.77
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Capitulo 5

circuitos com corrente alternada:
ressonancia

e um dialogo entre duas frequéncias

Na aula 4, mostramos que a carga Q(t) no capacitor de um circuito RLC, alimentado
por uma fonte de tensdo do tipo V(t) = V; cos wt, é dada pela soma de dois termos

Q(t) = Qu(t) + Qnu(t) ,

onde Qg (t) descreve o regime transitério e Qypy(t), o regime estacionario. Em circuitos
reais, a solugdo Qg (t) tende a zero rapidamente apés o sistema ser acionado e, a partir
dai, apenas Qg (t) sobrevive. Essa componente tem a forma geral

Qnu(t) = Qocos(wt — @), (5.1)
onde
1%
Qo = [L2(w? — 1/2);) + R22 (5.2)
R
tanq§ = _L((,UZ—C—Ulﬁ) s (53)

sendo v a freqiiéncia natural do sistema, dada por v = /1/LC. A corrente no regime
estacionario é

Ing(t) = —Ipsen (wt — ¢), (5.4)

com Iy = w Q.

Esses resultados indicam que as amplitudes )y e I, da carga e da corrente, e a fase
¢, entre a carga e a fonte, dependem de duas freqiiéncias diferentes. Uma delas é w,

47
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que representa a freqiiéncia com a qual a fonte externa oscila e a outra é v, determinada
pelas caracteristicas do sistema e que corresponde a freqiiéncia natural de oscilacao de
um circuito LC.

Em linguagem figurada, podemos pensar que a fonte externa da ”ordens”ao sistema. O
sistema, por sua vez, precisa respeitar as suas caracteristicas para poder obedecer a estas
ordens. E por esse motivo que g, Iy e ¢ dependem simultaneamente de w e v. Essas
funcoes representam os compromissos possiveis entre a fonte e o circuito. E, o que é muito
importante, sao essas fungoes que regulam as trocas de energia entre a fonte externa e o
sistema, se elas ocorrem, ou nao, e com qual eficiéncia. Nesse aspecto, o circuito RLC
forcado constitui a realizacao de uma situagao muito mais geral.

Por exemplo, num dia claro, voceé olha pela janela e vé um carro vermelho. Isso indica
que, de algum modo, luz vermelha saiu da superficie do carro e chegou até os seus olhos.
Por outro lado, vocé sabe que o carro estd sendo iluminado por luz ”branca”, que tem
outras componentes, amarelas, verdes, azuis, além das vermelhas. A questao basica é,
entao, saber porque a superficie do carro, que recebe luz de todas as cores, reemite apenas
a vermelha. Isso ocorre porque o didlogo energético entre a luz incidente e os pigmentos
que recobrem a superficie do carro somente é eficiente para as componentes vermelhas.

De modo geral, trocas eficientes de energia requerem amplitudes g e Iy grandes. Por
isso, é muito importante compreender como essas grandezas dependem da relagao entre
w e v. Para um dado circuito, a freqiéncia v = /1/LC é fixa. Por isso, na seqiiéncia,
estudamos os comportamentos de um tnico circuito, sujeito a fontes externas com o
mesmo Vj, mas valores de w diferentes.

Para determinar as caracteristicas qualitativas do grafico Qg x w, estudamos o com-
portamento dessa fungao para w = 0, w — oo e, também, no ponto onde ela atinge o seu
valor maximo. Usando a expressao (5.2) para g, obtemos

Qo(w=0) = CVp. (5.5)

Fisicamente, este resultado corresponde a idéia de que, no limite em que a freqiiéncia tende
a zero e a fonte torna-se estdtica, o regime estacionario envolve apenas um capacitor com
carga constante. O limite de altas freqiiéncias corresponde a

Qo(v — 0) = 0. (5.6)

Assim, nesse limite, a carga no circuito nao oscila. Isso ocorre porque um sistema fisico
sempre precisa de um tempo para responder as solicitagoes externas. Quando a freqiiéncia
da fonte é muito alta, o sistema é solicitado de modo tao contraditério que nao tem tempo
de responder e, por isso, a amplitude da oscilagao torna-se nula.

Os pontos extremos da fun¢ao Qy(w) sao dados pela condigao

dQ Vo[2L?(w? — 1?) + R?
ﬁ”) _ _EuL <o£ _(53)2 . 53%2]3/]2 —0, (5.7)




cujas solugoes sao w =0 ou w = wyy, onde

Wy =

RQ
V2

2%
Pode-se mostrar que wy; ¢ um ponto de méximo, pois d*Qq(wyy)/dw?
estd esbogado na fig. 5.1.

Q@)

w = 0, discutido na eq.(5.5), ndo corresponde a um ponto de méximo. O grafico Qp X w

/ ™
A\
\
\
oV, |-

- S m
tensao.

Figura 5.1: A amplitude de carga @)y do capacitor em funcao da freqiiéncia w da fonte de
fonte externa, usamos

Para construir o grafico da amplitude de corrente I, em funcao da freqiiéncia w da
Iy (w=0) =0,
e, portanto,

o que se explica pelo fato de que nao poder haver corrente no regime estacionario quando

(5.9)

o sistema é alimentado por uma fonte estatica. No limite de freqiiéncias altas, w Qg — 0
Iy (w — o0) = 0.

(5.10)
Novamente, este resultado decorre da incapacidade do sistema de responder a uma soli-
citagao externa que varia muito rapidamente.
d I d Qo
— = tw =0.
dw @o dw
Usando a eq.(5.2) encontramos

A amplitude da corrente tem um méximo, dado pela condig¢ao

Vo
[L?(w? — 12)2 + R2w?)1/?

(5.11)
W2l (W = v?) + R

[LQ(wQ _ ,/2)2 + R2w2]3/2
VoL?(w? — v?)(w? + 1) 0
[L2((,u2 _ u2)2 4 R2w2]3/2 -

(5.12)

(5.8)

< 0. O valor

49
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A solugao desse equacao, dada por

w=v, (5.13)
determina o ponto de maximo de Iy, cujo valor é

%

- (5.14)

Este resultado mostra que, quando a freqiiéncia w da fonte é igual a freqiiéncia natural

do sistema v, o circuito esta na condicao de méaxima amplitude de corrente. Portanto, o
grafico Iy X w tem a forma mostrada na figura 5.2

1)

V/R A

Figura 5.2: A amplitude de corrente Iy, do circuito RLC em funcao da freqiiéncia w da
fonte de tensao.

Finalmente, o comportamento da tangente da defasagem ¢ em funcao de w é mostrado
na figura 5.3, onde podemos notar uma divergéncia em w = v, que corresponde a ¢ = 7/2.

........

tan o

0.0 o

Figura 5.3:
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e a troca de energia

Para um circuito RLC' forcado, em cada instante, a fonte externa fornece ao sistema
uma poténcia Py = V (¢)I(t), o resistor dissipa uma poténcia Pr = RI*(t), e o capacitor e
o indutor contém energias dadas, respectivamente, por Ug = Q*(t)/2C e U, = LI*(t)/2.

De acordo com o principio de conservacao da energia, em cada instante, vale a relacao

dUr, P dUc

— — =Py 1
7t + Pr + 7 Vv (5 5)

Quando substituimos as expressoes das energias e poténcias nesta relacao, obtemos nova-
mente a equagao diferencial do sistema

d*Q aQ Q
L—= == ) 1
i +R I + c Vo coswt (5.16)

Este resultado nao é surpreendente, uma vez que esta equacao diferencial foi obtida, na
aula 2, a partir da mesma relagao entre poténcias.

A compreensao dos fluxos de energia no circuito fica mais simples quando consideramos

poténcias médias em um periodo. Para um dado componente do circuito, a poténcia média
durante um periodo 7' é definida por

<P>= % /OT dtP(t) . (5.17)

Usando esta definigao, podemos calcular as poténcias médias relativas a cada elemento.

Em um periodo, os valores médios de % e % sao dados por
dUC 1 T dUC 1
e - b S I T) —
<> T/o dt(dt) 7 Ue (T) = Uc (0)]
1 1Q(T)>  Q*0)
- _ — = 1
T{ 2C 2C 0, (5.18)
Uo 1 (1) = Ly - o
dt T a ) T L
1 [LI*T) L I%(0)
P 510

Esses resultados, < Po >= < P, >= 0, indicam que, ao longo de um periodo, existem
trocas de energia entre o capacitor e o indutor, mas nao existem actimulos dessas energias.
As energias Ug e U sao idénticas no inicio e no fim de cada periodo. Isso significa que
toda a energia fornecida pela fonte durante um periodo ¢é dissipada pelo resistor.
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A poténcia média fornecida pela fonte, em um periodo, é dada por

1 (7 1 (7
<Pyr> = —/ dtV(t) I(t) = — —/ dt [Vo cos w t] Qo w sen (wt — @)
T Jo T Jo
1 RV} w?
pr— —_ = -2
QVO Qo wsen ¢ 2[L2(w? — 1?)2 + R? w? (5:20)
e a poténcia média dissipada pelo resistor, em um periodo, vale
1T 2 LT 2 2
<Pr> = = [ dtRI*(t)= = dtR [Qp w” sen (w t — ¢)]
T Jo T Jo
1 s o RVZ w?
= = = . 21
2 R@w 2[L?(w? — v?)? + R%wW?| (5:21)

Assim, como esperado, < Py >=< Py >.

Um aspecto importante do funcionamento de sistemas forcados é que a maneira como
a fonte fornece energia a ele depende muito da relagao entre w, a frequéncia da fonte, e v,
a sua frequéncia natural de oscilagao. Para analisar as dependéncias, com w, das trocas
de energia no sistema, consideramos duas grandezas: < P, > e < Uy >. Esta ultima é a
energia média fornecida ao sistema durante um ciclo e é dada por < Uy >=T < Py >.

A funcdo < Py (w) >, expressa por (5.20), pode ser reescrita como
L
< Py(w)>= 5 RIj(w). (5.22)
Assim, a poténcia média fornecida ao sistema é muito pequena para freqiiéncias proximas
de zero e para freqiiéncias muito grandes (w > v). Paraw =v ,< Py(v) > atinge seu

valor méaximo.

Finalmente, a energia média, fornecida pela fonte em cada ciclo, é dada por

2
<UV>:—7T<PV>. (5.23)
w

O méaximo desta funcao esta localizado num ponto diferente de wy; ou w = v.
e ressonancia

Nesta discussao acerca da dependéncia das respostas do circuito RLC for¢ado com a
frequéncia da fonte, vimos que a poténcia média fornecida ao sistema, representada por
< Py > e dada pela eq.(5.20), é maxima quando v = w. Neste caso ocorre uma
ressonancia entre a fonte e o sistema. Isso significa que, para esta freqiiéncia, a trans-
feréncia de energia da fonte para o sistema é a mais eficiente possivel. Assim, quando
a frequéncia da fonte externa w é igual a frequéncia natural de oscilagao do sistema v,
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a capacidade da fonte de fornecer energia estd a mais ajustada possivel a capacidade
do sistema de receber tal energia. Na ressonancia, a fonte e o sistema estao totalmente
afinados.

Na situacao de ressonancia, a corrente no sistema I(t) e a fonte estdo completamente
em fase. Este fato é muito importante do ponto de vista fisico e pode ser constatado
notando-se que, quando w = v, a eq.(5.3) fornece tan ¢,.s — 00 , 0 que significa que
Gres = /2. Assim, neste caso,

Lies = —Ipsen (wt — 7/2) = Iycoswt (5.24)

Na ressonancia, esta concordancia entre as fases da fonte e da corrente explica a eficiencia
do processo. Ela significa que a fonte sempre “empurra” os eletrons da corrente a favor
do seu movimento. Fonte e corrente nunca se opoem nesta situagao. E importante notar
que esta sintonia total entre I(t) e V(t) ocorre somente na ressonancia. Se v # w, entao
¢ # m/2 e ora a fonte empurra as cargas a favor da corrente, ora contra a corrente. Para
ilustrar o contraste entre essas duas situacgoes, mostramos abaixo graficos representando a
tensao V) da fonte (Fig. 5.4), a corrente I no circuito (Fig.5.5a) e a poténcia instantéanea
Py (Fig.5.5b), em fungao do tempo.

V(t)

Figura 5.4: Tensao V(t) da fonte em funcao do tempo.

Nas figuras 5.5 sa0 apresentados gréaficos da corrente I e da poténcia P, para os casos
de ressonancia (linha cheia) e de w < v (linha tracejada). A figura descrevendo Py é
obtida multiplicando V() por I(t). Por isso, no caso w # v, a funcdo Py (t) se anula
quatro vezes por periodo, nos pontos em que ou V(t) = 0 ou I(t) = 0. Isso faz com que,
fora da ressonancia, tenhamos regices onde Py (t) > 0 e outras, onde Py(t) < 0. Nas
regioes onde Py (t) > 0, a fonte fornece energia ao sistema. Quando Py () < 0, o sistema
devolve energia a fonte, o que nao ocorre na situagao de ressonancia quando a fonte e a
corrente estao em fase.
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Vi)

"\ \ N M\ A
[\ [

Figura 5.5: (a) Corrente I(t) que percorre o circuito RLC para uma fase ¢ qualquer (curva
tracejada) e para ¢ = 7/2 (curva cheia). (b) Poténcia fornecida pela fonte em fungao do
tempo para uma freqiiéncia w##wy (curva tracejada) e para freqiiéncia de ressonancia
w = wy (curva cheia).

e exercicios

1. Considere um circuito simples formado por uma fonte de tensao V(t) = Vj coswt e um
resistor de resisténcia R. Calcule

a) a corrente no sistema, em fungao do tempo;

b) a poténcia fornecida pela fonte, em fun¢ao do tempo;

c) a poténcia média, por periodo, fornecida pela fonte;

d) considere, agora, um circuito RLC em série, ligado & mesma fonte. Supondo que a
resisténcia do resistor seja R e a capacitancia do capacitor seja (', existe algum valor de
L para o qual a corrente e a poténcia fornecida pela fonte sejam as mesmas determinadas
nos itens anteriores? Caso positivo, qual é esse valor?

2. Determine o ponto de maximo da fun¢ao < Uy (w) > dada na eq.(5.20), seus compor-
tamentos na origem e no infinito e esboce um grafico que a represente.

e respostas

Weood) L=

1. a) I(t) = W coswt; b)) Py(t) = Vfﬁ’z cosPwt  ¢) < Py >=1-L; s

R



Capitulo 6

circuitos com corrente alternada:
impedancia

e motivacao

Nas aulas anteriores, discutimos o comportamento de um circuito RLC sujeito a uma
fonte de tensao externa dependente do tempo. Naquele caso, todos os elementos estavam
em série, a equacao diferencial que determinava o comportamento temporal do sistema era
simples, e a solugao particular Qny(t) da equagao nao homogénea era relativamente fécil
de ser obtida. Entretanto, é possivel montarmos circuitos bastantes mais complicados,
envolvendo indutores, capacitores e resistores. Como exemplo, temos os mostrados abaixo:

C

i |
Qv TC L QV ¢ pL gn

AM

Figura 6.1: Exemplos de circuitos.

No caso de um circuito genérico, a obtencao da solugao particular da equacao nao
homogénea torna-se bastante complicada, devido ao fato de a corrente poder se dividir
entre varias malhas diferentes. A saida para essa dificuldade é muito inteligente.

No caso de sistemas formados apenas por resistores, sabemos resolver problemas envol-
vendo malhas. Por exemplo, se substituirmos os capacitores na figura 6.1 por um resistor
Ry e o indutor por um resistor Rs, seremos capazes de obter as correntes nos varios trechos
associando, pouco a pouco, os resistores que estao em série ou em paralelo.

95
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Felizmente, podemos copiar essa idéia e estendé-la a circuitos envolvendo também ca-
pacitores e indutores, usando o conceito de impedancia. As impedancias sao normalmente
representadas pela letra Z. A cada elemento do circuito estd associada uma impedancia.
Assim, C' — Zgo, R — Zgr, L — Zpi. As regras para tal associacao s@o simples e sao
dadas na seqiiéncia. Antes de fazer isso, entretanto, vale a pena compreender a esséncia
do método.

Imaginemos, por exemplo, que desejassemos conhecer a corrente que percorre o circuito
da esquerda da figura 6.1, no regime estacionario. O primeiro passo para resolver esse
problema consiste em refazer o desenho usando os simbolos de impedancia, como na figura
6.2.

A M -
c R [

Zg I ZR'—'I
p— -+ #’5 Ze ZL| > Z
| | ! I

Figura 6.2:

Figura 6.3:

Em seguida, calculamos a impedancia equivalente Z, usando as mesmas regras de
associacao de resistores, como na figura 6.3. Para tanto, inicialmente associamos o resistor
e o indutor a direita da figura, que estao em série, obtendo

Zi=Zn+ 21 . (6.1)

Em seguida, associamos Z; e Z¢, que estao em paralelo, e encontramos

Zc 2y

Ty = 21
2T Zo+ 74

(6.2)
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Finalmente, a associacao em série do ultimo resistor com Z, fornece a impedancia equi-
valente

Z=Zn+ 2, (6.3)

com Zy e Z; dadas pelas eqs.(6.2) e (6.1). Assim, calcular induténcias nao é dificil.

Do ponto de vista matematico, indutancias sao grandezas complexas. No comego,
isso pode parecer um pouco assustador. Ha, entretanto, uma razao fisica forte para
o emprego desse tipo de formalismo, diretamente associada ao fato de o capacitor e o
indutor conservarem energia e de o resistor dissipar energia. Nesse sentido, dissipagao e
conservacao representam duas dimensoes diferentes do comportamento do sistema. E o
emprego de nimeros complexos é conveniente porque esses nimeros sao bidimensionais,
eles sao capazes de descrever duas coisas ao mesmo tempo ... No caso da impedancia,
as informagoes acerca das partes conservativa e dissipativa do sistema sao carregadas
paralelamente no interior dos calculos.

e 0 método

Resolver um circuito consiste em determinar a corrente no seu interior, a partir do co-
nhecimento dos seus componentes e da fonte que o alimenta. No método das impedancias,
toda a informagao acerca dos elementos do circuito fica codificada na grandeza 2.

A fonte fisica de tensao é descrita pela fungao V() = Vj coswt. No regime estaciondrio,
a corrente /(t) oscila com a mesma freqiiéncia da fonte e, por isso, ela tem a forma geral

I(t) = Iy cos(wt —9). (6.4)
Resolver o problema corresponde, portanto, a determinar a amplitude I, e a fase 9.

No método, essas fungoes sao generalizadas para
V(t) =V e“’t,
f(t) = [ et

onde os acentos circunflexos nas notagoes V' e I indicam que essas fungoes sao complexas.

Em seguida, calculamos a corrente complexa I (t) por meio da relacao
V(t)=2ZI(t), (6.7)

que ¢é a generalizacao do resultado V' = RI, vélido para circuitos envolvendo somente
resistores.

Assim, se conhecermos V(t) e Z, podemos obter a corrente complexa por meio da
relacao
; 40 Vo

t .
I(t):7—>[0615:7. (68)
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Tomando a parte real de | (t), encontramos a corrente fisica I(t), que é a solu¢ao desejada.

resumo do método: a andlise de um circuito elétrico através do método baseado
no conceito de impedancia envolve as seguintes etapas:

1. escrever a tensao da fonte como um numero complexo;

2. determinar a impedancia Z do circuito;

3. escrever I(t) =V (t)/Z;

4. identificar a corrente fisica & parte real de I(t).

Para determinar a impedancia de um circuito que contém indutores, capacitores e
resistores, precisamos conhecer as impedancias de cada elemento. Por isso, mais adiante,
determinamos 2y, Zc e Zpg, respectivamente, as impedancias de um indutor, de um
capacitor e de um resistor. Antes de fazer isso, entretanto, apresentamos uma revisao
rapida de alguns resultados envolvendo niimeros complexos.

e niimeros complexos

Numeros complexos envolvem o simbolo 7, definido pela relacao 2 = —1. Um nimero
complexo qualquer Z pode ser escrito nas formas cartesiana e polar como

Z=a+ib+— Z=5e", (6.9)

sendo
d=+Va®+b? e 0 = arctgé . (6.10)
a

Numeros complexos envolvem duas dimensoes, a real e a imaginaria, e podem ser represen-
tados em planos. Um exemplo é dado na figura 6.4. Dela, podemos concluir diretamente
que

a = pcosf e b=psen 6. (6.11)
No caso em que p = 1, encontramos um resultado muito importante,

i 0

e'"” =cosf +isen 0. (6.12)

O complexo conjugado de Z é representado por Z* e obtido a partir de Z, trocando o
sinal de 7. Assim,
Z*=a—ib +— Z*=pet? (6.13)
A soma de dois nimeros complexos Z; = (a + ib) e Zy = (¢ + id) é dada por

Zl + Z2 = (a + C) —+ l(b + d) — Z1 + Zg =P ewl + P2 €i92 (614)
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Figura 6.4:
e o seu produto por
707y = (ac — bd) +i(ad + bc) «— Z1Zy = pipy e’ @102 (6.15)

Inspecionando as eqs.(6.14) e (6.15), notamos que a forma cartesiana é mais conveniente
para a soma e a forma polar, para o produto.

O inverso de um nimero complexo pode ser escrito como

L1 1 f(a=ih_a-ib 1 % (6.16)
Z a+ib  a+ib (a—1ib) a®+b? Z p

Finalmente, o quociente de dois nimeros complexos Z; = (a +ib) e Zy = (¢ +id) é dado

por
%4 (a+ ib) (¢ —id) _ (ac + bd) + i(be — ad) N Zi _p Sil01—0)
Zy (2 +d?) (2 +d?)

Nestes casos, também, a forma polar é mais conveniente.

— 6.17
Zo P2 ( )

e impedancia dos elementos

Para determinar a impedancia do indutor, capacitor e resistor, usamos circuitos sim-
ples, onde cada um desses elementos esta diretamente ligado a uma fonte externa que
fornece a tensao V = V[ coswt. Esse célculo envolve trés passos:

- escrevemos a equacao diferencial real para o circuito fisico;
- efetuamos a generalizacao complexa, usando

V() — V() =V et (6.18)
I(t) — I(t) = I, @9 (6.19)

- calculamos Z, usando a relacao

(6.20)
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e indutor

v (®) L

Figura 6.5: Um indutor ligado a uma fonte de tensao alternada.

A equacao diferencial é

dl
V(t)=L— 6.21
(=1 (6:21)
e corresponde a generalizacao complexa
’ d f iwt . i(w t—5)
V(t):LE — Vhe =iwLIje : (6.22)
A partir dela, obtemos a expressao para a impedancia Z; de um indutor
.Vt
Zp = A():iwL. (6.23)
1(t)
e capacitor
Ve T C
Figura 6.6: Um capacitor ligado a uma fonte de tensao alternada.
A equacao para o problema fisico é
Q (1)
V(t) = ——= 6.24
(=", (624
que ¢é generalizada para
. At
V(t) = % : (6.25)
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A carga Q(t) estd relacionada & corrente I(t) por I(t) = d?it). Usando a eq.(6.19),
encontramos

t) = 1(t). 6.26
Q1) = — 11 (6.26)
Assim,
V(t) 1 —i
o= ——-= = . 6.27
© I(t) iwC w(C ( )
e resistor
Figura 6.7: Um resistor ligado a uma fonte de tensao alternada.
Para o resistor, podemos escrever
V(t)=RI{t) — V(t)=RI(t) (6.28)
e a sua impedancia vale
Zr = R. (6.29)
resumo: as impedancias do indutor, do capacitor e do resistor sao dadas por
ZL:iwL, ZC:i/WC, ZR:R (630)

As impedancias 7, e Zp,, associadas a elementos que conservam a energia, sao imaginarias.
A associada ao resistor, que dissipa a energia, é real. Deste modo, o uso de nimeros
complexos permite que os dois tipos de componentes sejam tratados de maneira conjunta
mas, o que ¢ importante, respeitando as caracteristicas de cada um deles.

e exemplo 1:

Como exemplo, resolvemos novamente o circuito RLC' em série ligado a uma fonte
externa que fornece tensao V = Vjcoswt, discutido na aula 4 e representado na figura
6.2. Os itens numerados da solucao correspondem aos passos usados na descricao do
resumo do método.

1. a tensao da fonte, em notacao complexa, é obtida a partir da tensao fisica

V(t)=Vocoswt — V(1) =TV, e“?; (6.31)
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2. a impedancia Z do circuito é dada, neste caso, pela soma das impedancias do resistor,
do capacitor e do indutor:

1
L=Up+ 4+ Zc=R+1 (wL——). (632)
wC

Para completar os calculos é conveniente reescrever a impedancia em coordenadas polares,
como

7 =|Z| e’ (6.33)
onde
1 \2
Z| = R? L—— 6.34
2 er-2g) (6.34)
(WL - 2¢)
tgd = — =0 (6.35)
3. a corrente I(t) é dada por
Lo V) Vpetwt Vi

el @i=9) (6.36)

I(t) = = = >
7 7| et é
|Z] e \/R2+(wL—ﬁ)2
4. Assim, a corrente fisica no circuito é dada pela parte real da expressao (6.36),

Vo
I(t) =
VE A+ WL - )

w

cos(w t —6) (6.37)

com tg o dada por (6.35).
e exemplo 2:

Estudamos o circuito mostrado na figura 6.8, sujeito a uma tensao externa dada por
V(t) = Vo cos wt. Em particular, estamos interessados nas fungdes que descrevem, em
funcao do tempo, a corrente no resistor e a carga do capacitor, no regime estacionario.

As impedancias sao dadas por Zr = R, Z;, =i w L, Zc = —i/w C. A associagao de
Zo e Zp, em paralelo, corresponde a uma impedancia equivalente Z;, dada por
11 1 Zo 71

R

== 6.38
Zl ZC ZL ZC’ + ZL ( )

e portanto,
1 1wl

(L —w0) 1-w’LC’

wL

7y = (6.39)
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Figura 6.8: em cima: circuito com resisténcia, capacitancia e indutancia ligado a uma
fonte de tensao alternada; em baixo: representacao em termos de impedancia.

A impedancia equivalente Z do circuito é
twl

L=+ 2l1=R+ —————+.
R4 +(1—(,<12LC)

(6.40)

Usando coordenadas polares, temos Z = |Z]e'?, onde

2
z| = (R (—2E (6.41)
1—w?LC )’ '

wlL
- . 42
©0 = FU—L) (642)

O conhecimento da impedancia permite obter a corrente no resistor que, na notagao
complexa, é escrita como

R f/ t Vv i (wt—0)
i = Y1 _ 0° (6.43)
7 ) oL 212
R+ ()]
Assim, a corrente fisica no resistor é dada por
I(t) = Iy cos(w t —9), (6.44)
com
v
Iy = 0 (6.45)

1/2
(B 4 (2]
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e tgd dada pela eq. (6.42).

O préximo passo consiste em obter a fun¢ao que descreve a carga no capacitor. Para isso
precisamos, inicialmente, determinar a corrente no capacitor. A idéia que a impedancia
Z do sistema é dada por associacoes das impedancias das suas partes permite escrever,
neste exemplo:

A A

V(t)=ZI(t) = ZrI(t)+ Z, I(t) = Vi(t) + Vi(t) . (6.46)

Na ultima passagem, identificamos o produto de I(t) pela impedancia de cada elemento
a tensao complexa entre as extremidades daquele elemento. Assim, as tensoes complexas
no capacitor e no indutor sao iguais entre si e valem

A

Vi(t) = 2, (1), (6.47)

com Z; e I(t) dadas por (6.39) e (6.43). No subsistema formado pelo capacitor e pelo
indutor, a corrente [(t) se divide em duas componentes I(t) e I1(t), sendo

A

I(t) = Io(t) + IL(t). (6.48)

Como a tensao complexa é a mesma para o capacitor e para o indutor, valem também as
relacoes

Vilt) = ZaIc(t) e VA(t) = ZpIL(t). (6.49)

Neste exemplo estamos interessados na carga no capacitor e escrevemos

A ‘71(75) Z - 1—iwu;LLc ; w? LC
Io(t) = = —Jt)=—/==[(t) = — —I(1). 6.50
olt) =50 = 2t = EE 1) - — 2 1 (6.50)

Como o fator em frente de I(t) é real, nao ha diferenca de fase entre as duas correntes.
A corrente fisica no capacitor vale

Io(t) = Ioc cos (wt —9), (6.51)

com

w?>C'L

IOC - m IO . (652)

Finalmente, a carga no capacitor é dada por

Q) = /dt Ioc cos (wt—9) = IOUC sen (wt—90) (6.53)
LC
= m Iysen (wt—9), (6.54)

com § e Iy dados por (6.42) e (6.45).
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e poténcia
No caso de um circuito qualquer, acionado por um unico gerador de tensao V(t) =
Vh cos w t, existe uma relacao muito geral e importante entre a poténcia média fornecida

pelo gerador ao sistema e a sua impedancia.

A impedancia sempre pode ser escrita como
Z=x+iy=|Z|e?, (6.55)
onde

|Z] = V2% + 42, e tgo==. (6.56)

A corrente I(t) ¢ dada por

SHESS

R ‘/E) 6iwt Vb (w0 £-5)
= = __ i ) 6.57
Usando
z )
co8S § = ————, e sen 0 = ——— | 6.58
/CE2 + y2 /1'2 +y2 ( )
escrevemos a corrente fisica como
1% 1%
I(t) = —>cos(wt—0) = —=[coswtcosd + sen wtsen d]
|Z| 1Z
1%
= WOyQ [ycoswt + xsen wt] . (6.59)
A poténcia média fornecida pelo gerador em um periodo é dada por
< Py > 1/TdtV(t)](t) 1/Tdt Ve t (wt—9)
= = == —-coswtcos (wt—
' T Jo TJ) 2]
g e
= = —. 6.60
2 (22 +y?) (6.60)

Esse resultado é importante porque ressalta o fato que a parte real x da impedancia
descreve a dissipacao de energia enquanto que a parte imagindaria y estd associada aos
elementos onde a energia é conservada. Ele mostra, em particular, que se a impedancia
for um nimero imaginario (z = 0), a poténcia média, em um periodo, fornecida pela fonte
ao sistema, sera nula. Se a parte real da impedancia for um ntimero positivo, o gerador
estara forncendo energia ao sistema em cada periodo.
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e exercicios
1. Determine as correntes fisicas nos circuitos descritos pelas figuras 6.5, 6.6 e 6.7.

2. Mostre que a corrente I(t) dada pela expressao (6.44) é idéntica a encontrada na aula
4.

3. Para o circuito a direita da figura 6.1, calcule:
a) a impedancia equivalente;
b) a corrente no circuito no regime estaciondrio.

4. A partir da expressao (6.60), obtenha a poténcia média que a fonte de tensdo V =
Vo cos w t fornece a um circuito RLC em série, em um periodo. Compare seu resultado
com o obtido na aula 5.

e respostas

1. 65 — I(t) = B sen wt; 6.6 — I(t) = —wC Vysen wt;

6.7 — I(t)="2coswt.

32 Z34AZ Zc ZR+3228 ZR+2Z2c 25+ 21 2%

3' a) Z = 221, Zc+2ZcZR+ 21, ZR ’
__ a+ib __ [4LR _ 3R _|_3L _ 2R? 2 _ 2L
Z_c—i-z'd’coma_[ C w202]’ b_[ wC? oc TwLRY, C=7>

d=[2wL—-—5] R

b) I(t) = %cos(wt —0)

— id . [a?4b% id _ b c
Z =\Zle =/ Stz e’ § = arctg 7 —arctg §



Capitulo 7

circuito LC infinito

e introducao

Até o presente ponto do curso, consideramos circuitos RLC em duas situacoes diferen-
tes. Numa delas, as fontes eram estaticas e, matematicamente, o problema consistia em
resolver uma equacao diferencial homogénea. Na outra situagao, o sistema era ligado a
uma fonte externa oscilante. Nesses dois casos, supusemos tacitamente os circuitos como
estando localizados em regioes muito pequenas do espaco. Esta idéia permeou a discussao
de modo sutil, pois nao nos preocupamos com o fato de que eventos que ocorrem numa
certa regiao do espago nao podem influenciar instantaneamente eventos que ocorrem em
outras regioes. Fisicamente, existem atrasos entre efeitos que ocorrem em um ponto e
as conseqiiéncias deles, que ocorrem em outro ponto, pois a velocidade da luz leva um
tempo para percorrer a distancia que separa esses dois pontos. No caso de sistemas “pe-
quenos”, esse tempo de atraso pode ser desprezado. Foi por isso que nao o consideramos
nas discussoes precedentes. Uma das motivagoes para o estudo das linhas de transmissao
¢é entender como esses efeitos de retardamento se manifestam e porque eles ocorrem. Uma
outra motivacao, é que as linhas de transmissao sao utilizadas para transportar energia
elétrica entre regioes diferentes, seja de uma usina hidroelétrica até as cidades, seja entre
duas pessoas que conversam por telefone. Elas tém, por isso, grande importancia pratica.

O crescente consumo de energia tem motivado um debate a respeito do aproveitamento
de diversas fontes, tais como carvao, petroleo, hidroelétrica, nuclear, solar, etc. Uma
parte deste debate envolve problemas associados a poluicao e ao transporte da energia. A
energia hidroelétrica é, entre as fontes convencionais, a que mais tem sido aproveitada no
Brasil, sendo a tecnologia envolvida no seu uso bastante desenvolvida. O transporte dessa
energia representa um aspecto importante do problema porque, na maioria dos casos, as
usinas hidroelétricas estao bastante longe dos centros consumidores. Nosso objetivo aqui
nao é discutir os detalhes da tecnologia envolvida no transporte de energia elétrica, mas
estudar os principios de fisica envolvidos nesta questao e entender como se da a trasmissao
da energia eletromagnética.

67
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e linhas de transmissao

Uma linha de transmissao é, geralmente, constituida por dois condutores longos e
paralelos, cuja geometria pode variar, como pode ser visto na figura 7.1.

Q > \ :
n ' ) RN

a.cabos paralelos b.cabo coaxial c.placas paralelas

Figura 7.1: Linhas de transmissao.

Quando uma fonte de tensao ¢ ligada aos extremos da linha de transmissao, vao existir
campos elétricos e magnéticos no seu interior e, consequentemente, acimulos de ener-
gias elétrica e magnética. Isto indica que sistemas como este possuem capacitancia e
indutancia que, como no caso de circuitos pequenos, podem ser determinadas. Com o
intuito de facilitar os céalculos, o nosso estudo da linha de transmissao sera feito com
base no caso concreto de um sistema formado por duas placas planas e paralelas. Entre-
tanto os resultados obtidos podem ser facilmente generalizados para sistemas com outras
caracteristicas geométricas.

Consideramos que a nossa linha seja formada por duas fitas metalicas muito longas,
planas e paralelas, de largura a separadas pela distancia b, sendo b << a. A linha esta
disposta paralelamente ao eixo dos y, conforme a figura 7.2, e supomos que no seu interior
existe o vacuo. Isso corresponde a uma simplificacao da situagao mais realistica, onde o
interior da linha é preenchido por um dielétrico, que impede que as duas placas se toquem.

b. campo elé&trico

y s
4. um pedago da_linha
de transmissio

=

c. campo magnético d. representacao esquematica

Figura 7.2: Um elemento de linha de transmissao.

O primeiro passo para a solucao do problema consiste nos calculos da capacitancia
e da indutancia de um trecho de comprimento Ay dessa linha. A capacitancia C, que
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depende apenas da geometria do sistema, pode ser determinada a partir da energia elétrica
armazenada entre as placas quando elas estao carregadas com cargas +Q e -Q. Essa energia
esta relacionada a capacitancia por

Uc = Q*/2C (7.1)

e estd distribuida na regiao interna ao trecho da linha considerado. Sua densidade vo-
lumétrica é dada por

dUc /dV = ggE* /2, (7.2)
onde o médulo do campo, calculado por meio da lei de Gauss, vale
E=0/¢. (7.3)
Juntando esses resultados, obtemos a capacitancia deste trecho da linha
C =cpalAy/b. (7.4)

A indutancia L do sistema também depende apenas de sua geometria, podendo ser deter-
minada pela energia magnética existente entre as placas quando por elas flui uma corrente
I. Neste caso, a energia pode ser escrita como

U, = LI?/2, (7.5)
estando distribuida pelo interior do trecho considerado com densidade
dUp /dV = B* /2y . (7.6)

Usando a lei de Ampere no caminho a mostrado na figura 7.2c, obtemos o médulo do
campo magnético

B =pl/a. (7.7)

Estes resultados permitem-nos concluir que a indutancia deste trecho do circuito é dada
por

L = pob Ay/a. (7.8)

Os valores de L e C obtidos acima determinam o comportamento de um pequeno ele-
mento do sistema, representado de duas maneiras diferentes na figura 7.3. E interessante
notar o carater simbolico destas representagoes. O desenho da esquerda propoe-se a ser
uma espécie de fotografia de um trecho da linha de transmissao, enquanto que o da direita
é um pouco mais abstrato. O primeiro ajuda a imaginar a situacao fisica, o segundo é
mais apropriado ao tratamento matematico. O primeiro mostra claramente que, na linha
de transmissao, as energias elétrica e magnética coexistem numa mesma regiao do espaco.
O segundo ¢é mais geral, e nao se compromete com esta idéia. Ele pode representar qual-
quer sistema que armazene energias elétrica e magnética, tanto na configuracao da linha
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Figura 7.3: Um pedaco da linha de transmissao e sua representacao esquemaética.

(@

Figura 7.4: Representacao de um sistema que armazena energia elétrica e magnética.

de transmissao como no caso onde o capacitor e o indutor sao elementos distintos, como
indicado na figura 7.4.

A linha de transmissao completa pode ser entendida como uma associacao de pequenos
pedagos semelhantes aos considerados acima. Isso significa que ela pode ser representada
pelo circuito LC infinito da figura 7.5. E importante notar que, a bem da simplicidade,
estamos desprezando os efeitos associados a resisténcia do metal do qual a linha é feita.

7T mr__ W

Figura 7.5: Representacao esquematica de uma linha de transmissao.

e circuito LC infinito

Passamos, agora, a estudar as propriedades de um circuito infinito, formado por indu-
tores e capacitores. Circuitos deste tipo podem representar tanto linhas de transmissao,
onde as energias elétrica e magnética encontram-se na mesma regiao do espago, como ou-
tros sistemas, formados por elementos como os da fig. 7.4. Para equacionar este circuito,
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é preciso determinar a sua impedancia.

Chamamos de Z a impedancia total do circuito infinito, que desejamos calcular, e de 7},
e Z¢ as impedancias de cada um dos indutores e capacitores elementares. A relacao entre
7, Z; e Zc é determinada usando um truque matematico, baseado na idéia de que um
circuito infinito sempre pode ser considerado como a associacao de um elemento da sua
extremidade esquerda com um outro sistema, também infinito. Tal idéia é representada
esquematicamente na figura 7.6.

%Cwmmm -wl-uu-]:-w\-—mw--
T T T T T T.

-] D -]

Figura 7.6: Circuito formado por infinitos circuitos elementares.

A figura 7.7 representa a mesma idéia, s6 que formulada em termos de impedancias. A
primeira igualdade desta figura indica que a impedancia total Z é o resultado da associacao
das diversas impedancias elementares. A segunda representa, como vimos acima, o fato
de o circuito infinito poder ser entendido como a associacao entre um elemento e um resto.
A terceira igualdade, incorpora o truque matemaético. O fato de o circuito ser infinito faz
com que a impedancia da parte que sobra depois do trecho da esquerda também seja Z.
Ela somente é valida para circuitos infinitos, e é baseada na idéia que a impedancia de
tal circuito nao se altera quando dele retiramos uma parte finita. Finalmente, a ltima
identidade nos diz que o circuito infinito pode ser entendido como a associacao de um de
seus elementos com ele mesmo.*

A igualdade entre o primeiro e o ultimo circuitos da figura permite-nos escrever

1

—), (7.9)

1
Z:ZL+1/(E+ZC

que corresponde a
7?7 7y — 7y, Zo = 0. (7.10)
Resolvendo esta equagao algébrica, obtemos 7, a impedancia da linha de transmissao

Z 72
Y A R (7.11)

A
2 4

(o)
'Esse tipo de raciocinio é o mesmo que permite calcular a soma de séries geométricas. Se S = > a" =
n=0
1+a+a®+a®+---, podemos escrever S = 1+a(l+a+a?+a®+---) = 1+aS e, portanto, S = 1/(1—a).
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ZL Z:. Lok, Z, AR '—I -
l= [z| [z] [z]] [z]] = z.| + |z
B B ;- B, 8,

2 a
~HzH'YzHz .z, Z.
= ZC + ZG zc Zc = Zc =
| I |
R B By Be

Figura 7.7: Os circuitos 1, 2, 3 e 4 sao equivalentes.

A solugao com sinal negativo nao tem significado fisico pois, de acordo com a eq.(7.9), no
caso Z¢ = 0, devemos ter Z = Z.. Por isso, ela nao serd considerada na seqiiéncia.

Lembrando que as impedancias de um indutor e de um capacitor sujeito a tensao
alternada com frequéncia w sao dadas por Z; = iwlL e Zg = —i/wC, obtemos

L twlL
Z = — —w?[2/4 . 12
“C w2l?/4 + 5 (7.12)

e dois regimes de freqiiéncia

O conhecimento da impedancia total Z permite-nos analisar o comportamento do cir-
cuito infinito quando, na sua extremidade, esta conectada uma fonte de tensao alternada
da forma V (t) = Vj coswt. Para compreender como os efeitos da fonte se propagam através
do circuito, notamos que, na eq.(7.12) o termo no interior da raiz pode ser positivo, ne-
gativo, ou nulo. Existem, por isso, casos diferentes a serem considerados, dependendo do
valor da frequéncia w.

No caso de freqiiéncias baixas, quando w? < 4/LC, a impedancia é um ntimero com-
plexo, com uma parte real e outra imaginaria. A parte real, como vimos anteriormente,
indica a existéncia de absor¢ao de energia. Isso pode parecer estranho num circuito que
contém apenas capacitores e indutores, que sao elementos nao dissipativos. Como podem
esses elementos absorver continuamente energia, como se fossem um resistor? Isso ocorre
porque, quando se conecta uma fonte a este circuito, ela fornece energia ao primeiro cir-
cuito LC elementar, em seguida ao segundo, entao ao terceiro, e assim por diante. Como
o circuito é infinito, ele estara absorvendo energia continuamente, energia esta que vai
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sendo armazenada nos indutores e capacitores e, portanto, se propaga através da linha.
Deste modo, é possivel a uma pessoa colocada no fim da linha de transmissao consumir
a energia elétrica introduzida na extremidade oposta. Assim, para frequéncias baixas, a
energia “entra” na linha, e este fato é representado matematicamente por uma impedancia
que contém uma parte real.

O caso de freqiiéncias altas é determinado pela condi¢ao w? > 4/LC. Nesta situacao,
podemos esperar que nao ocorra propagacao da energia através da linha, uma vez que
circuitos com impedancia puramente imaginaria nao absorvem energia da fonte durante
um ciclo.

e tensao no primeiro capacitor

Estudamos, agora, o comportamento da tensao ao longo do circuito LC infinito e um
pouco do que acontece ja pode ser antecipado. Estamos tratando de um circuito composto
de elementos nao dissipativos, de comprimento bastante grande, alimentado por uma
fonte de tensao colocada numa das suas extremidades. Do ponto de vista energético,
essa situacao assemelha-se a uma corda muito longa, balancada por alguém, a partir de
uma das suas extremidades. A pessoa que balanca a corda faz o papel de uma fonte de
energia que, uma vez fornecida a corda, propaga-se através dela na forma de ondas. Por
isso, podemos esperar que a energia eletromagnética fornecida ao circuito LC infinito pela
fonte de tensao também venha a se propagar pelo interior do mesmo.

Supomos que o circuito LC infinito seja feito de um metal muito bom condutor, de
modo a podermos desprezar a energia dissipada por efeito Joule. Um gerador, cuja tensao
¢ dada por

V(t) = Vocoswt , (7.13)

estd ligado a extremidade do circuito, representada pelos pontos Ag e Bg da figura 7.8,
onde o rétulo F refere-se a extremidade esquerda.

A, A A A
ZL 1 ZL 2 ZL_" ZL o

ZC zc Zc

BE B1 B2 Bn

Figura 7.8: Circuito LC infinito.
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Quando a fonte € ligada a extremidade do circuito, ela gera correntes no indutor e cargas
sao acumuladas no capacitor mais proximo, fazendo com que exista uma tensao V; (t) entre
os pontos A; e By. E esta tensao que alimenta o funcionamento do resto do sistema. Ou
seja, para o resto do circuito, tudo se passa como se houvesse uma “fonte” V;(t) conectada
aos pontos A; e B;. Essa nova “fonte’gera correntes e cargas no segundo elemento,
fazendo com que exista uma tensao V5(t) entre os pontos Ay e By, Essa tensao Vy(t)
passa a alimentar o circuito dai para a frente e assim, asucessivamente. Por isso, para
compreender o comportamento da tensao ao longo do circuito LC infinito, basta investigar
o que acontece no primeiro elemento. O que acontecer ali vai se repetir através do restante
do circuito.

A A Ay L
E E Zz L M= I
zZ Zt Z
] ]
B. Fig. 7-9a B: B, Fie. 7.9b
ELZ L I Z | -

B, B1 o B, Fig. 7-9¢

Figura 7.9: Circuito LC infinito.

A fig. 7.9a corresponde a um gerador acoplado ao circuito LC infinito, representado
pela sua impedancia total Z. A mesma situagao esta indicada na fig. 7.9b, s6 que desta vez
o circuito foi representado como uma associacao de um elemento formado por um indutor
e um capacitor, de impedancias Z;, e Z¢, com o restante da linha, cuja impedancia é Z.
Estudar a propagacao da energia através do circuito LC infinito equivale, entao, a analisar
a relagao entre as tensoes Vi (t) e Vi(t). Essas duas tensoes sao diferentes porque, entre os
pontos Ag e A; existe um indutor. Para calcular essa relagao, usamos o formalismo das
impedancias e chamamos de Velos correspondentes complexos das tensoes e correntes.
A fig. 7.9a permite-nos escrever a corrente que sai da fonte e atravessa o primeiro indutor
como

. v,
Ig= 7’3 (7.14)
Por outro lado, considerando a fig. 7.9b, temos
Ve = IgZ, + Vi . (7.15)
Juntando esses dois resultados, encontramos a relagao

N 7 N
v, = (1_ 7L> V. (7.16)
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Usando os valores obtidos anteriormente para Z;, e Z, podemos expressar o fator em frente

de VE como
[L  w?l? wl L w22 n wl
C 4 2 C 4 2

As caracteristicas deste fator dependem do sinal do termo no interior da raiz e, conse-
quentemente, do valor de w.

(7.17)

Para frequéncias baixas, que correspondem a w? < 4/LC', o interior da raiz é positivo
e o fator (1 — Z1,/Z) é dado pelo quociente de um nimero complexo pelo seu conjugado,
que sempre tem modulo 1. De fato, podemos escrever

VL/C —w?L2/4 —iwL)2 = pe ™, (7.18)
onde
L L/2
p=—, tang = whf : (7.19)
C L w2L?
c 4

Assim, neste caso, temos
(1—2,)7) =e 2, (7.20)
e a tensdo Vi (t), dada pela parte real de Vi(t), é
Vi(t) = Re[Vi(t)] = Re[(1 — Z,/Z)Vy(t)] = Re[V; €“29)] = V; cos (wt — 2¢). (7.21)
Para freqiiéncias altas, ou seja, quando w? > 4/LC, o fator (1 — Z;/Z) passa a ser

(1—-21/2) = —n, (7.22)

n=[(wL/2 - \/w2L2/4—L/C)/(\/w?L2?/4— L/C + wL/2)] < 1. (7.23)
Este resultado mostra que a tensao cai ao longo da linha de transmissao, uma vez que
a funcdo Vi (t) é dada por
Vi(t) = —n Vycoswt. (7.24)
Em resumo, nos dois casos, as tensoes no primeiro capacitor sao dadas por
w? < 4/LC — Vi(t) =V, cos (wt — 2meson) , (7.25)
w? > 4/LC — Vi(t) = [nV] cos wt. (7.26)

Assim, para freqiiéncias baixas, aparece uma fase entre V; e Vg enquanto que, para
freqiiéncias altas, a diferenca entre essas duas tensoes maifesta-se no modulo.
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Na discussao precedente, vimos que existe uma freqiiéncia we, dada por
we =2/VLC, (7.27)

que regula o comportamento do circuito. Ela é chamada de frequéncia de corte do circuito
LC infinito.

e tensao ao longo do circuito LC infinito
Como discutimos anteriormente, cada trecho do circuito é alimentado pelo imedia-

tamente anterior. Como o segundo capacitor é alimentado pela tensdo V;(t), podemos
escrever

Vo= (1—2Z,/2)V (7.28)
e usando (7.16),
Vo=(1—2,/2)*V,. (7.29)

De modo totalmente analogo, a tensao no n-ésimo capacitor vale

~

Vo=0-=2,/2)" V. (7.30)
Assim, no caso de baixas frequéncias, obtemos
Via(t) = Vg cos (wt — 2ng) , (7.31)
enquanto que, para frequéncias altas, a tensao assume a forma
Vo(t) = [—n]" Vo cos (wt) . (7.32)

Estes resultados permitem-nos concluir que, para frequéncias baixas, a energia se propaga
através do circuito LC infinito, uma vez que a tensao V,,(t) oscila com frequéncia e am-
plitude idénticas as do gerador. A tunica diferenca entre as duas tensoes é devida a uma
fase de valor 2n¢, estando V,,(t) atrasada em relagdo a Vy(t). Por outro lado, quando
as frequeéncias sao altas, a tensao vai caindo ao longo do circuito LC infinito, sempre a
mesma proporcao 7 de um elemento para outro. Por isso, neste caso, a tensao tende a
zero depois de um numero grande de elementos. Assim, para freqiiéncias baixas, a tensao
adentra o circuito enquanto que, para freqiiéncias altas, ela é amortecida.

e exercicios

1. Determine a indutancia e a capacitancia de um trecho de comprimento Ay de uma
linha de transmissao formada por um cabo coaxial cuja cavidade tem raios menor e maior
iguais a a e b respectivamente.
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2. Como esta distribuida a tensao ao longo do circuito LC infinito quando w = we ?

3. (dificil) No caso de frequéncias altas, qual relagao entre o sinal negativo de (1— 2, /7)
e a nao propagacao da energia?

4. Para os casos w < we e w > wg, faga gréficos representando a tensao, a carga no
capacitor e a energia elétrica ao longo de um circuito LC infinito, num dado instante. O
que acontece quando o tempo passa ?

e respostas

l.C’:i’lr)%dy; L="%5"mb/ady

2. (1-2,/Z)=—1, e atensao em cada elemento tem a fase oposta ao anterior.

3. Sugestao: pense no que acontece no caso w = we e, depois, considere os casos
w=(1l—-€)wecew=(l+€)we, sendo € um nimero positivo e pequeno.
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CAPITULO 7. CIRCUITO LC INFINITO



Capitulo 8

linha de transmissao

e introducao

Na aula anterior, argumentamos que uma linha de transmissao pode ser pensada como
uma associagao de infinitos elementos, cada um deles possuindo capacitancia e indutancia.
Resolvemos, em seguida, o problema do circuito LC' infinito, obtendo a sua impedancia
e a tensao em cada um dos seus capacitores. Em especial, vimos que estes sistemas sao
caracterizados por uma freqiiéncia de corte w¢, abaixo da qual a energia pode se propagar.
Nesta aula, voltamos ao caso particular da linha de transmissao. Neste curso, ao falarmos
em linha de transmissao, estamos pensando em cabos metalicos, continuos e muito longos.
Na situacao idealizada em que a resisténcia do metal é desprezada, o sistema pode ser
pensado como um circuito LC' infinito.

E importante notar, entretanto, que existem circuitos LC' infinitos que nao se compor-
tam como linhas de transmissao continuas. Por exemplo, se comprarmos em uma loja mil
componentes de capacitancia C' e indutancia L, podemos montéd-los como na figura 7.6
e teremos algo que se aproxima de um circuito LC' infinito. O mesmo vale se optarmos
por componentes de capacitancia C’ e indutancia L'. Ou seja, ao montarmos um circuito
LC' infinito, temos ampla liberdade de escolher os valores de L e C'. No caso da linha de
transmissao continua, tal liberdade deixa de existir e os valores de L e C' estao sempre
"amarrados” entre si.

e tensao na linha de trasmissao

Para discutir o caso continuio, dividimos o comprimento D da linha de transmissao em
N pedacos iguais, de comprimento Ay dado por

Ay = D/N. (8.1)

Nas eqs.(7.4) e (7.8), mostramos que a capacitancia e a indutancia de cada um dos pedagos
de uma linha de transmissao feita com placas planas e paralelas, de largura a, comprimento
Ay e separadas pela distancia b, sdo dadas por C =¢qa Ay/be L = ug b Ay/a.
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Assim, a freqiiéncia de corte we para esta linha de transmissao é dada pela eq.(7.27) e
vale

worr = 2 _ 2 (8.2)
T VIO T (VeomAy) '

Este resultado independe das caracteristicas geométricas do sistema e tende a infinito
quando Ay se torna muito pequeno. Assim, qualquer freqiiéncia da fonte é menor que
esta freqiiéncia de corte e a energia sempre pode propagar-se pelo interior de uma linha
de transmissao.

A impedancia deste circuito é obtida a partir do resultado (7.12) Usando os valores de
L e C dados por (7.4) e (7.8), temos

b
Zip = — 22 (8.3)
a €0

A tensdao no n-ésimo pedago da linha é obtida a partir da eq.(7.31) e vale
Vo(t) = Vg cos(wt — 2n ¢), (8.4)

onde ¢ dado pela eq.(7.19), tem a forma

L/2
¢ = tan_l —w / . (85)
L w? L2
Vc ™ i
No caso da linha de transmissao, obtemos
A A
¢rr = tan™! <W HoEo 7y> = <W HoEo 7@/) ; (8.6)

usando o fato de que tan™'0 = 0, para § < 1. Substituindo este resultado na eq.(8.4),
temos

Va(t) = Vycos(w t — w y/fogo 1 Ay) . (8.7)

Nesta expressao, nAy corresponde a posicao do n-ésimo elemento, medida a partir da
extremidade onde se encontra a fonte. Por isso, denotamos esta distancia por

y=nAy (8.8)
e escrevemos a tensao neste elemento como

V(y,t) = Vhcos(w t —w \/loeo y) = Vo cos [w(t — \/1ogo v)] - (8.9)

Este resultado indica que a tensao ao longo da linha de transmissao é associada a uma
onda. Essa caracteristica fica mais evidente quando consderamos os graficos da tensao
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em funcgao de y, a posicao do ponto da linha considerado, para dois instantes diferentes.
Por exemplo, nos instantes t = 0 e t = ¢, temos as situagoes mostradas na figura 8.1.

Estas figuras representam as distribuicoes espaciais de tensao ao longo da linha de
transmissao, em dois instantes fixos. Elas sao, assim, parecidas a duas fotografias da
onda em instantes diferentes, separadas pelo intervalo ty. O segundo desenho corresponde
a um instante posterior ao primeiro e estd deslocado para a direita em relagao a ele.
Comparan-do essas duas figuras, é possivel perceber que o papel do parametro ¢y é o de
deslocar a curva inteira para a direita, proporcionalmente ao seu valor.

Se tomarmos o parametro ¢ como sendo uma variavel continua, temos uma situacao na
qual, a medida que o tempo passa, a curva desloca-se continuamente. Por isso, interpre-
tamos a equacao

V(y,t) = Vcos [o(t — yzoy)]

obtida anteriormente, como uma onda que se move para a direita.

A tensao ao longo da linha é descrita por uma funcao cosseno, que é ciclica. Se
considerarmos um ponto fixo y, os valores da tensao se repetem depois de um tempo 7T,
conhecido como o periodo da onda. Ele é determinado pela condigao V (y,t+T) = V(y,t)
e vale

277

T="= (8.10)

Alternativamente, se consideramos um instante fixo e nos movemos ao longo do eixo y,
a onda também se repete ao longo de uma distancia A, conhecida como comprimento de
onda e determinada pela condi¢ao V(y + A, t) = V(y,t). O valor de A é dado por

2
A= — (8.11)
Ho€o
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¢ a velocidade da onda

A velocidade de propagacao da onda no interior da linha de transmissao é obtida
dividindo a distancia percorrida num certo intervalo de tempo por este intervalo. Se
tomarmos, no caso das figuras 8.1, este tempo como sendo um periodo T, a distancia
percorrida pela onda serd A\, o comprimento de onda. Assim,

A _ 27 Jw /oo _ 1 (8.12)
T 27'(/(4) v/ Ho€o ‘ ‘

Por muitos motivos, este resultado simples tem enorme importancia. Essa velocidade
¢ expressa em termos das constantes €y e i, que podem ser extraidas diretamente de
medidas experimentais envolvendo cargas e correntes. No S.I., os seus valores sao dados
por

v =

€0 = 8.854187817 x 1072 C?/m*N
po = 1.256637061 x 107° N/A?

e, substituidos na eq.(8.12), fornecem
v =299.792.458 m/s,
que corresponde a ¢, a velocidade de propagacao da luz no vacuo.

Este resultado motiva varias questoes:
1. Porque a velocidade de [uz aparece em um problema envolvendo um circuito tao sim-
ples como uma linha de transmissao? Porque ela independe totalmente das caracteristicas
geométricas do sistema considerado?
2. A éptica é o ramo da fisica que estuda a luz, as suas propriedades e o seu comporta-
mento. Porque, entao, a velocidade da luz pode ser obtida no contexto do eletromagne-
tismo?
3. Uma velocidade pressupoe um referencial. Neste problema qual é esse referencial? Ele
parece nao existir, ja que €y e po sao constantes ...

A primeira questao sera discutida na aula 9. A segunda, na aula 11 e a terceira, na parte
do curso dedicada a relatividade.

e algumas propriedades gerais de ondas unidimensionais

O nosso estudo mostrou que, ao ligarmos uma fonte de tensdo da forma V(t) =
Vo cos(w t) na extremidade de uma linha de transmissdo, em seu interior aparece uma
onda da forma V(t,y) = Vycoslw(t — y/c)]. Esta ultima fun¢ao descreve uma curva de
forma cossenoidal bem definida, que se propaga ao longo do eixo y. Assim, forma e
propagacao parecem estar relacionadas. Entretanto, do ponto de vista fisico, essas duas
caracteristicas da onda sao completamente independentes. Para clarificar este ponto,
fazemos um digressao para discutir as propriedades gerais de uma onda unidimensional.
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Ondas sao fenomenos fisicos comuns cuja principal caracteristica é o transporte de
energia através do espaco. Para ler estas palavras, o leitor recebe ondas de luz refletidas
pela pagina. Ao ouvir alguém, chegam aos seus ouvidos, ondas sonoras. No mar ondas
de dgua se propagam... Situagoes simples, envolvendo ondas em cordas ou molas, contém
caracteristicas gerais, presentes em todas as ondas. As ondas em cordas e molas, assim
como as ondas sonoras e de agua, resultam de movimentos de matéria, ou seja, precisam
de matéria nao rigida para existir. Por isso, sao chamadas de ondas eldsticas ou mecanicas
e podem ser descritas a partir da segunda lei da dinamica de Newton.

Quando uma onda viaja pelo espago, como ¢ o caso da onda do mar ou de uma corda
muito longa, esta onda é chamada de progressiva ou viajante. Alternativamente, a onda
pode estar confinada em determinadas regioes do espaco, como é o caso das ondas em
uma corda com as pontas presas. Nestes casos, a onda é dita estacionaria.

De modo geral, a descricao da propagacao de ondas envolve o tempo e uma, duas
ou trés dimensoes espaciais. Quando apenas uma dimensao espacial é relevante, temos
ondas unidimensionais como, por exemplo, em cordas ou linhas de transmissao. Ondas
bidimensionais ocorrem em superficies liquidas ou em membranas de tambores. Talvez o
exemplo mais comum de ondas tridimensionais a nossa volta seja o som das palavras e
outros ruidos.

Neste curso, estudamos apenas ondas unidimensionais. Para representar uma onda
deste tipo, é preciso uma funcao f que dependa de duas variaveis: do tempo e da posicao
na dire¢do de propagagao. Por isso, escrevemos F' = F(y,t). Esta fungao, F(y,t), é
chamada de funcdo de onda. Na corda, por exemplo, a funcao de onda é a medida do
seu deslocamento em relagao a posicao de equilibrio. A figura 8.2a mostra uma corda em
equilibrio e a 8.2b, uma onda na corda. Neste caso, o movimento de cada elememento
de massa da corda é cossenoidal na direcao vertical, e a onda se propaga na direcao
horizontal, que é a direcao de sua velocidade.

Figura 8.2: (a) A corda em equilibrio. (b) A corda em dois instantes diferentes.

A figura 8.3 mostra outra onda. Ela nao tem forma cossenoidal, mas uma forma que
chamamos de pulso. Podemos gerar uma onda deste tipo em uma corda, balancando a sua
extremidade esquerda de modo adequado. Alguns puxoes para cima, outros para baixo,
durante um intervalo de tempo finito, geram um pulso que se move para a direita. Esse
pulso é uma onda e carrega energia através da corda, apesar de nao ser periodico.

De modo muito geral, a caracteristica principal de uma onda unidimensional é que ela
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((w

Figura 8.3:

¢ descrita por uma fungao F'(y,t), que satisfaz uma equagao diferencial do tipo

O*F(y,t 1 9*F(y,t
oy? a?  Ot?
Ela é chamada de equagao de onda e determina que a derivada segunda da funcao em
relacao a posicao y é proporcional a derivada segunda em relacao ao tempo t.

Para que uma fungao F(y,t) seja solugao da equagao de onda, é preciso apenas que
ela dependa de y do mesmo modo que ela depende de t. Para verificar esta propriedade,
consideremos uma funcao qualquer F(u). Substituindo seu argumento por u = (y + a t),
automaticamente fazmos com que ela passe a ser solucao da equacao de onda, como
podemos ver com auxilio da regra da cadeia. Assim

or _0Fou _or OF _OF (8.14)
dy  Oudy Ou oy ou?’ '
OF OFdu  OF PF  ,0°F

o owo “on 7 Y (8.15)

Vemos, entao, que qualquer fungdo de argumento (y + « t) é solugdo da equagao de
onda. Além disso, como o parametro « aparece ao quadrado nessa equacgao, qualquer
funcao de argumento (y — « t) também ¢é solugao. Assim, a solugdo mais geral da equagao
de onda tem a forma

F(y,t) =gy — at) + h(y + at), (8.16)

onde g e h sdao funcgdes quaisquer! Por exemplo, as seguintes funcoes sao solugoes da
equacao de onda:

cos(y — at), cos®(y —at), cos[(y — at)?®], arctan(y — at)™*;

log(y — at) + exp[—(y + at)], A(y —at) + B(y + at)’, etc.
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Por estranho que possa parecer, é essa a razao pela qual qualquer palavra que voceé fala
num telefone pode ser ouvida por uma outra pessoa. Se vocé disse ald, a outra pessoa,
escuta alo, se voce disser sorvete, a outra pessoa escuta sorvete ...

<V

Yo< O

Y

<V

Yo>0
a) F (y) b) F (y-Yg) c) F(y +Yg)

Figura 8.4: (a) (b) (c)

Para compreender esta propriedade maravilhosa, é preciso entender o significado da
solucdo da equagao de onda. Suponha que F'(y) seja a funcdo cujo grafico esta represen-
tado na fig. 8.4a. Se subtrairmos de seu argumento um certo valor constante g, positivo,
o unico efeito é deslocar o grafico deste valor para a direita e temos a situacao descrita
na fig. 8.4b. Se somarmos ¥y, temos o caso da fig. 8.4c. Vemos, portanto, que a solugao
geral da equagao de onda, g(y — at), com « > 0, representa uma func¢ao que, & medida
que o tempo passa, vai se deslocando para a direita. Analogamente, h(y + at) se desloca
para a esquerda. Por exemplo, os gréficos de uma possivel funcao g(y — at), em diversos
instantes diferentes, estao representados na fig. 8.5. E importante notar que, neste caso,
a é a velocidade com que o gréafico se desloca.

F(y) A

T %
Figura 8.5: O grafico se desloca quando o argumento é mudado.
E por possuir solugoes com estas propriedades que equagoes da forma
O?F(y,t) 1 O?F(y,t) _0 (8.17)

oy? a?  Ot?

sao chamadas de equagoes de onda unidimensionais. Este tipo de equacao é encontrado
em todos os ramos da fisica, desde cordas vibrantes até particulas elementares. A solugao
geral da equacao de onda é dada por funcoes extremamente genéricas, da forma

F(y,t) =gy —at) + h(y + at) .
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A equacao de onda impoe restricoes apenas ao argumento da funcao, nao a sua forma.
Do ponto de vista matemético, uma onda € uma fun¢ao que anda!

¢ as formas das ondas

Para completar este estudo, é interessante discutir como uma dada situacao fisica esco-
lhe uma forma particular para a fungao F(y,t). Para tanto, voltamos ao caso particular
da linha de transmissao. No inicio desta aula, vimos que a tensao no ponto y de uma
linha sujeita a uma fonte do tipo V' (t) = V; cos(w t) é dada por

V(y,t) = Vycosjw(t —y/c)].

Este resultado indica que, a tensao em y tem as mesmas caracteristicas da fonte: ela oscila
cossenoidalmente, com a mesma amplitude e a mesma frequéncia. A tnica diferenca entre
as tensoes da fonte e do ponto y é uma fase, dada por w y/c, que representa um atraso
devido ao tempo finito de propagacao da onda. Assim, a tensao em y num dado instante
to é sempre igual a tensdo da fonte em um instante anterior, to — y/c. A esséncia da onda
é ser o passado da fonte. E esse passado serd tao mais longiquo quanto mais distante o
ponto y considerado estiver da fonte.

De modo muito geral, a tensao entre as placas de uma linha de transmissao satisfaz
uma equacao de onda e, portanto, deve ter a forma genérica

V(y,t) = Vply —vt) + Ve(y + vt), (8.18)

onde v = ¢ é a velocidade de propagacao da onda e os indices D e E indicam, respectiva-
mente, propagacoes para a direita e para a esquerda. Consideremos o caso de duas pessoas
conversando pelo telefone. Um aparelho de telefone, para os nossos propoésitos, pode ser
pensado como sendo apenas um fone, feito de um diafragma preso a um ima, como mostra
a fig. 8.6. Este ima constitui o nicleo mével de um solendide, cujas extremidades estao
ligadas a linha de transmissao. Quando uma pessoa fala, as ondas sonoras fazem com
que o diafragma vibre, causando também vibracoes no ima. Estas, por sua vez, induzem
correntes elétricas no solendide, ligado num dos extremos da linha de transmissao. As
correntes levam cargas de uma das placas para a outra, causando o aparecimento de den-
sidades de sinas opostos nas placas que constituem a linha e, consequentemente, de uma
tensao, descrita pela fungao V(t). Esta tensao se propaga até o extremo oposto da linha,
onde existe outro fone. Ao chegar 14, a tensao da origem a correntes neste outro fone, que
induzem campos magnéticos no interior do solendide e que, por sua vez, causam vibragoes
no ima. Estas sao transmitidas ao diafragma, que faz vibrar o ar, reproduzindo os sons
emitidos no extremo oposto da linha.

. . . _ .
Se a pessoa da esquerda disser "alo”, a tensao no ponto 0 deve ser dada por uma
funcao

V(y=0,t) = alo (t) (8.19)

Neste caso, estamos interessados apenas nas solucoes que se propagam para a direita, ou
seja, para o interior da linha de transmissao. Por isso, escolhemos Vg (y 4+ vt) = 0 na
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Figura 8.6: Um esquema do telefone: uma linha de transmissao.

solucao geral da equacao de onda. A funcao que descreve a tensao que leva a informacao
correspondente a palavra ”alo”pelo interior da linha é dada por

(8.20)

V(y,t) = ala[ _ y_—”t}

()

A forma desta funcao descreve a propagacao, para a direita, de uma seqiiéncia especifica
de tensoes que corresponderam, no passado, a palavra "alo”, injetada na extremidade
esquerda da linha, no ponto y = 0.

Este resultado é muito importante, porque ele nos ensina que o que acontece no ponto
y = 0 determina o que vai acontecer em todos os demais pontos da linha de transmissao.
E, na verdade, por isso que este circuito é chamado de linha de transmissao: o que quer
que seja colocado num extremo, se transmite através dele e vai até o outro extremo, sem
distor¢oes (se a linha for boa, é claro!).

A funcao que descreve uma palavra é, em geral, muito complicada. Existe um teorema
matematico, entretanto, que afirma que qualquer fungao, por mais complicada que seja,
pode ser sempre decomposta como uma somatoria de fungoes seno e cosseno, com varias
freqiiéncias diferentes. Este resultado, conhecido como teorema de Fourier, permite
que a propagacao de qualquer sinal através da linha de transmissao possa ser entendida
como a propagacao simultanea das diversas funcoes seno e cosseno que o compoem. No
caso da fungao alo(t), por exemplo, terfamos uma decomposicao do tipo:

alo(t) = / dw [a(w) sen w t + b(w) cosw t], (8.21)

onde a(w) e b(w) sdo fungoes determinadas a partir de alo(t). Por isso, ndo ha perda de
generalidade se estudarmos apenas o caso de uma fonte com tensao cossenoidal.
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e exercicios

1. Sem usar férmulas decoradas, determine o periodo e o comprimento de onda da onda
descrita pela equagao V (y,t) = Vj cos (a t — By).

2. Considere uma linha de transmissao formada pelo cabo coaxial descrito no exercicio
7.1. Determine:
a) a impedancia da linha;

b) a fungao que descreve a tensdo ao longo da linha quando ela é alimentada por uma
fonte V' (t) = Vi sen wt;

c) a velocidade de propagagao da tensao ao longo da linha.

3. A tensao na extremidade direita de uma linha de transmissao infinita é dada por
V() =V e—ot?, Qual a funcao que descreve a tensao num ponto do interior da linha?

e respostas

1. T =27/a, A=27/p.

2. a)Zzg\/ezg, b) V(y,t) = Vosen [w (t — /oo y)], C)V:\/;%

3. V(y,t) = Ve @Ww/ed?



Capitulo 9

linha de transmissao:
cargas, correntes e campos

e 0s calculos

Até o momento, estudamos apenas na tensao V' (y, t) entre as placas da linha de trans-
missao. Passamos, agora, a discutir o comportamento das outras grandezas. Nesta dis-
cussao, usamos um sistema de referéncia com o z paralelo a largura das placas, o eixo y
paralelo ao comprimento das placas e o eixo z, a separagao entre elas.

Num ponto y qualquer da linha, a tensao V(y,t) é devida a cargas de sinais opostos
existentes nas faces interiores das duas placas. Cada pequeno trecho da linha funciona
como um capacitor e, por isso, podemos escrever

Qy,t) = CV(y,t) = CVycos[w(t —y/c)] (9.1)

onde C, a capacitancia, dado pela eq.(7.4), vale C' = agoAy/b.

A densidade superficial de carga pode ser calculada dividindo a carga por um elemento
de area das placas, e é dada por

Qly,t) _
W =o(y,t) =

Yo coslw(t —y/c)]. (9.2)

Entre as placas existe um campo elétrico E = EE, vertical, cujo modulo no ponto y é
dado pela funcao

W) _ Vo oot — y/e)]. (9.3)

E(y.t) =
(y,t) = 2

Assim, na linha, as densidades de carga e o campo elétrico podem ser representados como
na figura 9.1. A medida que o tempo passa, os "desenhos” das cargas e campos elétricos
movem-se para a direita, com a velocidade c.

89
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Figura 9.1: Um esboco das cargas nas placas e campo elétrico na linha de transmissao.

As correntes na linha de transmissao sao obtidas a partir da relacao

V(y,t)

I(y,t) = Zir

(9.4)

onde Zr representa a impedancia da parte da linha a direita do ponto y. Como a linha
é considerada infinita, o valor dessa impedéncia é o dado pela eq.(8.4). Por isso,

I(y,t) = VO% 2 coslw(t — y/e)]. (9.5)
Ho
O campo magnético B = Bié horizontal, paralelo ao eixo x. O seu mddulo, obtido a

partir da lei de Ampere, é dado por

Bly.t) = M 1(y,0) = 2 cosfult — /)] (9.6

As correntes e campo magnético na linha sao mostrados na figura 9.2. Neste caso, também,
os "desenhos” da corrente e campos magnéticos movem-se para a direita, com velocidade
c.

—
i
—— —
- «-—t_ g > -
- et ——
i — l— f—l— " - —
—F el e e i —_
—— P e ol
- il
B /B /
— o -
- —— — — ~——
g — ._> —
- e —— —f— — — —— .
. —_— — - _——
p— —_— S
———

Figura 9.2: Esboco das correntes e campo magnético na linha de transmissao.
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¢ 0s resultados

Uma linha de transmissao ligada a uma fonte de tensao possui cargas e correntes nas
suas faces internas e campos elétrico e magnético em seu interior. No caso de uma linha
alimentada por uma fonte com variagao cossenoidal, os comportamentos dessas grandezas,
ao longo da linha e em funcao do tempo, sao descritos pelas fungoes

o(y.1) = 20 coslu(t — y/c)] (9.7)
T{ot) = [ Vo cosflt = /). 9:5)
B(y,1) = 7 coslu(t — y/o)] (9.9)
Bly. 1) = 7> coslt — /). (9.10)

E importante notar que todas estas fungoes sao proporcionais a Vj e estao em fase. Assim,
os maximos da carga e da corrente coincidem, o mesmo acontecendo com os maximos das
intensidades dos campos. O fato de todas estas grandezas terem a mesma dependéncia
do tempo e da posigao indica que todas elas se propagam de mesma maneira pelo interior
da linha. A velocidade desta propagacao, ¢ a mesma da tensao, ¢ = 1/,/Jig€o, eq.(8.13).

e comprimentos de onda

Os comprimentos de onda dos efeitos eletromagnéticos numa linha de transmissao,
alimentada por fontes cossenoidais, estao relacionadas as suas freqiiéncias:

A=cT =c/f. (9.11)

Por exemplo, usando o valor aproximado ¢ = 3 x 10® m/s, encontramos para a rede
doméstica, que tem a freqiiéncia de 60 Hz, o valor A = 3 x 103/60 m = 5 x 105 m =
5.000 Km. Este comprimento é enorme quando avaliado na escala do corpo humano ou
de edificios ou de cidades. No caso das radios FM, que emitem em freqiiéncias em torno
de 100 MHz as ondas tém comprimentos de onda da ordem de A = 3 x 108/10%m = 3m.

e exemplo 1: densidade de carga

Para compreender melhor o funcionamento de uma linha de transmissao, consideramos
um sistema formado por duas placas de cobre, paralelas, com 1 cm de largura, 0,1 mm
de espessura e separadas pela distancia de 2 mm, no interior do qual existe o vacuo.
Essa linha é alimentada por uma fonte que varia cossenoidalmente, com amplitude 180V
e frequéncia de 60 Hz.

O cobre, como os demais metais, é formado por uma rede ionica bastante estavel, no
interior da qual movem-se os elétrons livres. No cobre, a densidade volumétrica de elétrons
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livres vale N = 8,4x 10?8 elétrons/m?. Supondo que estes elétrons estejam uniformemente
distribuidos pelo interior do metal, podemos pensar que existem N, = N'/3 =4, 4 x 10°
elétrons ao longo de cada comprimento de 1 metro. Como existe aproximadamente um
elétron livre por fon de cobre, esse ntimero corresponde a uma distancia d = 2,3 x 10710
m entre dois fons vizinhos. Essa distancia é caracteristica da espessura de cada camada
de fons no interior do metal. Ela também indica que, em média, existem um ion e um
elétron livre dento de cada cubo de lado d no interior do metal.

2

Assim, Ng, o nimero de elétrons livres por m® na superficie do cobre é dado por

Ng = N} = Né/:} = 1,9 x 10 elétrons/m” .

A densidade superficial de carga associada a tensao na linha de transmissao é dada
pela eq.(9.7) e sua amplitude, neste exemplo, é dada por
=04 180

C
— — =0,8x107°—.
O T T Ur x9x 109 x 2 x 10-3) O 2

Sabendo que a carga do elétron tem médulo e = 1,6 x 107 C, podemos concluir que
esse valor de o( corresponde a uma densidade superficial de eletrons Ng dada por

0,8 x 1076

W =0,5 % 1013 elétrons/m2 .

NQ :0'0/62

Essa densidade superficial de carga em cada uma das superficies internas da linha
representa um excesso ou falta de elétrons relativamente a quantidade de elétrons livres
normalmente existente nestas superficies.

Por isso, a magnitude do excesso de elétrons relativamente ao nimero de elétrons livres
na superficie do metal é dada por

No/Np = 0,5 x 10"/1,9 x 10" = 0,3 x 1075,

Em outras palavras, a densidade oy corresponde aproximadamente a um elétron excedente
para cada trés milhoes de elétrons livres existentes na superficie do metal. Se conside-
rarmos todos os elétrons existentes no volume do metal, esta proporgao torna-se muito
menor ainda. A densidade relativa calculada acima mostra que é legitimo considerar que
as cargas na linha de transmissao sao fenéomenos superficiais, envolvendo apenas algumas
camadas de atomos na parte externa do metal. O mesmo vale para as correntes na linha,
ja que elas sao devidas ao movimento dos ezcessos de carga.

e a corrente elétrica

A funcao I(y,t), dada pela eq.(9.8), descreve as correntes elétricas ao longo da linha de
transmissao. Esse resultado indica que os excessos de carga movem-se com a velocidade
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da luz, ao longo da linha. Isso pode parecer contraditério com a teoria da relatividade,
ja que elétrons tém massa e, portanto, nao podem se mover com a velocidade da luz.
Entretanto, esta contradicao é apenas aparente. Quem se move com a velocidade da luz
é o excesso de elétrons, nao os préprios elétrons. Estes se movem com velocidades bem
mais baixas.

Existe uma relagao entre as fungdes o(y,t) e I(y,t) que descrevem, respectivamente,

os excessos de carga e os movimentos destes excessos. Essa relagao ¢ um pouco sutil e
precisa ser pensada com atencao.

Jrcﬁ.‘!:'
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Figura 9.3:

A figura 9.3 representa a densidade de carga o(y,t) na face interna da linha de trans-
missao, em um instante fixo. Para calcular a corrente elétrica em um dado ponto, é preciso
colocar ali uma barreira matematica e calcular a carga que a atravessa num intervalo de
tempo At. Como os excessos de carga se movem para a direita com velocidade ¢, esta
carga ¢ dada por

AQ(y,t) = acAto(y,t) (9.12)
e, consequentemente, a corrente vale
A t
% = I(y,t) = acoly,t). (9.13)

Este resultado estd de acordo com as eqs.(9.7) e (9.8) e indica que a corrente envolve o
produto da densidade de carga pela velocidade de propagagao da onda. Ele mostra que a
corrente é devida ao arrastamento da densidade de carga. Como a densidade representa o
excesso de cargas num ponto, a corrente representa o movimento desse excesso de cargas.
E preciso ter cuidado com a eq.(9.13), pois o seu lado esquerdo envolve a func¢ao Q(y,t),
que representa a quantidade de carga que atravessa a barreira matematica por unidade
de tempo.

Neste problema, existe uma outra funcao, representada por ¢(y,t), que corresponde a
carga contida num intervalo Ay da linha de transmissao. Ela é dada por

q(y,t) = aAyo(y,t). (9.14)
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Sua derivada temporal, calculada usando a eq.(9.7), vale

%ﬁ’t) = —aly #wsen w(t—y/C)] . (9.15)

Este resultado envolve a funcao seno e é completamente diferente do lado direito da
eq.(9.13). Isso acontece porque a derivada temporal da funcao ¢(y,t) deve ser enten-
dida no contexto da equagao da continuidade. Assim 0q(y,t)/0t representa a variagdo
da concentracao de carga num dado ponto da linha. No caso da figura 9.3, ela corres-
ponde a diferenca entre as cargas que entram pela linha pontilhada e saem pela barreira
matematica, por unidade de tempo.

A corrente I(y,t) na linha de transmissao pode ter valores positivos e negativos. No
contexto da figura 9.3, correntes positivas correspondem a excessos de cargas positivas
que se movem para a direita enquanto que correntes negativas sao produzidas por excessos
de cargas negativas, que também se movem para a direita.

¢ a velocidade dos elétrons e a velocidade da onda

Na linha de transmissao, cargas e correntes se movem com velocidade c. Esses resulta-
dos podem nos induzir a pensar que, neste processo, os elétrons também se movem com
velocidade ¢, o que estaria em contradicao com a relatividade. Nesta secao, mostramos
que essa idéia nao é correta e que as velocidades individuais dos elétrons sao bastante
baixas. Para tanto, consideramos a figura 9.4, que mostra em detalhe um trecho de uma
das laminas que formam a linha de transmissao, no caso em que ela é alimentada por uma
fonte cuja tensao é V(t) = Vpcoswt. Essa lamina é metdlica e, portanto, constituida de
ions positivos e elétrons livres. Esses dois tipos de densidade de carga sao representados,
na figura 9.4, por hachuras em direcoes diferentes. Nas regioes em que as duas densidades
coexistem e se superpoem, a densidade volumétrica total de cargas p é nula. Entretanto,
nas superficies em que o metal estd em contato com o campo elétrico, os elétrons sao
levemente puxados para fora do metal ou empurrados para dentro dele, dependendo do
sentido desse campo. Na situagao da figura o campo Eé paralelo ao eixo z e os movimen-
tos dos elétrons ocorrem, também, na direcao z. Por isso, o deslocamento de um elétron
que esta num pondo de coordenada y da superficie da lamina metdlica é descrito por um
vetor

7y, t) = ro kcosw (t —y/c)] (9.16)

medido em relagao a superficie da densidade de ions positivos. Assim, a primeira conclusao
importante desta discussao é que cada elétron descreve um movimento harmonico simples
numa direcao ortogonal a direcao de propagacao de onda.

A velocidade de uma elétron que oscila na superficie do metal é dada por

Viy,t) = % = —rowksen [w(t —y/c)] . (9.17)

A amplitude ry dessa oscilacao pode ser calculada considerando uma regiao de largura
Ay em torno do ponto P da figura 9.4. Ali existe uma densidade de carga negativa de
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modulo oy, descrita pela eq.(9.7). Essa densidade permite-nos calcular a carga contida
em uma pequena area de lados a e Ay, sobre a superficie interna da fita, como sendo

Ag=o0palAy. (9.18)
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Figura 9.4:

Por outro lado, a figura 9.4 informa que a carga dada pele eq.(9.7) estd, na verdade,
distribuida em um pequeno volume de lados a, Ay e 1. Por isso a carga Ag também
pode ser escrita como

Ag=palAyry, (9.19)

com p =eN, sendo N a densidade volumétrica de elétrons livres no metal. Comparando
as egs.(9.18) e (9.19), concluimos que

0o

== (9.20)

To

No caso da linha de transmissao discutida no exemplo 1,

0,8 x 1075C/m*

= 1 =15 ]
[1,6 x 10-19C] x [8,4 x 1028 /m?] 0,06 x 10~ "m

To =

Lembrando que 107'°m ¢ a escala do tamanho de um préton, vemos que 7 é a amplitude
de uma oscilagao bastante pequena! Se ela for alimentada por uma fonte que oscila com
60H z, a amplitude da velocidade do elétron na eq.(9.17) vale

ro = wro = [2m60/s] x [0,60 x 107°m] = 22,6 x 10~ ¥m/s,

que é, de fato, nuito menor do que a velocidade ¢ de propagacao da onda.
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e OS campos

Em todos os pontos do interior da linha de transmissao, os médulos dos campos elétrico
e magnético sao dados pelas eqs.(9.9) e (9.10). Introduzindo os versores das respectivas
direcoes temos

E(y,t) = % Ecos[w(t —y/c)], (9.21)
B(y,t) = %;Cos[w(t —y/c)]. (9.22)

Esses campos possuem quatro propriedades muito importantes que, como veremos adi-
ante, sao compartilhadas por todas ondas eletromagnéticas que se propagam no vacuo.

1. E e B satisfazem equagoes de onda, como dada na eq.(8.15).

2. Os médulos de E e B , em cada ponto e em cada instante, sao relacionados por

|E| =|B|/c (9.23)
3. E e B sao perpendiculares entre si.
4. E e B sio transversais as suas direcoes de propagacao,

As figs. 9.5a. e 9.5b. representam os campos E e B no interior da linha de transmissao,
em dois instantes diferentes.

L r 3 1 raw i X
r 4 FEv iy 7 4 AT 7 4§
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/',‘/:" ’ i s f vt 1
! 5 X 1
g "‘Lr' CAl ,.,',./’1’/’/ .
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>
- B -1
. ?> E_r
| - i
(a) (b)

Figura 9.5: E e B na linha de transmissao em dois instantes sucessivos.
e a propagacao dos campos

No interior da linha de transmissao, o campo elétrico é criado pelas cargas concentradas
em certos pontos e o campo magnético é devido ao movimento destas cargas. No calculo
de E e B usamos, respectivamente, as leis de Gauss e Ampere na forma integral. Assim,
do ponto de vista destas leis, é razoavel pensar que as cargas criam E e as correntes criam
B: sendo as variagoes destes campos com o tempo explicadas pelas variagoes das suas
fontes com o tempo.
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Esta nao ¢, entretanto, a unica explica¢ao possivel para o que acontece com os campos
E e B no interior da linha de transmissdo. A explicacao alternativa, que discutimos
adiante corresponde a uma interpretacao dos mesmos fenomenos, de um ponto de vista
diferente. Do ponto de vista fisico, ela é mais fundamental que a anterior e explica porque
a velocidade de propagacao das ondas no interior da linha de transmissao é a mesma que
a da luz. Ela é baseada na idéia que, em cada ponto, o campo magnético, por ser variavel
com o tempo, cria um campo elétrico. Este, entretanto, também varia com o tempo,
gerando um campo magnético. Mas esse campo gera um campo elétrico, que por sua vez
também gera...

Para compreender melhor esta explicagao alternativa, imagine um microlaboratério de
dimensoes dx, dy, dz, no interior da linha de transmissao. Com um pouco mais de esforco
da imaginacao, coloque-se no interior do microlaboratério, sentado a uma mesa, como
mostra a figura 9.6.

F I

!

F\ /F

N

a. o microlab dentro da - 43 "
linha de transmissao b. o microlab visto de perto; voce
esta de costas para o publico.

Figura 9.6: O microlab.

O microlaboratorio ¢, agora, o seu universo. Usando detetores sensiveis, vocé consegue
medir os campos elétrico e magnético no interior do laboratério. O campo elétrico é
vertical e, em cada instante, uniforme ao longo de planos paralelos as paredes esquerda
e direita, mas assume valores diferentes em cada uma dessas paredes. Com o passar do
tempo, vocé vé o vetor campo elétrico furando o chao e o teto do laboratdrio, ora de cima
para baixo, ora de baixo para cima.

O campo magnético é horizontal, e também uniforme ao longo de planos paralelos as
paredes esquerda e direita. Da mesma forma que o campo elétrico, o campo magnético
é, em cada instante, diferente em cada uma das paredes. O vetor campo magnético ora
entra no laboratério pela parede da frente, ora entra pela parede de tras.

Depois de efetuar muitas medidas, vocé consegue chegar as seguintes expressoes para
os campos elétrico e magnético na parede esquerda, situada no plano y = y.

E. = Eyk cos[w(t — ye/c)], Be. = Byicoslw(t — ye/c)]. (9.24)
Para a parede direita situada no plano y = y4 = y. + Ay, é possivel escrever

Ey = Eykcoslw(t — ya/c), By = Byicos|w(t — ya/c)]. (9.25)
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Os seus experimentos mostram claramente que, em cada instante,
E.#E;  B.#B,. (9.26)

Dentro do microlab, vocé observa que os campos elétricos e magnéticos nas paredes direita
e esquerda sao diferentes. O seu problema passa a ser, entao, elaborar uma explicacao
para esta diferenca, baseada em algo existente no interior do microlaboratorio. Nao vale
olhar para fora!

Parte do problema é resolvido pela lei de Faraday, que permite atribuir a diferenca
entre F, e E; a variagao do campo magnético com o tempo. Para compreender isso,
escrevemos a lei de Faraday para o circuito I' da fig. 9.5, que delimita a parede a sua
frente no microlaboratorio. A superficie da parede é S.

— d —
/E'dgz——/3~ﬁd8. (9.27)
r dt Jg

Se o caminho I' é percorrido no sentido anti-horario, a normal 77 corresponde ao versor %
e, temos

0B,

(Ed — Ee)dz = — 81&

ds . (9.28)

Deste modo, podemos afirmar que a diferenca entre F, e FE; é causada pelo campo
magnético variavel com o tempo. O fato de o microlab ser muito pequeno permite que se
retire 0B, /0 t do interior da integral. Temos, entao,

0B,
ot

O campo elétrico é funcao de z, y, z e t, sendo sua diferencial total dada por

Ej—E. =——Zdy. (9.29)

—

oE OE OE OE

dE = —dx + —dy + —dz + —dt . .
e x+8$ y—l—az Z+8t (9.30)
No caso do microlaboratério
OF OF
P @ m— . 1
ox 0z ’ (9-31)

e, se os campos nas paredes esquerda e direita forem considerados num instante fixo,
podemos escrever

OFE,

E,—E, =

dy (9.32)

Substituindo esta expressao na eq.(9.29), obtemos

0E. 0B,
oy ot

(9.33)
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Esta equagao corresponde a lei de Faraday na forma diferencial e exprime a idéia que
a variagao do campo magnético dentro do microlaboratoério é responséavel pela diferenca
entre os campos elétricos nas paredes esquerda e direita.

De modo totalmente andlogo vocé pode atribuir a diferenca entre B, e B, a variacao
do campo elétrico com o tempo. Para tanto, basta usar a equacao de Ampere-Maxwell
na forma diferencial

0B, 1 OF,

~ T e (9.34)

Resumindo o conhecimento que vocé, que vive no microlab, tem do seu universo: por meio
de detetores foi possivel fazer um mapeamento dos vetores E ¢ B em todos os pontos do
laboratério em diversos instantes; a partir deste mapeamento, foi possivel concluir que E
e B nas paredes esquerda e direita sao funcgoes ciclicas do tempo dadas pelas equagoes
(9.21) e (9.22); com base nas equagoes de Maxwell foi possivel atribuir a diferenca entre
os campos elétricos nas paredes esquerda e direita a variacao do campo magnético com o
tempo e a variacao espacial de B também foi explicada de modo analogo.

Um aspecto muito importante dessas explicagoes é que elas se baseiam somente em
fatos que ocorrem dentro do laboratério. Deste modo, as equagoes de Maxwell permitem
que vocé descreva o que acontece no laboratério usando somente fatos ocorridos dentro
dele. Note que, para explicar as variacoes dos campos ocorridos dentro do microlab, vocé
nao precisou saber que entidades haviam criado os campos no seu exterior. Em outras
palavras, as equagoes de Maxwell permitem que vocé tenha um conhecimento autonomo
do seu pequeno universo.

No microlab, entao, existem campos elétricos e magnéticos que variam com o tempo,
gerando campos magnéticos e elétricos, respectivamente. Tome, por exemplo, o campo
magnético: ele, ao mesmo tempo, é criado pela variagao do campo elétrico com o tempo
e cria a variagao espacial do mesmo campo elétrico. Em outras palavras, as variacoes do
campo elétrico com o tempo e com o espaco estao ligadas. A criagao do campo magnético
¢ descrita pela equagao (9.34), enquanto que a do campo elétrico o é pela eq. (9.33).
Para achar a ligacao entre as variagoes espaciais e temporais do campo elétrico, basta
eliminarmos B dessas duas equagoes. Derivando a eq. (9.33) em relagdo a y, obtemos

O’E. O°B
= : (9.35)
0y? Oyot
Usando a eq.(9.34) encontramos
O?’FE, 1 0°FE,
. Z—0. (9.36)
oy*  pogo Ot
De modo anélogo pode-se obter
0’B, 1 9°B,
- =0. (9.37)

oy? [ogg Ot2
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Estas duas expressoes sao equacoes de onda unidimensionais discutidas na aula 8 e, nos
dois casos, a velocidade de propagacao ¢
9 1

V= —— . 9.38
Ho€o ( )

Na aula 8 vimos, também, que essa velocidade ¢é idéntica a ¢, a velocidade da luz. Este
resultado fornece uma pista importante acerca dos mecanismos béasicos que determinam
o que acontece na linha de transmissao. Cargas, correntes, tensao e campos se propagam
com a velocidade da luz no interior da linha porque, no vacuo, os campos se propagam
com essa velocidade. A propagacao dos campos é o efeito bdsico, primordial. Ao se
propagarem, os campos arrastam com eles as densidades de carga e corrente. Na verdade,
uma linha de transmissao é um guia de onda, o seu papel é conduzir a onda de um lugar
a outro. Nesse processo, a onda se propaga de maneira autonoma.

Em resumo, no interior do microlab nao existem cargas ou correntes elétricas. Mas,
mesmo assim, podem haver 14 dentro campos elétricos e magnéticos que, por variarem
com o tempo, criam campos magnéticos e elétricos respectivamente. Usando as equagoes
de Maxwell, podemos entender tudo o que acontecia com esses campos dentro do microlab
de modo auténomo, ou seja, sem precisar saber o que acontece fora dele.

Feitos esses comentarios, vocé pode abandonar o microlab, E retornar ao macrolab, ou
seja, a Terra, cheia de luz. E importante perceber que, por exemplo, quando se estuda
a luz do Sol num laboratoério na Terra, tudo se passa como se estivéssemos no microlab.
Sim, porque desejamos estudar a luz numa regiao do espaco distante, das cargas que
a produziu. E uma das caracteristicas das equagoes de Maxwell é que elas permitem o
estudo das ondas eletromagnéticas de modo independente de como elas foram produzidas.
Como no microlab.

e €Xerciclios

1. A velocidade de propagacao da tensao no interior da linha de transmissao é
v = 1/,/110€0 e independe de todas as caracteristicas particulares do sistema considerado.
Qual o significado disto?

2. (dificil) Neste problema I(y,t) é diferente de dQ(y,t)/dt. Por que isto ocorre ?

3. Uma linha de transmissao formada por duas placas planas e paralelas, esta sujeita a
tensdo V (t) = V coswt. Faga um desenho representando cargas, correntes e os campos E
e B nos instantes:

a) t=m/2w;

b) t = 57 /w.

4. Descreva o comportamento de uma carga elétrica e de uma bissola colocadas no
interior da linha de transmissao.



Capitulo 10

linha de transmissao: energia

e poténcia e o valor de Poynting

Quando uma fonte de tensao é acoplada a uma linha de transmissao, as superficies
internas do metal ficam recobertas por densidades de cargas que se movem e, na regiao
entre elas, passam a existir campos elétricos elétricos e magnéticos. Sao esses campos que
carregam, ao longo da linha, a energia fornecida pela fonte, pois a eles esta associada uma
densidade volumétrica de energia dada por

w=W g g (10.1)
awv 2 2140
Nosso interesse, agora, é obter expressoes que relacionem a poténcia fornecida pelo gerador
com o campo eletromagnético entre as placas, assim como entender a maneira como essa
energia fornecida se propaga pela linha.

A potencia fornecida pelo gerador na extremidade da linha, que indicamos por
P(y = 0,t), pode ser escrita como

P(0,t) =V (0,t) 1(0,1). (10.2)
A tensao entre as placas vale, na extremidade
V(0,t) = |E(0,1)|b, (10.3)
onde b é a distancia entre elas. Por outro lado, a eq.(9.7) da aula anterior nos permite
escrever a corrente em termos do campo magnético na regiao entre as placas como

1(0,¢) = %u}?(o,t)\ . (10.4)

Juntando esses resultados, expressamos a poténcia fornecida a linha de transmissao em
termos de E e B, como

EQ.DIIBO.1)]

P(0,t) = m

b. (10.5)
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102 CAPITULO 10. LINHA DE TRANSMISSAO: ENERGIA

Essa equacao nos déa a energia fornecida ao sistema, por unidade de tempo, no plano
y = 0, em termos dos campos elétrico e magnético nesse mesmo plano'. Se considerarmos
um plano y qualquer da linha de transmissao, é o trecho situado entre este plano e o
gerador que “fornece” energia ao restante do sistema. O potencial ai vale V(y,t), a
corrente [(y,t), e o mesmo célculo anterior nos leva a

|E(y, )| By, 1)

P(y,t) = 0

ab. (10.6)

Como a energia é carregada pelos campos, a grandeza P(y,t) representa a energia que,
por unidade de tempo, passa através do plano y em direcao ao resto da linha. Se notarmos
que essa energia é proporcional a area entre as placas ab, é natural introduzir a idéia de
fluxo de energia por unidade de area como sendo

P(y.t)  |E(y.t)||B(yo,1)|
= m . (10.7)

Esta expressao representa a energia que, em um certo instante, atravessa o plano y, por
unidade de tempo e de area. Como esse fluxo de energia tem, também, uma direcao e um
sentido, é 1til construirmos um vetor com médulo dado pela eq.(10.7). Lembrando que
E e B sao perpendiculares entre si e que a energia flui ao longo da linha, paralelamente
ao eixo y, este vetor deve ser perpendicular a E e B. Por isso, ele é definido como

. 1 - .

S(y,t) = m E(y,t) x B(y,t). (10.8)

O sfmbolo S ¢ usualmente atribuido a essa grandeza, conhecida como vetor de Poynting.
A relacao entre E, B e S é mostrada na figura 10.1.

4 Fd
s | s |
7/ | Vg |
d I 7 I
' : i = i
| E] 5 ,
I s F I /
|1 » F 1 s
4 4
( Zz Vi
y y+Ay

Figura 10.1: O fluxo de energia através da linha de transmissao.

10 plano y é o plano perpendicular ao eixo y e que passa pelo ponto .
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e a conservagao da energia e o teorema de Poynting

No interior da linha de transmissao, existem campos elétricos e magnéticos e, por-
tanto, existe também uma quantidade de energia armazenada em cada regiao. A energia
¢ uma grandeza conservada e podemos expressar matematicamente essa conservagao imi-
tando o caso da carga elétrica. A conservagao da carga é representada pela equagao da
continuidade

S d
/ j-ndA = —— pdV, (10.9)
S dt Jy

onde S é uma superficie fechada e V' é o volume encerrado por essa superficie. A mesma
idéia pode, também, ser expressa na forma diferencial
v.j=-%
ot
Na linha de transmissao que estudamos, foram desprezadas perdas de energia devidas ao
efeito Joule e, por isso, preciasamos considerar apenas a energia eletromagnética. O vetor
S é analogo a f, pois ele esta relacionado aos fluxos de energia através de superficies. O
analogo a densidade volumétrica de carga p é a densidade volumétrica de energia u, dada
pela eq.(10.1). Por isso, a conservacao da energia eletromagética é expressa por

(10.10)

- d
/ S-ndA = —— /u av (10.11)
s dt Jy
ou, alternativamente,
S = == 10.12
onde
- E x B
§ = 2X8 (10.13)
Ho
w = gy lop (10.14)
2 2410

Este resultado representa o teorema de Poynting, e é vélido para qualquer sistema
eletromagnético. A seguir, apresentamos a sua demonstragao formal, usando as equagoes
de Maxwell na forma diferencial.

Para dois vetores A e B quaisquer, vale a relagao
V- AxB)=(VxA)-B-—A-(VxB), (10.15)

que pode ser demonstrada calculando explicitamente o produto vetorial e, em seguida, o
divergente. Assim?

V- (Ax B)=8,(A, B. — A. B,)) + 8,(A. B, — A, B.) + 0.(A, B,— A, B,). (10.16)

2Introduzimos aqui uma notacdo mais econémica para derivadas parciais, escrevendo a% — 0y, 6% —

lé] ls]
3y, 32 %5z, e Hat.
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Efetuando as derivagoes temos

V- (ZLT X é) = (0:4y)B. — (0. A.)By + (0,A.) B, — (0,A.)B.

+ (8.A,)B, — (0.A,)B, — (A > B). (10.17)

Reorganizando os termos, encontramos

V-(Ax B) = [9,A. —0.A)B, + [0.A, — 0,A.]B, (10.18)
[Amm] + [0,4, — 0,A;]B, — (A < B),

que é o resultado (10.15). Aplicando-o ao vetor S , €SCrevemos

R . . 1 = = -
VS:—V x B VXxE) B-
V(B xB) = (V< B)

—

E-(V x B). (10.19)

Os campos E e B estao entre as placas, ou seja, numa regiao onde nao existem cargas e
correntes. Como as equagoes de Maxwell na forma diferencial sao locais e relacionam E
e B num ponto com p e j no mesmo ponto, para o interior da linha valem as relacoes

. d = .o OF
E=—-—_B8B B= = 10.20
V x pr e V x Hofo ( )
Assim,
. 1| 0B - . OF |1 B-B E-E
V.S = —|-Z=.B— il A
w | ot Hoco & 5y ot | 2 T3
0| 1 1 ou
_ Y\ g2y |9 10.21
ot [QMO 5% ] ot (10-21)

e exemplo 1.

Caélculo da energia £ que flui pela linha de transmissao, alimentada por uma fonte de
tensao V (t) = Vp coswt, durante um periodo 7. Existem vérias maneiras de resolver este
problema.
solucao 1. Como nao ha dissipacao, a energia que flui pela linha é a que foi fornecida

pela fonte em instantes anteriores. A energia fornecida pela fonte entre os instantes t e
t + T independe de t e pode ser expressa, em termos da corrente (t) dada pela eq.(9.5).

Assim,
T T
E = / atVi(t) I(t) = / dt Vo cos(w t) VZ% =2 cos(w t)
0 Ho

T 27
S e Vo' 2m /e (10.22)
2 b Mo 2 wb o
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solucao 2. Uma alternativa consiste em notar que a energia que flui pela linha durante
um periodo € igual a energia distribuida em um comprimento de onda no seu interior.

Essa idéia é expressa por
£ = / / / av

onde a integral é efetuada sobre o volume V' =a b A\. Como EeB dependem apenas de

Yy, temos
A 2 2
EoE B
E=ab | d — 10.24
/ y[ 2 *mj o2

€0E2 B?

2 + 2#0

: (10.23)

Usando os valores de E e B dados pelas egs.(9.9 e (9.10), encontramos

A 2 2
% %
E = ab/o dy {%b_g COS2(wt—wy/C)+u20;Zb2O COS2(wt—wy/c)}
a Vi aV§ 1 2r la_,, [&o 27
D NP IS LN 7 N e B 10.25
b2 T2 b w20\ e w (10.25)

solugao 3. Uma outra possibilidade consiste em calcular a energia que flui através da
linha usando o vetor de Poynting. Nesse caso, escrevemos

5:/{?& U/A?ﬁm} : (10.26)

onde A é a area de uma secao transversal a linha.

Na situacao da figura 10.1, o vetor S = S7 e a normal & drea também é dada pelo
versor j. Deste modo, S -dA =S dA e temos

Sz/OTdt [//Ascm] . (10.27)

O passo seguinte consiste em notar que o modulo de S é constante sobre a superficie A,

0 que permite escrever
//SdA:S//dA:Sab. (10.28)
A A

O médulo de S é obtido a partir da eq.(10.8). Usando os resultados (9.9) e (9.10) e

eSCrevernos
// S-dA = EVO (] — cos”(wt —wy/c) (10.29)
A Ho
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e, portanto,

T [€0 1 2
&= /0 dt %‘/02 % cos?(wt — wy/c) = 5% Vi o 27 (10.30)

e exemplo 2.

Caélculo do fluxo de energia em um trecho de fio metalico ligado a uma bateria, como
na figura 10.2. Este é um caso muito interessante de aplicagao do teorema de Poynting.
A nossa questao consiste em saber por onde chega e quanto vale a energia dissipada no
pedacinho de fio, cuja imagem amplificada aparece no lado direito da figura.

o
I % Y :
1 lE
g L
\\\\\ L
Se_ ¢ ) B
= \\“"/.--_.__J[..
L
iz
Figura 10.2:

No interior do fio, o campo elétrico, devido a bateria, é dado por

E= (10.31)

SHASH

onde o ¢é a condutividade elétrica. Ela esta relacionada a resisténcia R do pedacinho de
fio por
L

sendo ma? a drea da secao transversal do fio e L, o comprimento do pedaco considerado.
O campo elétrico pode, assim, ser expresso como

- I

O campo magnético no interior do fio, devido a corrente, é dado por

5 polr
B =—- 10.34
omaz (10:34)
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onde r é a distancia do ponto considerado ao eixo de simetria. Esses resultados para E e
para B velem para r variando desde o eixo do fio até a sua superficie. Por isso, na regiao
0 <r < a, o vetor de Poynting vale

S=-""¢ (10.35)

O sinal negativo nesta expressao é muito importante, pois ele indica que a energia ele-
tromagnética fornecida pela bateria entra no fio radialmente, através da sua superficie
lateral.

Usando os valores de E e B dados por (10.33) e (10.34), para a superficie lateral

(r = a), obtemos
= 1 /1 1
§=— (TR) (’;—7‘;[)) g . (10.36)

A poténcia fornecida ao fio através da sua superficie cilidrica lateral vale, portanto,

e . 1 (IRY (ol o
P—//AS ndA—M()(L) (27rb) 2nb L =RI". (10.37)

Como nao ha acumulo de energia no fio, a poténcia fornecida pela bateria é igual a
dissipada pelo efeito Joule.

e exercicios

1. A figura mostra um capacitor de placas paralelas, em processo de carga.

¢I

‘I

a) Mostre que o vetor de Poynting S é, em cada ponto, radial e aponta para dentro do
volume cilindrico compreendido entre as placas.
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b) A relagao entre o fluxo de energia por unidade de tempo que penetra na regiao entre as
placas, calculado por integracao do vetor de Poynting sobre a superficie lateral e a taxa
de variacao de energia eletrostatica armazenada no capacitor é dada por

} d (1
§.itdA=AdL (- e B?) .
Jf, o= (5 7)

Desprezando os efeitos de borda para o campo E, demonstre esta relagao.

2. Um gerador esta ligado a extremidade de uma linha de transmissao, formada por
duas placas planas e paralelas, de largura a, comprimento infinito e separadas por uma
distancia b. A tensao fornecida pelo gerador é V(t) =V sen (w t).

a) Desenhe as cargas ao longo da linha de transmissao no instante t = 77/2, sendo T o
periodo de oscilagao de V(t). Faca um grafico desta carga em funcao da posi¢ao, para o
mesmo instante.

b) Desenhe os campos E e B no interior da linha, no mesmo instante anterior. Quais os
valores maximos destes campos?

c¢) Escreva o vetor de Poynting no plano y e no instante t. Como ele se relaciona a tensao
e corrente neste ponto?

3. Refaca o exercicio 2 para o caso de uma linha de transmissao formada por um cabo
coaxial de raios interno e externo a e b, na extremidade y = 0 da qual é ligado um gerador
que fornece uma tensao dado por V(t) = cos (w t).
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ondas no vacuo

Ondas eletromagnéticas podem se propagar no vacuo, ou seja, em regioes do espaco onde
nao existem cargas ou correntes elétricas. A discussao desse tema serd feita em duas
partes: inicialmente, mostramos que as equacoes de Maxwell no vacuo levam a equagoes
de onda para E e B. Em seguida, passamos a estudar uma classe particular de solugoes
dessas equacoes, correspondente as ondas planas.

e equacao de onda

Numa regiao onde nao hé cargas ou correntes elétricas, temos p = 0 e 7 = 0. Nessa
regiao, as equacoes de Maxwell sao dadas por

V E =2,V E=0, (11.1)
€0

.. OB

VXE = ——— 11.2

.o - OF = = OF

VxB = o) + IU()EOE -V x B= IU()EOE, (113)

V-B = 0. (11.4)

As expressoes (11.2) e (11.3) envolvem simultaneamente os campos E e de B. Podemos
desacopla-las, obtendo uma equacao para E e outra para B. Inicialmente, calculamos o
rotacional de(11.2), dado por

> S - OB 0~ =
E)=-Vx2 =2 VxB. 11.
V x(VXE) ant ath (11.5)
Usando a equagao (11.3), obtemos
- R PE
VX(VXE)=—p,60 =5 (11.6)
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Precisamos, agora, calcular o lado esquerdo desta equacao. Para tanto, usamos o fato de
que o duplo rotacional de um vetor qualquer V' ¢é igual a

(11.7)

Lo .o o2 VARG 2 VAR 1 Vi
Vx(VxV)=V(V-V) - <6x2 + e + 822)'

Para demonstrar esta relagao, basta calcularmos explicitamente o seu lado esquerdo em
coordenadas cartesianas. O rotacional de V' é dado por

V x V= (8,V. — 0.V,)i + (0:Ve — 0,V2)] + 9.V, — 9,Va )k (11.8)
e o duplo rotacional vale

Vx(VxV) = [0,(0,V, —,V,) — 0.(0.V, — 0. V)]i

+ [az(ayvz - 82Vy) - 81(81‘/1/ - 8@/‘/;3)];

+ [0:(8.V, — 0,V.) — 8,(8,V. — 8.V, ]k . (11.9)
Considere, por exemplo, a componente z deste resultado. Somando e subtraindo 9%V, /0x?
a ele e organizando os termos, obtemos

VX (VxV)e = [0:(0:Ve + 0,V +0:V2) — (0; + 9 + 02)Val

) = V.. (11.10)

<u

- ¥

A demonstracao desta igualdade para as componentes y e z é feita de modo andlogo,
ficando provada a relacao (11.7).

Assim, o duplo rotacional do campo elétrico é dado por

et OPE  OPE  O°E
V(VxE)=V((V-E)— . 11.11

(¥ x B) = ¥(9 - £) (W + 5+ 5 (1L.11)
No vacuo o divergente do campo elétrico é nulo, como mostra a equacao (11.1). Deste
modo, usando este resultado, podemos escrever a equagao (11.6) como

0’E N P?E  O*E 02E

— Eolly — = 0. 11.12
022 Tz T a2 St pp (11.12)

As constantes g e jip estao relacionadas a velocidade de propagagao da luz no vacuo por
togo = 1/c? e, portanto,

PE  OPE  PE 1 OE

+ + 2or T 0. (11.13)

0x? oy? 022 c
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Esta é a equacao de onda para o campo elétrico. A equacao para o campo magnético
pode ser obtida de modo totalmente anédlogo, a partir do rotacional da eq.(11.3),
B . 0*B . ”B 1B
Ox? oy? 0z? 2 Ot?

= 0. (11.14)

As solugoes das eqgs.(11.14) e (11.15) descrevem ondas tridimensionais. Apesar de os
campos EeB aparecerem isoladamente nessas expressoes, ¢ muito importante notar que
nao ex1stem ondas puramente elétricas ou puramente magnéticas, ja que o acoplamento
entre £ e B, determinado pelas equacdes de Maxwell (11.2) e (11.3), foi essencial &
obtengao das equacoes de onda. Esse acoplamento apenas deixou de ser diretamente
visivel. Por isso, o correto é pensar em ondas eletromagnéticas.

Um outro fato importante, relacionado as equacoes de onda, é que elas podem admitir
solucoes que nao satisfazem as equacoes de Maxwell. Se isto acontecer, a solucao deve ser
descartada. Um exemplo de uma situacao deste tipo sera visto no estudo de ondas planas
monocromaticas, na secao seguinte.

e luz é onda eletromagnética

Na obtencao das equacoes de onda para E e é, usamos o resultado ¢ = 1/,/Hg€o,
apresentado pela primeira vez na aula 8. Entretanto, cabe aqui um comentario sobre a
sua importancia histérica. Maxwell, ao estudar equacoes de onda dos campos elétrico e
magnético, sugeriu que se medisse experimentalmente a velocidade de propagacao. No
entanto, na época, nao havia aparelhos capazes de produzir variacoes do campo elétrico
suficientemente réapidas para permitir a sua medicao direta. Entao, Maxwell sugeriu que
se medissem cuidadosamente as constantes pg e €9, de modo que essa velocidade pudesse
ser obtida a partir de 1/,/fgg. Feitas estas medidas, obteve-se 1/,/fpgo ~ 300.000 Km/s.
Mas esta era ¢, a velocidade de propagacao da luz no vacuo, que a época de Maxwell ja
era bastante bem conhecida. A respeito desta igualdade numérica, A.D’Abro escreve! “4A
conclusao era obvia. A menos que fossemos supor que esta extraordindria coincidéncia
nos valores destas duas velocidades caracteristicas, a da indugao eletromagnética e a das
ondas de luz, era devida ao acaso cego, nao havia outra alternativa senao reconhecer que o
que nos comumente chamdvamos de um raio de luz nao era nada mais que uma série de 0s-
cilacoes no campo eletromagnético, propagadas de ponto a ponto. Ondas eletromagnéticas
e ondas luminosas eram, entao, uma coisa S0.”

Deste modo, a igualdade numérica entre 1/,/10go € ¢ foi historicamente interpretada
como a manifestacao de algo mais profundo, a identidade entre ondas eletromagnéticas e
luz.

e ondas planas

As equagoes de onda para os campos elétrico e magnético, dadas pelas eqs.(11.13) e

LA.D’Abro, the Evolution of Scientific Thought, Dover 1950, Pg. 128
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(11.14), envolvem as trés coordenadas espaciais, além do tempo. Suas solugoes correspon-
dem, por isso, a ondas tridimensionais, cuja forma geral pode ser bastante complicada.
Felizmente, o principio da superposicao permite que qualquer onda, por mais complicada
que seja, possa ser decomposta em somas de ondas planas monocromaticas. E, como
veremos adiante, estas ondas planas sao relativamente simples.

Uma onda sera dita plana se E e B forem, em cada instante, constantes ao longo
de planos perpendiculares a sua diregao de propagacao. Se consideramos, por exemplo,
ondas elétricas planas se propagando na direcao y, podemos afirmar que

E(z,y,z,t) =E (y,t). (11.15)
Uma possivel onda plana, que se propaga na direcao y, esta representada na Fig. 11.1.
Para esta onda, podemos afirmar que:
a) em qualquer ponto do plano perpendicular ao eixo y o campo elétrico, representado
pelas setas, é sempre o mesmo;
b) as linhas de campo elétrico estao igualmente espacadas sobre o plano.

™

&
Ve
7

il

N
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et

e— ? o
A" /
/ N y
O\
a. em gualquer pontc do plano t. as linhas de campo eldtrico

pe icular ao eixo y o =
csmpo elétrice, representado :;;:: :’;ﬁ::f“ espagadas

pelas setas, & constants.

///

Figura 11.1: Ondas planas propagando-se na diregao y.

A relagdo (11.15) simplifica bastante o tratamento do problema pois, neste caso, a
equacao de onda para o campo elétrico reduz-se a

PE 1 PE

oy? 2 Ot?
A solucao geral de equagoes deste tipo ja foi discutida anteriormente, na aula 8. Ela é
dada por

= 0. (11.16)

E(y,t) = Eq(y—ct) + E, (y+ct), (11.17)

sendo E; e E. fungoes arbitrarias, descrevendo a propagacao da onda nos sentidos y
positivo e y negativo, respectivamente. Quando uma onda possui uma tunica e bem
definida frequéncia, ela é dita monocromatica.
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Uma onda plana e monocromatica, que se propaga para a direita, pode ser escrita como
Ey = Eycos (ky — wt). (11.18)

onde Eo ¢ um vetor constante, que descreve a amplitude da onda. O periodo T e o
comprimento de onda A sao relacionados aos parametros w e kK porw = 2w /T e k = 27/ .

A equagao (11.18) é vetorial e, assim, corresponde a trés equagoes escalares:

E4. = Eycos(ky — wt), (11.19)
Eq4y = Eyycos(ky — wt), (11.20)
E4. = Ey.cos(ky — wt). (11.21)

Agora, algo muito imortante: o fato de estas funcoes satisfazerem a equacgao de onda
nao garante que elas correspondam a campos elétricos reais. Para que isso acontega ¢é
necessario que elas também satisfacam as equagoes de Maxwell. A compatibilidade da
solucdo dada pela equacao (11.18) com a lei de Gauss no vacuo requer que

V-E;=0. (11.22)

Essa equacao somente pode ser satisfeita se E,, = 0. Para verificar isso, consideremos o
divergente em coordenadas cartesianas

Y 0F4.  O0Ey 0Fy,
V- -E; = Y . 11.23
d Ox * dy * 0z ( )
O vetor Ed depende apenas da variavel y e, portanto,
0F 4, 0F,.
= =0. 11.24
ox 0z ( )
Usando a forma explicita de Ey,, dada pela eq.(11.20) temos
- - OF
V-E;= ady = — Ey, ksen (ky — wt). (11.25)
Y

Para que este divergente seja nulo para quaisquer valores de y e ¢, devemos ter F,, = 0.
Assim, a eq.(11.18),

Ey = (Eoy i+ Eo. k) (11.26)

e o campo elétrico de uma onda eletromagnética, plana e monocromatica, que se propaga
na diregao y positivo pode ser escrito na forma

Ey = (Eopi + B, k) cos (ky — wt). (11.27)

A amplitude dessa onda nao possui, portanto a componente na direcao de propagacao.
Ainda que tenhamos demonstrado esse fato no contexto particular de ondas planas e
monocromaticas, ele ¢ muito mais geral.
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,I

a. as CU.PO'I.I‘CS xe &t do campo, b. a componente y do e
contidas no plano, sio permitidas. 4 pendicular ao plano, 6
:e:;::l::i' grosss indica o camPO  ,pgihida pela lei de Gauss.

Figura 11.2: As componentes do campo elétrico de uma onda eltromagnética.

O campo elétrico de uma onda eletromagnética esta sempre contido no plano perpen-
dicular a direcao de propagacao. Essa importante propriedade do campo elétrico numa
onda esta esquematizada na fig. 11.2.

Como a amplitude da onda dada por (11.26) é dada por um vetor em duas dimensoes,
costuma-se dizer que sao possiveis duas polarizacoes para ela. Por exemplo, se a amplitude
tiver componentes F,, = 0 e E,, # 0, diz-se que a onda elétrica esta polarizada na direcao
z. A palavra polarizac¢do indica apenas a direcao do campo elétrico da onda.

Numa onda eletromagnética sempre existe, entretanto, uma onda de campo magnético
associada a onda de campo elétrico. A sua forma pode ser obtida através da lei de
Faraday, expressa pela equagao (11.2). Para o caso de ondas planas e monocromaticas se
propagando para a direita, ao longo do eixo y, temos

— —

V x E =V x (Eogi + Eo.k) cos(ry — wt)
— —k (Eo.i — Eogk) sen (ky — wt) . (11.28)
O coeficiente do seno pode ser colocado na forma compacta
—k (Bosi — Eook) = —k ] x E, (11.29)
e a lei de Faraday permite escrever

aa—f = (k] x Ep) sen (ky — wt) . (11.30)

Essa equacao pode ser integrada, produzindo o campo magnético:

— — — 1
B = (kj x Ey) - cos (ky—wt). (11.31)
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Usando a rela¢do k/w = 1/¢, obtemos

— 1 — —
B = - jxE, (11.32)
C
ex E
= —- (11.33)

O campo magnético estd, assim, sempre contido num plano perpendicular ao eixo y, a
diregdo de propagacao neste caso, sendo também perpendicular ao campo elétrico. A
expressao (11.32) relaciona, sem ambigiiidades, as diregoes e sentidos da propagacao da
onda, de E e de B.

Resumindo, uma onda plana monocromatica que se propaga na direcao y > 0 pode ser
representada pelas equagoes

= (BEogi 4 Eg.k) cos(k y — wt)
= xE/.

o =

Este resultado envolve trés vetores ¢, EeB , que sao sempre ortogonais entre si. Eles
formam um triedro ortogonal. De modo geral, ondas eletromagnéticas no vicuo sao
transversais, p01s 08 campos EeB sao sempre ortogonais a direcao de propagacao Por
exemplo, se¢=cj e E= Ek: entdo B = Bi. Ou alternativamente, se E = Ej eB= —Bi,
entdo ¢ = —ck. Note que o ordenamento dos vetores ao longo dos eixos do triedro nao
pode ser feito ao acaso. Assim, por exemplo, os vetores ¢ = c¢j, E = Ei e B = Bk nao
podem descrever uma onda eletromagnética.

e ondas no vacuo: propriedades gerais

Na segao anterior, discutimos as caracteristicas de ondas planas e monocromaticas,
que sao relativamente simples. Entretanto, varias das caracterisiticas encontradas ali sao
muito gerais e validas para todas as ondas eletromagnéticas. Dentre essas propriedades
gerais, mencionamos:

—

1. E e B satisfazem a equacao de onda;
2. 0s médulos de E ¢ B sdo proporcionais: |E| = ¢ |B|;

3. E e B sao perpendiculares entre si e, também, perpendiculares a direcao da pro-
pagacao da onda.

Um aspecto muito importante das ondas é o seu carater eletromagnético, ou seja, as
oscilagoes elétricas sao sempre acompanhadas de oscilacoes magnéticas e vice-versa. Nao
¢ possivel haver uma onda que seja puramente elétrica ou puramente magnética, pois os
campos E e B estio sempre acopladas pelas leis de Faraday e Ampere-Maxwell.

A figura 11.3 representa os campos elétrico e magnético para o caso de uma onda plana,
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monocromatica e polarizada na direcao z, que se propaga na direcao y > 0. Note que os
maximos e minimos de F e B sempre ocorrem no mesmo ponto.

.

Figura 11.3: Onda eletromagnética plana e monocromética. O campo elétrico estd no
plano yz, enquanto que o campo magnético esta no plano xy.

Qualquer onda, seja ela mecanica ou eletromagnética, apresenta sempre duas carac-
teristicas importantes: transportar energia de um ponto a outro do espaco e interferir
com ondas de natureza semelhante. Esses dois aspectos das ondas eletromagnéticas serao
estudados nas préximas aulas.

e espectro eletromagnético

As ondas eletromagnéticas sao formadas por oscilacoes de campo elétrico e magnético,
acoplados pelas leis de Faraday e de Ampere-Maxwell. No vacuo, todas as ondas se pro-
pagam com velocidade ¢ = 1/,/Ji0€g, podendo ter diferentes freqiiéncias f e comprimentos
de onda A, de tal forma que

c=Af (11.34)

Ha varios tipos de ondas eletromagnéticas: ondas de radio, microondas, radiacao infra-
vermelha, luz visivel, ultravioleta, raios X, raios v. O que diferencia um tipo de onda
eletromagnética de outro é a sua freqiiéncia, que pode variar desde 10 Hz (corrente alter-
nada doméstica) até 10*®*Hz (raios 7). A luz visivel tem freqiiéncia entre 4,1 x 10'Hz e
7.5 x 10 Hz. A grande faixa de valores de freqiiéncias para as ondas eletromagnéticas
explica a diversidade de fenomenos envolvendo estas radiacoes e, em particular, a sua in-
teracao com a matéria. O conjunto de todos os tipo de ondas eletromagnéticas é chamado
espectro eletromagnético e estd ilustrado na figura 11.4.
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Figura 11.4: Espectro eletromagnético.

e exercicios

1. Em que mudariam as equagoes (11.13) e (11.14) se ndo houvesse um termo correspon-
dente a corrente de deslocamento nas equagoes de Maxwell? Quais seriam as possiveis
consequeéncias fisicas deste fato?

2. Uma onda plana e monocromatica é descrita pela equacao E = E, cos(ky—wt). Mostre
que, se Ey,, a componente y de EO, nao for nula, a lei de Gauss nao ¢ satisfeita. Sugestao:
considere o fluxo total do campo elétrico através de uma superficie ctibica de lados de
comprimento ¢ = 7/k e paralelos aos eixos z, y e z.

3. Determine a diregao de polarizagao da onda dada pela equagao (11.29) e mostre que
ela nao varia com o tempo.

4. Uma onda elétrica, plana e monocromatica, ¢é descrita pela equagao
E = (2Eyi — Epk) cos(ky — wt). Desenhe esse vetor em trés pontos diferentes do plano
y = 3\/4 nos instantes: a) t =0; b) t =T/4; ¢) t =T/2; d) 3T/4.

5. Considere a onda plana e monocromatica descrita pela equacao E = E, k cos(k y—wt).
Desenhe, o vetor campo elétrico no instante ¢ = T'/4, em trés pontos diferentes dos planos:
a)y=0;b)y=2A4c)y=2A/2;d) y=3\/4

Compare essas respostas com o diagrama da fig. 11.3b.

6. Escreva as equacoes descrevendo a propagacao de ondas planas monocroméaticas se-
gundo as seguintes diregbes: a) y < 0; b) x > 0.

7. E possivel haver ondas de campo elétrico sem que haja ondas de campo magnético?
Justifique a sua resposta.
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8. As flexas da figura 11.5 representam o vetor campo elétrico de uma onda plana mono-
cromatica que se propaga para a direita. Desenhe, nesta figura, o vetor campo magnético.

&

M ~—k

X

Figura 11.5:

9. As figuras 11.6 mostram as linhas de campo elétrico e magnético num dado plano.
Quais das figuras podem corresponder a ondas eletromagnéticas? Nestes casos, qual a

direcao de propagacao da onda?

N+

Figura 11.6:

10. Mostre, usando as equagoes de Maxwell, que a onda representada na figura 11.3 se

propaga para a direita.
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e 0 vetor de onda

A descricao de uma onda eletromagnética plana envolve trés vetores importantes, cada
um com uma direcao diferente. Um deles ¢é 0 campo elétrico E e o segundo ¢ o campo
magnético B que ¢é sempre perpendicular a E. O terceiro, é o vetor de Poynting S que
representa a direcao de propagacao da energia e é sempre simultaneamente perpendicular
aEeB. ComoS=EHxDB /1o, esses trés vetores estdo sempre relacionados entre si,
como nos exemplos da figura 12.1. Na aula 11, discutimos um caso particular desse tipo
de relagao, onde E e B estavam contidos no plano zz, egs. (11.27) e (11.31), e a onda se
propagava na direcao y, representada pelo versor ;

-y 3
= B
® g ES E B =]
e
3
Figura 12.1:

Até o momento, consideramos apenas ondas que se propagam na dire¢ao y. O nosso
objetivo, nesta secao, é discutir como se descreve uma onda plana que se propaga numa
direcao qualquer.

119
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Na aula 11, vimos que o campo elétrico E de uma onda eletromagnética plana que se
propaga na diregao y positiva nao depende de x e z e pode ser escrito como na eq. (11.17),
E (x,y,2,t) = E (y,t). Nesta relacao, as variaveis x, y e z representam as coordenadas do
ponto onde o vetor esta aplicado e ¢, o instante no qual este campo é observado.

PLAN o N

= A

Pt

Figura 12.2:

Na figura 12.2, selecionamos trés possiveis pontos do plano y, cujas coordenadas sao
Pi(x1,y,21), Py(2,y,22) e P3(x3,y,23). Como eles estdo sobre o plano, todos eles tém
a mesma coordenada Y. Esses pontos estao associados aos vetores 7| = x1i + yj + 21k
Ty = xgz + y] + ZQk T3 = l’gl + 47 + 23l€ e, no instante ¢, os campos elétricos em Py, P,
e P, sdo representados pelos vetores E, (7’1, t), Eg(rg, t), E3(7"3, ) apoiados sobre o plano
y. O fato de a onda ser plana permite-nos escrever E (7, t) = Ey (7, t) = Es(s,t).

Assim, a condigao de onda plana corresponde a representar o campo elétrico E, num
ponto genérico P, qualquer do plano y, descrito pelo vetor

Fo=x,i+ yj'—i— znl; , (12.1)

no instante t, como Ei(ﬁ,t) = E(y,t). Deste modo, fica explicito o fato de que as
coordenadas x,, e z, do vetor 7, sao irrelevantes para o valor de En Na aula 8, vimos
que esse campo elétrico obedece a uma equacgao diferencial caracteristica, que obriga o
argumento da funcao a ser da forma (ky — wt), sendo kK = w/ec.

Se desejamos descrever uma onda plana que se propaga na direcao x positiva, a ree-
laboracao da discussao precedente usando o vetor posicao 7, = i+ YnJ + znk permite
escrever En(Fn, t) = E(x,t) e o argumento da fun¢ao que descreve o campo elétrico passa
a ser (kz — wt). Isso indica que nao é preciso repetir toda a discussdo em cada caso, pois
basta adaptar o argumento da funcao a situacao desejada. Por exemplo, uma onda que
se propaga na dire¢do z negativa, tem argumento (kz + wt).
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Existem siuagoes nas quais uma onda plana pode se propagar em diregoes mais ge-
rais, como as indicadas na figura 12.3. Nestes casos, os planos de fase constantes sao
perpendiculares aos eixos desenhados.

z 4 z B Dieggho BE
~ PEOPARLACLE

1
o :
y i ¥
// ki 1 Lt
¢ 2 & - :
/ // \\\ i
> pleschs /J X
PROPAGAGAD
%
() cbJ
Figura 12.3:

A direcao de propagacao é um elemento muito importante de qualquer onda e, em
particular, de ondas eletromagnéticas. Ela é incorporada na descricao da onda por meio
de um vetor, chamado wvetor de onda, geralmente representado pelo simbolo K. Nos
também adotamos esta convencao, usando o simbolo grego kappa. Ainda assim, é preciso
tomar algum cuidado para nao confundir o vetor de onda com o versor da dire¢ao z, pois
eles representam coisas completamente diferentes.

O vetor de onda K é construido de modo que seu médulo seja k = w/c e sua dire¢ao
e sentido sejam os da propagacao da onda. Assim, por exemplo, para uma onda que se
propaga na direcio y, temos & = kj e o argumento do campo elétrico no ponto genérico
P,, cujas coordenadas sdo dadas pela eq.(12.1), corresponde a (i - 7, — wt) = (ky — wt).
Ou seja, o produto escalar seleciona a componente de 7, paralela a k. As componentes
de 7, perpendiculares a K nao contribuem e, por isso, a fase nao depende de z,, e z,.

Este tipo de caracteristica permanece valida para ondas que se propagam em direcoes
quaisquer. No caso de uma onda que se propaga segundo a direcao indicada na fig. 12.3a,
o vetor de onda é dado por

R =r[cos¢i-+sen ¢j (12.2)
e o argumento da onda plana no ponto 7= i+ yj'—i— zk e no instante t, é dado por

(K- 7 —wt) = [k (zcos¢ + ysen ) — wt]. (12.3)

Analogamente, para a onde que se propaga segundo o eixo mostrado na figura 12.3b,
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temos

R = k|[(senfcos ¢+ senfsen ] + cosO k)] (12.4)

(K- 7 —wt) = [k(xsenfcos ¢ + ysenfsen ¢ + z cos ) — wt]. (12.5)

e as trés direcoes importantes

O resultado (12.5) é importante porque permite descrever o argumento de uma onda
plana que se propaga numa direcao qualquer, dada pelo vetor K. O campo elétrico dessa
onda plana é

E(z,y,2,t) = Eycos(R - 7 — wt) . (12.6)

Como o campo elétrico deve ser sempre transversal a direcao de propagacao, a amplitude
Ey deve satisfazer a condicao

Ey- & = K[Eoz sen 6 cos ¢ + Ey, sen Osen ¢ + E, cosf] =0 (12.7)

O campo magnético da onda é dada por

B(x,y,z,t) = Bycos(R - 7 — wt) (12.8)
e o seu modulo deve ser simultaneamente ortogonal a K e a E. Usando o resultado
| B|=| E'| /¢, podemos escrever o campo magnético como
- x E t
Bla,y, o,t) = =X 0050 (129)
w
O vetor de Poynting é dado por
= E t) x B t
Slryot) = (z,y,2,1) X B(2,y,2,1)
Ho
K ) 2
= ’ E(LC,’y,Z,t) ‘ ) (1210)

How

onde usamos a eq.(12.9) e a identidade vetorial A x [B x C] = B(A C) - C(A- B),

valida para quaisquer vetores A, BeC. Como esperado, o vetor S, associado ao fluxo de
energia, é paralelo ao vetor de onda K.

e exemplo 1.

Determinacao da direcao de propagagao e do campo magnetlco de uma onda eletromgnética
cujo campo elétrico é dado por E = E, cos(kr — wt) j.
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O argumento (kx — wt) do campo E & simples e indica que a onda se propaga ao
longo do eixo z positivo. O nosso interesse, aqui, é obter o mesmo resultado a partir da
eq.(12.5). Escrevendo

K (xsenfcos ¢+ ysenfseno + zcos) = kx| (12.11)

obtemos ¢ = 0 e § = /2, 0 que nos permite concluir que a onda se propaga na diregao
x positiva. Assim, o vetor de onda é K = ki.

O campo magnético é obtido a partir da relagao (12.9), onde i é o versor da dire¢ao
de propagacao. Assim,

—
—

B="x Eqcos(kx —wt) j =
c

hd E nd
x Egcos(kx — wt)j = — cos(kz — wt) k. (12.12)
c

O | =

e exemplo 2.

Uma onda plana e monocromatica, que se propaga na dire¢ao mostrada na figura 12.4,
contida no plano xz, incide sobre um espelho plano, situado sobre o plano xy. O nosso
objetivo é determinar os argumentos das ondas incidente (1) e refletida (R).

DIRBECAs DE
PROPAGAGED ESPRLHO

Ver,

Figura 12.4:

Para a onda incidente, temos
kr =k (cosai—sen ak) (12.13)
e o seu argumento é dado por
[y -7 — wt] = [k (zcosa — zsen ) — wit] . (12.14)

Na reflexao, os angulos de incidéncia e de reflexao, medidos em relagdo a normal ao
espelho, sao iguais. Entretanto, a onda refletida se afasta do espelho e, por isso, o seu
vetor de onda é dado por

—

kp = r(cosai+senak). (12.15)
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Portanto, o argumento da onda refletida é escrita como
[kp -7 — wt] = [k (zcosa + zsena) — wt] (12.16)

No caso paticular de incidéncia normal, em que o = 7/2, obtemos ER = —EI.
e as energias elétrica e magnética

A energia transportada por uma onda eletromagnética estd diretamente relacionada
aos campos elétrico F e magnético B, que a constituem. Onde ha campo elétrico e campo
magnético, hé energia elétrica e energia magnética, com densidades volumétricas dadas,
respectivamente, por

€0E2 B2

= — . 12.17

Ug =

Para o caso de uma onda eletromagnética se propagando no vacuo, os médulos dos campos
elétrico e magnético obedecem a relacao E = ¢B onde ¢ é a velocidade de propagacao,
dada por ¢ = 1/,/f10€o. Podemos, portanto, concluir que up = up. Este resultado é
importante, pois evidencia que as densidades volumétricas de energia elétrica e de energia
magnética de uma onda eletromagnética sao iguais. Assim, ao se propagar, uma onda
eletromagnética transporta energia com densidade volumétrica dada por

u=up+ug=2ug =¢cy E* . (12.18)

e a conservacao da energia eletromagnética

O transporte de energia eletromagnética é representado pelo vetor de Poynting, definido
por S=ExB /po. O seu médulo, S, é igual a poténcia da radiacao por unidade de area
e a sua dire¢ao e sentido sao iguais aos da propagacao da onda. Conforme discutimos
na aula 10, a conservagao de energia eletromagnética é expressa, na forma integral, pela
equagao

#5-5@4:—2 udV, (12.19)
A ot Jy

sendo V', o volume contido pela superficie fechada A.

Através do teorema de Gauss, a equagao (12.19) pode ser reescrita na forma diferencial

ou

v - S 12.2
V.§=-2 (12.20)

e exemplo 3.

Caélculo da energia eletromagnética contida no interior do cubo de lado L, mostrado na
figura 12.5, num instante genérico ¢, para a onda eletromagnetlca para a monocromatica,
cujo campo elétrico é dado por E = Eqcos (kx — wt) 7, considerada no exemplo 1.
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Figura 12.5:

A densidade volumétrica de energia é obtida a partir de (12.18) e vale

u :€0E2.

T av

A energia no interior do cubo é expressa por

L L L
U = / dx / dy / dx gg Ef cos®(kx — wt)
0 0 0

L 1 1 L
= g B} L? / dx cos®(kx — wt) = g9 B3 L? - |:IE + —sen2(kx — wt)
0 2 2K 0
! E2L3{1+ L [sen2(k — wt) + 2t]} (12.21)
= - —— [sen2(kL — wt) + sen 2wt] ¢ . :
20 70 2k L

A presenca explicita do parametro t neste resultado, que nao pode ser eliminada, indica
que a energia total no interior do cubo depende do instante considerado.

e exemplo 4.

Verificagao da conservagao da energia, no caso da situacao discutida no exemplo ante-
rior. A energia contida no interior do cubo de lado L pode variar a medida que o tempo
passa. Entretanto, de acordo com o principio da conservacao da energia, tal variacao deve
estar relacionada ao fluxo dessa energia através das paredes do cubo.

Usando o resultado (12.21), obtemos a variagdo temporal da energia no interior do
cubo, dada por

dau 1
- = 550 E3 L? c[—cos2(kL — wt) + cos 2wt] (12.22)

onde usamos w/k = c.

O fluxo de energia através das paredes do cubo é calculado por meio do vetor de Poynting



126 CAPITULO 12. ONDAS NO VACUO: PROPAGACAO E ENERGIA

e vale

. ExB E? -
S = = % cos?(kx — wt)i . (12.23)
Ho Clho

Assim, o fluxo de S através das paredes do cubo é nao nulo apenas nas faces perpendicu-

lares ao eixo x:
by = / / S i dA
cubo

E2
= 2 [—L?cos’wt + L*cos*(kL — wt)] . (12.24)
CHo

Usando cos?a = cos 2a + 1/2, obtemos

E?2 1
Py =—2 L _[cos2(kL — wt) — cos2wt] . (12.25)
Clho 2

Notando que ggc = 1/cpg, e usando (12.22) podemos escrever

au
Oy = —— 12.26
coerente com a equacao da continuidade para a energia.
E interessante notar que, quando L = 27/k, temos
dU
Pg=——7-+=0. 12.27
s=-2 (1227)

e intensidade de uma onda
Em muitos problemas, é conveniente representar o fluxo de energia de uma onda por

meio de sua intensidade I, definida como o valor médio do médulo do vetor Poynting em
um periodo. Assim,

- 1 [T
I =<|S] >= —/ dt S. (12.28)
T 0

Para uma onda plana e monocromatica que se propaga na direcao ¥y, temos

2

= —/ dt —cos (ky —wt) = Eo . (12.29)
HoC 2p0c

Este resultado vale para qualquer onda que se propaga no vacuo e é muito util. Ele

permite, em muitos problemas, conhecer a dependéncia do moédulo de £ com a distancia

a fonte das ondas. Por exemplo, quando estamos longe de uma lampada elétrica acesa,

ela pode ser considerada como puntiforme e as ondas luminosas que ela emite podem ser
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consideradas como esféricas. Se a luz emitida pela lampada pode se propagar livremente
em todas as direcoes, entao a mesma energia por periodo atravessa qualquer superficie
esférica com centro na lampada. Ou seja, P_g~ é constante sobre qualquer superficie
fechada que contenha a lampada. Assim, se conhecermos a amplitude Fy(a) do campo
elétrico, a uma distancia a da fonte, entao podemos afirmar que a uma distancia b, a
amplitude Fy(b) do campo elétrico é

Eo(b) = < Ey(a) (12.30)

Anélogamente, para uma fonte cilindrica, teriamos

Eo(b) = \/% Eo(a) (12.31)

e exercicios

1. O vetor de onda de uma onda eletromagnética é o dado pela eq.(12.4). Mostre que
uma funcao f da forma f(R -7 — wt) obedece uma equagao de onda dada por

€2f—gaff:o.

2. Dois espelhos planos estao colocados, respectivamente, sobre os planos zz e yz e a
aresta entre eles estd contida sobre o eixo z. Um raio de luz cujo vetor de onda é dado
por Ky = —m[sen@cos¢z+ sen 0 sen gb; + cos 6 lg] incide sobre o conjunto. Determine o
vetor de onda ER da onda, depois de ser refletida sucessivamente pelos dois espelhos.

3. Mostre que os componentes do campo elétrico de uma onda eletromagnética cujo vetor
de onda ¢ dado pela eq.(12.4) obedecem a relagao E, = —tan 0 [E,cos ¢+ E, sen ¢|. Estude
o significado desta relagdo para o caso § = 7/2, por meio de um desenho, mostrando < e
E.

4. Interprete e justifique o resultado dado pela eq.(12.27).

5. Uma folha de papel de area A, colocada sobe o plano xy, é iluminada por luz cujo
campo elétrico é dado pela equagao E = FEjcos[k(sen @y + cosf z) + wt]i. Determine a
intensidade da luz que incide sobre o papel.

e respostas

2. kg = K[sen 0cosgi—+sen fsen ¢j — COSHE]

E2
4. 50 cos 0
Loc
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Capitulo 13

ondas eletromagnéticas:
superposicao e polarizacao

e introducao

Ondas eletromagnéticas sao constituidas por campos elétricos e magnéticos, que se
propagam no espaco. Um aspecto muito importante desses campos é que eles obede-
cem ao principio de superposi¢ao: se num ponto do espago coexistem campos elétricos
e magnéticos provenientes de varias fontes, entao os campos resultantes sao dados pelas
somas vetoriais dos campos individuais.

O nosso ponto de partida sao as ondas planas e monocromaticas estudadas anterior-
mente, com campos elétricos da forma

E = Eqycos|r(y — ct)]k . (13.1)

A forma do campo elétrico especifica completamente a onda, ja que ela indica a sua

frequéncia, direcao de propagacao e, também, o campo magnético. Neste caso, ele é dado

por

. jxE

B=1"= (13.2)
c

A onda associada a este campo elétrico esta representada na figura 13.1, para um instante
fixo. Ela mostra que o campo elétrico varia de intensidade de um ponto para outro, mas
tem sempre a mesma diregao e estd contido num tnico plano. Diz-se que uma onda deste
tipo tem polarizacao plana. Neste caso, a dire¢ao do campo elétrico é chamada de direcao
de polarizacao da onda. Assim, o campo elétrico dado acima representa uma onda com
polarizacao plana, ao longo do eixo z. Analogamente, uma onda descrita pela equacao

E = Eycos|k(y — ct)]i, (13.3)

¢é polarizada ao longo do eixo x.
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B/,y 7 11! 3

Figura 13.1: Os campos elétrico e magnético, em um instante arbitrario, de uma onda
linearmente polarizada na direcao z.

No caso de haverem duas ondas, com campos elétricos El e Eg, se propagando numa
mesma regiao do espaco, o campo elétrico resultante é dado por
E=E +E,, (13.4)
e 0 campo magnético B , por
B=DB+B,. (13.5)

As ondas envolvidas neste processo de superposicao podem se propagar em direcoes iguais
ou diferentes. Por exemplo, tanto no caso

Ey = Eycos[r(y — ct)]k,
E, = 2Eycos[k(y +ct)]i,
COMO NO Caso
E, = E, cos[2k(y — Ct)]]g,
By = Epsen[n(z + ct)]F,

o campo elétrico resultante é dado pela eq.(13.4). Entretanto, como as componentes sao
diferentes em cada caso, 0 mesmo acontece com o campo resultante.

e exemplo 1

Determinacao das caracteristicas da onda que resulta da superposicao de duas outras
cujos campos elétricos sao dados por

—

Ey, = Eycos[r(y — ct)k , (13.6)

Ey = Eycos[2r(y — ct)]k . (13.7)

Estas duas ondas diferem quanto as frequéncias, pois wy = 2w;. Por isso, a onda resultante
é plana, nao é monocromatica e tem polarizacao plana, ao longo do eixo z. Os valores de
El, Es e E ao longo do eixo y, para um instante fixo, sao mostrados na figura 13.2. Com
o passar do tempo, todo o desenho move-se para a direita com velocidade c.
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Figura 13.2: Onda resultante da interferéncia de duas ondas planas de mesma amplitude,
polari-zagao e dire¢ao de propagacao, mas com freqiiéncias diferentes (wy = 2wy ).

e exemplo 2

Determinacao das caracteristicas da onda que resulta da superposicao de duas outras
cujos campos elétricos sao

— —

E, = FEycoslk(y — ct)k , (13.8)
_ E, -
Ey, = 70 cos|k(y — ct)]i . (13.9)

Estas duas ondas diferem quanto as amplitudes e polarizacbes. A onda resultante é
monocromatica e tem polarizacao plana, como mostrado na figura 13.3a. Os valores de
E sobre o eixo y, para um instante fixo, sao mostrados na figura 13.3b.

\\\\\ ‘\‘
e | N\
1

Figura 13.3: Onda resultante da interferéncia de duas ondas com polarizacoes perpendi-
culares, mesma freqiiéncias e dire¢ao de propagagao e amplitudes diferentes (Ey, = 2Fy, ).

e exemplo 3
Uma onda eletromagnética, cujo campo elétrico é dado por
E = Eycos[k(y — ct)]k , (13.10)
sempre pode ser pensada como o resultado da superposicao d_f; duzis outras ondas com po-

larizacoes planas, com campos elétricos dados pelos vetores F; e Ey. Assim, por exemplo,
a onda determinada pelo vetor E pode ser devida a superposicao das ondas dadas pelos
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vetores
— EO - -
E, = 7/{: + ai | cos|k(y — ct)] , (13.11)
; By- o
E, = 71{ —ai | cos[k(y — ct)] , (13.12)

onde a é uma constante arbitraria. A figura abaixo mostra algumas possibilidades para
E e Es, e existem ainda muitas outras.

Figura 13.4: Uma onda linearmente polarizada resultante da interferéncia de dois pares
de ondas diferentes, também linearmente polarizadas.

e filtros polarizadores

As ondas eletromagnéticas que encontramos normalmente nao tém polarizacao bem
definida. Com isso, queremos dizer que elas sao superposicoes de muitas ondas com pola-
rizacoes diferentes. Essa mistura de polarizacoes ocorre, por exemplo, com a luz que chega
aos seus olhos depois de ser difundida pelo papel. Atualmente, o modo mais facil de obter
uma onda com polarizagao bem definida consiste em atirar ondas nao polarizadas sobre
um filtro polarizador. Filtros polarizadores sao instrumentos que permitem a passagem
de ondas com polarizagao ao longo de uma dada direcao e bloqueiam ondas com pola-
rizacao perpendicular a essa direcao. No caso de ondas de comprimento macroscépico,
como as microondas, um polarizador pode ser uma placa de metal, com ranhuras. Quando
a polarizagao da onda é paralela as ranhuras, ela nao atravessa o polarizador, porque o
seu campo elétrico gera correntes na placa e sua energia é absorvida. Quando o campo é
perpendicular as ranhuras, as correntes nao podem circular eficientemente e a onda passa.
No caso de ondas com comprimento de onda microscépico, tais como luz (A ~ 10~"m),
os polarizadores podem ser feitos com macromoléculas, que permitem a passagem de cor-
rentes elétricas apenas ao longo de uma dada direcao. O seu principio de funcionamento
é o mesmo das placas com ranhuras, apenas a escala é diferente. Em geral, chama-se
de eixo do filtro polarizador a direcao ao longo da qual ele deixa a onda passar. Assim,
quando uma onda nao polarizada incide sobre um polarizador, temos a situagao indicada
simbolicamente na figura 13.5.
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4 ELX0 DEPOLARIZACAOQ

POLARIZADOR

Figura 13.5: Representagao de uma onda despolarizada incidindo sobre um polarizador e
a onda linearmente polarizada que emerge do ploarizador.

Existem, também, processos naturais onde ocorre a polarizacao da luz. Por exemplo,
em dias sem nuvens, a luz que vem do céu azul é bastante polarizada. Isso pode ser
facilmente constatado olhando o céu com o auxilio de um filtro polarizador; ao girarmos o
seu eixo, vemos que certas regioes do céu podem tornar-se mais claras ou escuras. Também
ocorre a polarizacao da luz quando ela é refletida por vidro, agua ou outras superficies
polidas, como mesas envernizadas e a prépria pele. Novamente, isso pode ser constatado
com o auxilio de um filtro polarizador. E por este motivo que filtros polarizadores sao
bastante empregados em fotografia pois, com eles, é possivel controlar a quantidade de
reflexos dos objetos a serem fotografados.

e exemplo 4

Uma onda com campo elétrico dado por
E = Eqcos|k(y — ct)]k (13.13)

incide sobre um filtro polarizador, disposto perpendicularmente ao eixo ¥y, e que tem o
eixo de polarizacao orientado paralelamente a direcao do versor

@ =cosfi+senfk. (13.14)

O nosso interesse é determinar o campo elétrico da onda que emerge do polarizador e a
fracao da energia da onda que atravessa o filtro.

Para determinar o campo da onda emergente, ¢ preciso lembrar que, neste caso, o po-
larizador deixa passar apenas a componente da onda paralela ao versor #. Por isso, é
conveniente escrever o campo da onda incidente como a superposicao de duas ondas, com
polarizacoes respectivamente paralela e perpendicular a . O moddulo da componente
paralela ao eixo de polarizacao é dada pelo produto escalar E - @. Usando os dados do
problema, temos

EII = (E - @)@ = Eycos|k(y — ct)] senf @

= Eycos[r(y — ct)] send (cos 07 +send k). (13.15)



134CAPITULO 13. ONDAS ELETROMAGNETICAS: SUPERPOSICAO E POLARIZACAO

O vetor E |, por outro lado, é dado por
B, - B-F
= Eycos[k(y — ct)](—sen 0 cos 07 + cos® 0 k) (13.16)

A energia da onda é proporcional a amplitude do seu campo elétrico. Assim, a fracao T
de energia transmitida através do polarizador é dada por

E2
— E—'g — sen 2. (13.17)
Por outro lado, a fracao A de energia absorvida pelo filtro vale
EY 2
A= Tz = 08 g. (13.18)

e exemplo 5

Um feixe de luz nao polarizada, com velocidade ¢ = c;', incide sucessivamente sobre
dois filtros polarizadores 1 e 2, situados respectivamente nos planos y; = 0 e y5 = 2a e
com eixos orientados ao longo das direcoes z e x. Qual a polarizagao da onda depois que
ela atravessa o sistema?

Apés passar pelo primeiro polarizador, o campo elétrico da onda torna-se paralelo ao
eixo z. Por isso, ela é totalmente bloqueada pelo segundo polarizador e, portanto, nao
passa luz nenhuma pelo sistema.

Um fato, que pode parecer surpreendente, é que esta situagao muda se intercalarmos um
terceiro filtro entre os dois anteriores, no plano y = a, com eixo de polarizacao orientado
segundo uma diregao formando um angulo 6 (6 # 0 ou 7/2) com o eixo z. Neste caso
podemos utilizar os resultados do exemplo 4 e, nas regices 0 < y < a e a < y < 2a, 0S
campos da onda sdo dados, respectivamente, pelas eqs.(13.13) e (13.15). Isso indica que,
agora, existe um campo que atravessa todo o sistema, dado por

E = Eycos|k(y — ct)]sen 0 cosfi
Eo 3
= 5 cos[k(y — ct)] sen 201, (13.19)

valido para y > 2a. A intensidade da onda que atravessa o sistema é, portanto, maxima
para os angulos 6 = 45° e § = 225°.

e exemplo 6

Queremos estudar as caracteristicas da onda que resulta da superposicao de outras
duas, cujos campos elétricos obedecem as equagoes

—

Ey, = Eycos|r(y — ct)k , (13.20)

—

E, = Eysen|k(y—ct)]i . (13.21)
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Estas duas ondas diferem quanto as fases, e a onda resultante é plana e monocromatica.
Os campos elétrico e magnético resultantes sao

E = E,+ Ey = Ey cos[r(y — ct)]k + Egsen [r(y — ct)]i (13.22)
B = By+ By == cos[r(y — ct)]i — —2sen [(y — ct)]k . (13.23)
c c

Os campos E e B tém médulos constantes dados, respectivamente, por £ = E; e
B = E()/C.

Esta onda é chamada circularmente polarizada. O vetor campo elétrico E , em uma
dada posicao, gira em sentido horério, e sua ponta “desenha” uma circunferéncia. A figura
13.6 ilustra esta situacao. O vetor campo elétrico ao longo do eixo y, em um dado instante,
descreve uma hélice, como mostra a figura 13.7. Esta é uma onda com polarizacao horaria
ou direita porque ela “gira” segundo a “regra da mao direita”.

Figura 13.6: O campo elétrico de uma onda circularmente polarizada num dado ponto do
espago, através do tempo.

Figura 13.7: O campo elétrico da onda circularmente polarizada num dado instante.
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e exemplo 7

Pode-se contruir uma onda com polarizacao esquerda ou anti-horaria, por meio da
superposicao de duas ondas planas. Para tanto, basta inverter o sinal de uma das ondas
do exercicio anterior. Por exemplo, a superposicao dos campos

E, = Eycos[r(y — ct)k (13.24)
Ey, = —Egsen|k(y —ct)]i, (13.25)
corresponde a uma onda com polarizacao esquerda.

e a polarizacao verdadeira...

Vimos, nos exemplos 6 e 7, que é sempre possivel pensar numa onda circularmente
polarizada, seja a esquerda ou a direita, como uma superposicao de duas ondas com
polarizagoes planas, de amplitudes iguais e defasadas de 7/2. O contrério também é
verdadeiro, ou seja, é sempre possivel obter uma onda com polarizacao plana a partir de
duas ondas circularmente polarizadas. Por exemplo, as ondas dadas por

Ep = Ey{+sen[k(y —ct)] i+ cos[r(y — ct)]k} , (13.26)

Ep = Ey{—sen[x(y —ct)] i+ cos[s(y — ct)]k}, (13.27)

sao circularmente polarizadas, para a direita e esquerda. A partir delas, podemos obter
duas ondas com polarizagoes planas, através das relacoes

E. = (Ep+Ep), (13.28)

—

E, = (Ep—Ep). (13.29)

Esse exemplo simples evidencia um aspecto muito interessante das ondas: elas nao tém
esséncia. Com isso, queremos dizer que as ondas com polarizacoes planas nao sao mais
fundamentais que as circulares ou vice-versa. Todos esses tipos de descricao sao equiva-
lentes. A escolha de uma abordagem ou outra é motivada apenas por uma questao de
conveniéncia.

e exemplo 8

Até agora, consideramos apenas os efeitos da superposi¢ao de ondas que se propagam
com diregoes e sentidos iguais. Por isso consideramos, neste exemplo, o caso de ondas que
se propagam na mesma direcao, mas com sentidos opostos. Os campos elétricos de duas
ondas desse tipo sao dados por

Ei = Eycos[k(y — ct)]k | (13.30)

Ey = Eycos[k(y + ct)]k . (13.31)
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Neste caso, a onda 1 propaga-se para a direita e a onda 2, para a esquerda. O campo
elétrico resultante ¢ dado por

E = E\+ Ey=Ey{ cos[r(y — ct)] + cos|(y + ct)] } k
— 2E, cos Ky cos kct k (13.32)

Este resultado corresponde a um campo elétrico sem a dependéncia em y e t caracteristica
de ondas que se propagam. De fato, ele representa uma onda estacionaria. Num ponto
do espaco, caracterizado pela coordenada gy, o campo oscila, com a passagem do tempo,
com uma amplitude 2FEj coskyy. Isso significa que nos pontos para os quais vale a relacao
Yo = (2n + 1)w/2k, com n = 0,1,2,3,..., a amplitude é nula em todos os instantes ¢.
Estes pontos sao chamados nds da onda estacionaria e por eles nao flui energia, uma vez
que o vetor de Poynting é nulo. A energia eletromagnética fica confinada entre os nos,
dai 0 nome de onda estacionaria. Para os pontos yo = nw/k, com n = 0,1,2,3..., a
amplitude do campo elétrico tem valor méximo E = 2F,. Estes pontos sao chamados
ventres da onda estacionaria.

Os campos magnéticos das ondas 1 e 2 sao dados por

_ ‘x E, E .

B, = Jx B P cos|k(y — ct)] i (13.33)
c c

_ i x E E -

By, = e R cos|k(y + ct)] i (13.34)
c c

e, pelo principio da superposicao, o campo resultante é dado por
B = B+ B,

2Ly >
= —— sen Ky sen kctt. (13.35)
c

Portanto, o campo magnético, assim como o campo elétrico, tém nds e ventres. Entre-
tanto, ha defasagens espaciais e temporais, entre os nds e ventres de F e B.

E importante notar que, para a onda estacionaria, nao vale a relacao

. @xE
=1z (13.36)

c

onde E e B sdo os campos resultantes e @ é o versor da direcao e sentido da propagacao
da onda. Na verdade, o versor u nao é definido, pois a onda resultante nao se propaga.
Relagoes do tipo da eq.(13.36) valem, entretanto, para as ondas 1 e 2, individualmente.

Os campos elétrico e magnético de uma onda estacionaria, em diferentes instantes,
estao ilustrados na figura 13.9.
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Figura 13.8: Os campos elétrico e magnético de uma onda estacionaria em diferentes
instantes.

e exercicios
1. Qual a vantagem de se usarem polarizadores para se fazer 6culos “escuros”?

2. Determine os campos elétrico e magnético de um feixe de luz circularmente polarizada,
cujo campo elétrico é dado pela eq.(13.26), depois que ela atravessa um polarizador plano,
situado no plano y = 0 e com eixo de polarizacao fazendo 30° com o eixo x. Qual a razao
entre as intensidades da radiagao incidente e emergente?

3. Determine o campo elétrico da onda resultante da superposicao de duas ondas cujos
campos elétricos sdo dados por Ey = Egcos[k(y — ct)|k, e Ey = 2Egsen [k(y — ct)]i.
Interprete a polarizagao da onda resultante.

e respostas

—

2. E = Eysen[k(y — ct) + 7 /6] [73 i+ : k‘]

B= o gen [k(y — ct) + /6] [%;— %g E}

T = sen? [—kct + /6]
3. E = Ey2sen[r(y — ct)]i+ cos[r(y — ct)] k. Se as ondas com polarizacoes planas

tiverem a mesma fase mas amplitudes diferentes, a onda resultante sera elipticamente
polarizada. Neste exercicio, a polarizacao é para a direita.



Capitulo 14

interferéncia

Na aula anterior, consideramos vérias situacoes nas quais duas ondas eletromagnéticas
coexistiam em uma dada regiao do espago e se propagavam na mesma direcao, e discutimos
principalmente os efeitos associados a polarizacao. Nesta aula, estudamos o que acontece
quando duas ondas superpoem em uma mesma regiao do espaco, mas se propagam em
direcoes diferentes.

Uma onda eletromagnética é uma configuracao de campos. Como nao existe interacao
entre campos eletromagnéticos, vale o principio da superposi¢ao, que afirma que, se numa
regiao do espaco existirem campos de origens diferentes, entao o campo resultante é dado
pela soma vetorial desses campos. Esta idéia é o ponto de partida para compreender o
que acontece quando duas ondas eletromagnéticas coexistem numa dada regiao. Quando
isso acontece, existe a superposicao das ondas.

e frentes de onda

Em muitas situacoes, é conveniente representar, por meio de desenhos, o comporta-
mento das ondas. Por exemplo, consideremos o caso de uma onda eletromagnética, cujo
campo elétrico é dado por

E = Eycos|k(y — ct)]k . (14.1)

Esse campo elétrico pode ser representado de varias maneiras diferentes. Uma delas cor-
responde a figura 14.1a, que representa um corte da onda, paralelo ao plano yz, num
certo instante. Como esta onda é plana, todos os pontos com o mesmo valor de y tém
a mesma fase. Cada conjunto de pontos de mesma fase define uma frente de onda e, na
figura, as frentes de onda sao planos paralelos a xz. Assim, as frentes de onda associadas
aos maximos e minimos do campo elétrico correspondem a planos que interceptam per-
pendicularmente o plano yz nas linhas cheias, marcadas por + e —, respectivamente. Ja
as linhas pontilhadas indicam intersecgoes de planos onde o campo ¢ nulo. A medida que
o tempo passa, tanto a cossendide quanto as frentes de onda deslocam-se para a direita,
com velocidade c. A representacao da figura 14.1 enfatiza o perfil da onda.
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(a)

(b)
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Figura 14.1: Duas representacoes geométricas para a onda plana linearmente polarizada
que se propaga no sentido do eixo Oy positivo. (a) O campo elétrico da onda; (b) As

frentes de onda.

O uso de frentes de onda permite, ainda, uma representacao alternativa da onda,
como se “olhassemos” a onda de cima. Tal como acontece quanto atiramos pedras numa
superficie de agua parada e contemplamos as circunferéncias que se expandem. No caso
da onda eletromagnética, o olhar de cima corresponde a figura 14.1b, onde as linhas cheias
representam as interseccoes de planos onde o campo é dado por E= +FEy k com o plano
xy. Ja as linhas pontilhadas correspondem a planos onde E=0.

e superficies nodais

Os fenomenos associados a interferéncia de ondas que se propagam em diregoes diferen-
tes sao muito ricos em informacgoes e foram fundamentais no desenvolvimento da 6ptica.
Os efeitos mais perceptiveis estao relacionados ao aparecimento de linhas escuras em su-
perficies iluminadas e decorrem da possibilidade de o campo elétrico de uma das ondas
anular o campo elétrico da outra, ao longo algumas porgoes bidimensionais do espaco,
conhecidas como superficies nodais. A palavra nodal é o adjetivo derivado de nd.

Para discutir a origem das superficies nodais em problemas de interferéncia, estudamos
o que acontece quando, numa regiao do espaco, coexistem duas ondas eletromagnéticas

cujos campos elétricos sao dados por

E, = FEycoslk(z — ct)]k, (14.2)

—

Ey = Eycos[r(y —ct)]k . (14.3)

Estas duas ondas tém caracteristicas semelhantes, apenas propagam-se em direcoes di-
ferentes. Para compreender o resultado dessa superposicao, é conveniente representa-las
através de um corte paralelo ao plano xy. Na figura 14.2, valida para um instante fixo,

a onda 1 se propaga para baixo e a onda 2, para a dlrelta As linhas cheias horizontais

representam os planos nos quais E, = +E0k: ou E, = —F, k: enquanto que as linhas



141

y
@ e ®.,9
» ' |2 ) '
\v. ! ' 0. ‘, ] . ' ,E:
VO 1O
" R o ‘L
b
— .J —I.‘_ Tl—- ‘.—‘ -o S M
seee PLANO u— t ’ Y - I T‘o
sEma. ¥ 6 _& y s | 0 » ¢ l ;C
. L 4
® t2g, '.,— _o. L ‘q,—. e
‘J- 3 ' ©° ,.’—| "l‘ /I PA
O ~280 —» “J - A L% es
& 170 ——— 00—
v . ' .' ’
-f - _t‘— - ——ty o f— I—T - -
L] b
SENTDO ' of." o N :
mww\c 4 Lol o i
- "
RESULTANTE ' I ' ;
—p <

E; — seunico v=  proPAGACED

Figura 14.2: Representacao geométrica de dus ondas de plana, linearmente polarizadas,
que se propagam em direcoes perpendiculares, e a onda resultante.

tracejadas horizontais mdlcam os planos nos quais E1 0. Analogamente, as linhas
cheias verticais indicam E2 = +E k ou E2 = —E()k’ e as tracejadas, Eg = 0. Como
as duas ondas tém a mesma amplitude, cada cruzamento de duas linhas cheias do tipo
+ e + corresponde a um ponto onde o campo elétrico tem valor 2Ej E, enquanto que
nos cruzamentos de duas linhas cheias do tipo — e —, o valor do campo é —2F) k. Por
outro lado, o campo resultante é nulo tanto nos cruzamentos de duas linhas do tipo +
e — como de duas linhas tracejadas. Além desses pontos especiais, o campo resultante
também é nulo ao longo de todas as diagonais indicadas por linhas pontilhadas na figura
14.2. Se deixarmos o tempo correr, as ondas 1 e 2 propagam-se e a configuracao devida
a superposicao dessas ondas se move numa direcao que forma 45° com os eixos = e y,
paralelamente ao versor @ = (Z—i— j) / V2. Neste processo, os planos onde o campo é nulo
e que sao paralelos a & permanecem sempre iguais.

Uma caracteristica importante do padrao de superposicao das duas ondas planas é a
existéncia de planos ao longo dos quais o campo ¢é nulo, chamados de planos nodais. Na
figura usada neste exemplo, esses planos nodais estao indicados pelas linhas pontilha-
das inclinadas de 45°. Podemos notar que existem tanto planos nodais paralelos como
ortogonais a diregao de propagacao.
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e franjas de interferéncia

As superficies nodais constituem as marcas mais caracteristicas da interferéncia entre
ondas. E, felizmente, elas podem ser observadas por meio de experimentos.

No caso das ondas (14.2) e (14.3), que deram origem a figura 14.2, a existéncia dos
planos nodais pode ser observada por meio de uma tela branca, colocada de modo a
interceptar perpendicularmente o caminho da onda. Ou seja, ortogonal a bissetriz do
angulo formado pelos eixos = e y, como mostra o canto superior esquerdo da figura 14.3.

£:0 ' =70 s Ty
! | W N
1 I

E‘% B -l::% 1,::5% -t-:x‘% €= _7%'

Figura 14.3: O campo elétrico em diferentes instantes da onda resultante da superposicao
de duas ondas planas, de mesma amplitude e polarizacao, que se propagam em diregoes
perpendiculares.

Nos diversos painéis da figura 14.3, indicamos o perfil do campo elétrico da onda
resultante sobre o anteparo em oito instantes diferentes, separados pelo intervalo T'/8,
onde 1" é o periodo da onda.

O primeiro desenho corresponde ao instante ¢ = 0, no qual um plano nodal ortogonal a
dire¢ao de propagacgao atinge o anteparo. Nesse instante, o campo sobre todo o anteparo é
nulo, o mesmo acontecendo com a intensidade da onda, que é proporcional ao quadrado do
campo. No instante t = T'/8, comega a aparecer campo em algumas regides do anteparo,
enquanto que em outras, correspondentes aos planos nodais perpendiculares ao anteparo,
o campo ¢ nulo. O anteparo mostra, portanto, uma sucessao de linhas escuras verticais,
que separam regioes iluminadas. A iluminacao dessas regioes é pulsante, mas essa pulsacao
é tao rapida, da ordem de 10'® Hz, que tanto os nossos olhos como os instrumentos de
medida percebem a iluminagao como se ela fosse continuoa. Por outro lado, o que acontece
na interseccao dos planos nodais com a tela nao varia com o tempo. Em qualquer instante
existem planos nodais interceptando perpendicularmente o anteparo, indicando a auséncia
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de campo elétrico nessas regioes.

A situacao discutida anteriormente, onde duas ondas planas se movem em direcoes
ortogonais, pode ocorrer na natureza mas nao € a mais interessante para estudar os efeitos
de superposicao no laboratério. Nos a consideramos aqui apenas por ser particularmente
simples, do ponto de vista conceitual. Situacoes mais realisticas serao apresentadas nas
duas aulas seguintes.

e aspectos geométricos, ondulatorios e eletromagnéticos

O estudo de efeitos associados a ondas eletromagnéticas, realizado no ambito das
equacoes de Maxwell pode envolver, paralelamente, aspectos geométricos e ondulatorios.
Em muitos casos, aspectos importantes de problemas envolvendo ondas podem ser com-
preendidos sem que campos elétricos e magnéticos sejam acionados.

Na verdade, muitos dos fenomenos de luz foram descritos em bases geométricas, bem
antes da teoria de Maxwell. Parte deste conhecimento ainda hoje é conhecido como
optica geométrica, cujo principal instrumento ¢é a idéia de raio de luz, que indica a direcao
de propagacao da onda. Entre os fendmenos descritos pela éptica geométrica, estao a
propagacao da luz num meio homogéneo, sua reflexao e transmissao ao encontrar um
meio homogéneo diferente (refracdo) e a formagao de imagens em espelhos e em lentes.
Na descricao geométrica, o ganho em simplicidade compensa as fragilidades do método,
e ela tem-se mostrado adequada quando o comprimento de onda da radiagao é muito
pequeno comparado com as dimensoes do meio onde ela se propaga (meios extensos), e
muito grande em relacao as estruturas atomico-moleculares do meio.

H& fenomenos, entretanto, que nao podem ser entendidos somente com base na des-
cricao geométrica, como é o caso das interferéncias ondulatorias mostradas na figura 14.2.
Nesses casos, aparecem padroes de interferéncia, nos quais a radiacao em algumas regioes
do espaco tem intensidade alta e, em outras, intensidades baixas ou nulas. Estes padroes
de interferéncia sao como a impressao digital que identifica um fenomeno ondulatorio, e
ocorrem com todos os tipos de ondas. Sua descricao, entretanto, pode ser simplificada
com o uso de instrumentos tais como frentes de onda. Essas frentes de onda sao superficies
perpendiculares aos raios, que se sucedem no tempo e, nas quais a intensidade da onda é
uniforme.

Existem muitas situagoes, entretanto, onde esses métodos aproximados nao podem
ser aplicados e a solucao de problemas requer um tratamento baseado diretamente nas
equacoes de Maxwell. Este é o caso, por exemplo, de explicagoes da cor azul do céu ou
da transparéncia do vidro.

e principio de Huygens

Na teoria de Maxwell, as ondas eletromagnéticas sao descritas pelos campos elétricos
E(7,t) e magnéticos B(7,t), que contém informagao acerca da diregao de propagagao da
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onda.

De modo geral, se conhecermos a direcao de propagacao da onda, podemos construir
as frentes de onda em cada instante. Um método de construgao das frentes de onda foi
proposto inicialmente por Huygens, em 1690 e, por isso, é conhecido como principio de
Huygens. Um possivel enunciado para este principio é o seguinte: cada ponto de uma
frente de onda num dado instante funciona como uma fonte esférica secunddria, de forma
que a nova frente de onda, num instante posterior, é a envoltoria das frentes de ondas
esféricas provenientes dos vdrios pontos.

Em outras palavras, uma vez perturbado, cada ponto do meio se comporta como uma
fonte puntiforme. Essa fonte puntiforme emite ondas em todas as diregcoes e, no vacuo,
ou em meio homogéneo nao dissipativo, a propagacao se da em todas as diregoes com a
mesma velocidade. Assim, a fonte puntiforme gera uma onda esférica. Os raios da onda
esférica tém a diregao radial com origem na fonte, representada por um ponto, e as frentes
de onda sao superficies esféricas conceéntricas com a fonte.

Na representagao grafica das frentes de uma onda monocromatica, é costume rela-
cionar a distancia entre as frentes de onda com seu comprimento de onda. Assim, na
representacao de uma onda com comprimento de onda A e, de outra com 2\, a distancia
entre as superficies que representam a frente de onda da primeira é metade da distancia
entre as frentes de onda da segunda.

H4 dois pontos cruciais implicitos no uso do principio de Huygens: o primeiro deles é
que as ondas tém a mesma freqiiéncia que aquela que as gerou, independentemente do
meio onde ela se propaga. O outro ponto é que, se a onda tem uma certa velocidade num
meio, as ondas secundarias se propagam naquele meio com a mesma velocidade. Como
consequencia, se 0 meio em que a luz se propaga é homogéneo, os raios sao linhas retas
infinitas.

A figura 14.4 esquerda ilustra a propagacao de uma onda esférica com base no principio
de Huygens. A propagacao de cada frente de onda pode, segundo este principio, ser
entendida como proveniente da soma de inimeras pequenas ondas, também esféricas. Na
figura 14.4 direita é mostrada a propagacao de uma onda genérica, com base no principio
de Huygens.

Alguns casos particulares de frentes de onda, além das esféricas, sao importantes. Por
exemplo, feixes de luz emitidos por fontes distantes, como o Sol, sao representados por
ondas planas. As ondas planas tém raios que sao linhas paralelas e infinitas, e as frentes de
onda sao superficies planas, perpendiculares aos raios. Neste caso, a intensidade da onda
que se propaga no vacuo ¢ constante em todas as frentes de onda, para haver conservagao
da energia da onda em sua propagacao. Por isto a amplitude do campo elétrico da onda
plana monocromatica é constante.

Uma fonte de onda linear (ou cilindrica com raio muito menor que o comprimento)
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Figura 14.4: Representagao geométrica das frentes de uma onda esférica (direita) e qual-
quer (esquerda) com base no principio de Huygens.

gera, segundo o principio de Huygens, ondas cujos raios sao linhas radiais em relacao a
fonte (ou eixo do cilindro) e as frentes de onda sao superficies cilindricas coaxiais com a
fonte. Por esta razao estas ondas sao chamadas de cilindricas.

e exemplo

Uma onda incide sobre um anteparo plano, contendo duas ranhuras longas e muito
estreitas, paralelas ao eixo z. Pelo principio de Huygens, cada uma das fendas passa a
se comportar como uma fonte de ondas cilindricas que, vistas de cima, correspondem a
situacao mostrada na figura 14.5.

Se a onda incidir normalmente ao anteparo, as ondas emitidas pelas duas fendas estarao
em fase e suas frentes de onda terao, num dado instante a configuracao mostrada na figura
14.6. Na regiao a direita do anteparo, temos algo andlogo ao descrito na figura 14.2 e
aparecem superficies nodais. Quando interceptadas por um outro anteparo, as superficies
nodais se manifestam como uma sucessao de linhas que permanecem sempre escuras.
Entre elas, existem regioes iluminadas.

S

Figura 14.5: Onda incidindo em um anteparo plano, com duas ranhuras.
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Figura 14.6: Interferéncia entre as ondas provenientes de duas fendas.

e exercicio

1. As situacoes mostradas nas figura 14.2 e 14.6 sao semelhantes, na medida que, em
ambas, existe uma regiao do espago na qual ondas de mesmo comprimento de onda se
propagam em direcoes diferentes. No caso da figura 14.6, suponha que o comprimento
de onda da luz seja A e que d; e dy sejam as distancias entre cada uma das fendas do
anteparo ao mesmo ponto P da tela. Determine a relagao entre d; e dy para que o ponto
P esteja sobre uma linha escura.

e resposta

2n+1 , , o
1. dy —dy = i% A, onde n é um nimero inteiro.



Capitulo 15
difracao

e um tipo de experimento classico

As caracteristicas ondulatorias da luz podem ser evidenciadas por meio de experimen-
tos, nos quais se atiram ondas monocromaticas sobre anteparos com fendas e estudam-se
as figuras de interferéncia que aparecem num segundo anteparo, normalmente branco,
colocado a uma certa distancia do primeiro, como mostra a figura 15.1.
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Figura 15.1:

O principio de Huygens permite que, neste tipo de experimento, cada fenda possa ser
considerada como uma fonte independente. Por isso, na regiao entre os dois anteparos,
coexistem e estao superpostas as ondas provenientes das varias fendas. Para que as figuras
devidas a interferéncia dessas ondas possam ser observadas sobre o anteparo branco, as
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larguras das fendas devem ser pequenas quando comparadas com a distancia entre os
anteparos. Em O6ptica, as larguras de fendas sao tipicamente bem menores do que 1
milimetro.

Como a figura sugere, a luz se propaga em varias direcoes diferentes depois de passar
pela fenda, e o0 mesmo aconte com a energia que ela carrega. Se, no primeiro anteparo,
existir um pequeno orificio circular, ele pode ser considerado como uma fonte de ondas
esféricas, que se propagam em todas as dire¢oes. No vacuo, ou em meio homogéneo nao
dissipativo, essa propagaccao se da com a mesma velocidade. Assim, a fonte gera uma
onda esférica, cujos raios tém origem na fonte, e cujas frentes de onda sao superficies
esféricas concéntricas com a fonte. Se a fonte emite com poténcia (energia por unidade
de tempo) constante, a energia média sobre qualquer frente de onda é sempre a mesma,
independentemente do seu raio. Por isso, a conservacao de energia exige que a intensidade
(energia média por unidade de tempo e de drea) da onda varie com o inverso do quadrado
da distancia a fonte. Se chamarmos de Eo a amplitude do campo elétrico na regiao da
fenda, a intensidade da onda naquela regiao serda proporcional ao quadrado do campo
e, portanto, a | Eo 2. Como, no caso da onda esférica, a intensidade da onda a uma
distancia r da fonte é proporcional a 1/r?, a amplitude do campo elétrico a essa distancia

vale Eq/r.

No caso de emissores de ondas eletromagnéticas que tém outras simetrias que nao a
esférica, o principio de Huygens preveé que as frentes das ondas geradas tém as mesmas
simetrias que as fontes. Assim, uma ranhura retilinea e longa num anteparo, que pode
ser considerada como uma fonte de onda linear gera, segundo o principio de Huygens,
ondas que se propagam ao longo de linhas radiais em relacao a fonte, com frentes de onda
na forma de superficies cilindricas, coaxiais com a fonte. Por esta razao estas ondas sao
chamadas de cilindricas. Na propagacao de ondas cilindricas no vacuo, a conservacao
da energia faz com que a intensidade deva ser inversamente proporcional a distancia da
frente de onda a fonte, uma vez que a area de uma frente de onda é proporcional a sua
distancia ao eixo. Nestas ondas, a amplitude do campo elétrico a distancia r da ranhura
¢ dada por Ey/\/T.

e difracao por duas fendas estreitas - o campo elétrico

Quando uma onda plana e monocromatica incide sobre um anteparo contendo duas
ranhuras estreitas, retilineas e paralelas, cada uma das fendas passa a se comportar como
uma fonte de ondas cilindricas, cujas amplitudes em um ponto distando r da ranhura
decrescem com 1/4/r. Se a onda incidir normalmente ao anteparo, as ondas emitidas pelas
duas fendas estarao em fase. Analogamente ao caso das duas onda planas estudadas na
aula 14, as duas ondas cilindricas que partem das fendas também se superpoem, gerando
um padrao de maximos, minimos e superficies nodais. Sobre essas superficies nodais, os
campos se anulam e, por isso, sobre o segundo anteparo podemos observar uma sucessao
de listas verticais, claras e escuras.
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Figura 15.2:

As posicoes dessas linhas poderiam ser obtidas geometricamente, a partir do principio
de Huygens, como visto na aula 14. Entretanto, esse método nao é o mais conveniente para
um estudo detalhado da interferéncia que ocorre neste problema. Nos, aqui, abordamos o
problema com base nas equagoes dos campos elétricos. Consideremos a situacao mostrada
na figura 15.2, onde uma onda plana incide sobre um anteparo situado sobre o plano y = 0,
com duas fendas compridas e estreitas, paralelas ao eixo z, que funcionam como fontes
de ondas cilindricas. Essas ondas se propagam, e incidem sobre uma tela, paralela ao
anteparo. Nosso problema consiste em determinar o que ocorre sobre um ponto P da
tela, genérico, e que dista r; da fenda 1 e ry da fenda 2.

Os moédulos dos campos elétricos sobre as fendas sao praticamente iguais, pois eles
derivam da mesma onda plana. Supondo que tal onda esteja polarizada paralelamente ao
eixo z, podemos escrever os campos sobre as fendas como

E, = Eycoswtk , (15.1)
EQ = Eocoswtlg. (15.2)

Sobre o ponto P, esses campos passam a ser dados por

E = = — wt)k 15.3
1 Vi cos(kry — wt)k | ( )

. E .

Ey = —2 cos(kry — wt)k . (15.4)

/T2

Estas expressoes de E; e E, contém dois ingredientes importantes. O primeiro ¢é o fator
1/4/r, que representa a diminui¢do do médulo do campo com a distancia a uma fonte
cilindrica. O segundo é uma fase relativa ao campo na fenda, dada por < -7 = kr. O
campo resultante no ponto P do anteparo é dado por

Ep=EFE +E, . (15.5)
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Figura 15.3: A figura da esquerda foi desenhada na escala do comprimento de onda da luz
incidente, que é comparavel a separacao entre as fendas. No caso da figura da direita, a
escala do anteparo branco do laboratoério foi utilizada e, por isso, é impossivel representar
adequadamente as frentes de onda de luz incidente e a distancia entre as fendas. A
existéncia dessas duas escalas tao diferentes permite que os vetores 7 e 15 da figura da
esquerda possam ser considerados como paralelos, ainda que isso nao seja estritamente
verdade.

Quando a distancia da tela ao anteparo for muito maior que a separacao entre as
fendas, podemos obter uma expressao analitica para o campo resultante. Nesse caso,
podemos reexpressar 71 € T, em termos de r = (r] + r3)/2, a média dessas distancias e
de A =ry —ry, o dobro da diferenca entre elas:

rn o= r—A, (15.6)
Ty = T+A, (157)

sendo r >> A. Nesse caso, podemos usar, para as amplitudes, as aproximagoes 1/,/ry ~
1/\/r2 ~ 1/4/T e escrever, para o médulo de Ep

Ep = %[cos(/{r — wt — kA) + cos(kr —wt + kA)] (15.8)
= 2—\/E;O[coskAcos(/<ar — wt)] . (15.9)

A distancia A pode ser expressa em termos das variaveis r e 6 da figura 15.4, como

A= dszn a (15.10)

Assim, o médulo do campo elétrico resultante sobre o anteparo é dado por

E = E4[cos(kr — wt)] . (15.11)



151

Figura 15.4:

onde a amplitude E4 é

2FE, wdsenf
Ey=—/—|cos | ——— , (15.12)
vr { < A >]

usando k = 27 /\. Esta amplitude depende de 6, indicando que ela varia ao longo da tela.
Além disso, é muito importante notar que ela também depende da razao d/A. A varidvel
d representa a separacao entre as duas fendas e, por isso, pode ser determinada pelo
interesse da pessoa que realiza o experimento. Em principio, respeitadas as limitagoes
tecnolégicas, essa pessoa pode construir anteparos com o valor que desejar para d. A
variavel A, por outro lado, depende da freqiiéncia da luz usada no experimento e pode,
também, ser escolhida a vontade. Deste modo, a pessoa que realiza o experimento de
difragdo pode escolher o valor que quiser para a razao d/\.

e difracao por duas fendas estreitas - as franjas

Os pontos de méximo e minimo da amplitude (15.12) sdo determinados pelas condigdes

cos (FAsenO o dsenbuax , (15.13)
) )
cos (st;ne) :O%dsen)\@MIN :2n2—1—1 | (15.14)

sendo n um numero inteiro. Essas condi¢oes determinam os valores dos angulos corres-
pondentes, por meio das equacoes
A
senbyax =n—, (15.15)

d

2 1y A
SGHQM]N = ( 7Z2+ ) E . (1516)
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Na tela, os pontos de minimo correspondem a regioes escuras e os pontos de maximo a
regioes brilhantes. Na regiao central da tela, para a qual # = 0, existe uma regiao brilhante.
Por outro lado, o aparecimento de linhas escuras ou de mais linhas claras depende da
relagdo A\/d. Considere, por exemplo, um experimento onde d = \/4, para o qual as
equagoes (15.17) e (15.18) seriam senfyax = 4n e senfyn = 4,5n, respectivamente.
Como sen# < 1, a tnica solugao viavel é dada por n = 0. Por isso, a primeira linha escura
somente pode aparecer para d = \/2.

Na tabela abaixo fornecemos os valores dos angulos correspondentes as linhas escuras
para véarios valores da razao \/d.

n+1/2] d=\/2 d= d =2\ d =4\
senf| 6 |senf| 6 |senf| 6 |senf| 0

1/2 1 90° | 1/2 [30°| 1/4 |[14°| 1/8 | 7°
3/2 A A 3/4 | 48°| 3/8 |22°
5/2 A A A 5/8 | 39°
7/2 A A A 7/8 | 61°

Os planos nodais correspondentes ao caso d = 4\ estao mostrados na figura 15.5,
que dao origem a oito linhas escuras sobre o anteparo. As regioes entre esses planos
permanecem iluminadas.

1
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L2 d=4x
Figura 15.5:
e difracao por duas fendas estreitas - energia
O fluxo de energia sobre a tela é determinado pelo vetor de Poynting
- ExB
S = . (15.17)

Ho
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Como o campo magnético é dado por

B =¢_x

le @Jl

, (15.18)

temos que o vetor de Poynting é paralelo a velocidade da luz e expresso por
- E?
S=(—7]¢. (15.19)
HoC

im, a energia que inci r r uni m uni irea €
Assim, a energia que incide sobre a tela po dade de tempo e unidade de area ¢ dada
pelo produto escalar de S com 77, um versor normal a superficie, e vale

- E2

Syg=28 7= <—A> cost) (15.20)
Mo €

onde E4 é a amplitude do vetor campo elétrico, dada pela equacao (15.12).

E}
<S¢ > = ——cost, (15.21)
2upc

A média temporal desta grandeza é

1 4E?
<Sp> = — |cos? mdsen cost . (15.22)
2upc T A

Notando que, se fechassemos uma das fendas, a incidéncia média de energia seria dada
por

2

< Sp >o= cosd | (15.23)
2upcr
podemos escrever
dsen 6
< Sy >=4 {cos2 (W S;n )] < Sy >0 . (15.24)

O gréafico da intensidade sobre a tela para o caso d = 4\ estd esbogado na figura 15.4.

O experimento de interferéncia por duas fendas estreitas, discutido esquematicamente
nesta aula, foi realizado pela primeira vez por Thomas Young, em 1801. Para que as
faixas brilhantes e escuras possam ser observadas experimentalmente, é preciso que a luz
empregada seja monocromatica, ou seja, tenha frequéncia muito bem definida. Quando
isto nao acontece, as linhas aparecem “borradas” e podem nao ser observadas.

e exercicios

1. Supondo que d = 4\ e que a tela diste 100d do anteparo, esboce graficos representando
os campos F; e F, entre as fendas e o primeiro ponto de minimo.
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Figura 15.6:

2. Usando um programa grafico, estude o comportamento da func¢ao F'(f) = cos [”dSTene] ,

em funcao de 6, no intervalo 10 < d/A < 1/10.
3. Por que duas fendas muito juntas nao provocam figuras de interferéncia?

4. No caso da interferéncia provocada pela passagem de luz em duas fendas estreitas e
usando diretamente as construgoes geométricas associadas ao principio de Huygens, de-
termine os angulos 6 para os quais aparecem linhas escuras no anteparo branco, no caso

d =4\
e respostas

3. Porque a onda as percebe como uma tunica fenda...



Capitulo 16

difracao em fendas largas

Na aula anterior, estudamos a difracao por duas fendas estreitas e vimos que, naquele
caso, a luz pode produzir um padrao de linhas claras e escuras numa tela. A interferéncia
observada é devida a diferenca de fase entre as ondas emitidas pelas duas fendas, ja que
as distancias de cada uma delas a um ponto genérico da tela sao diferentes. Naquele caso,
o conceito de “distancia a fenda” nao tinha ambiguidade, porque a fenda nao possuia
espessura e podia ser considerada como uma linha. Nesta aula consideramos o caso de
fendas de larguras nao despreziveis. Quando isto acontece, cada ponto da fenda funciona
como uma fonte unidimensional e pode existir uma diferenca de fase entre dois raios
“vizinhos”, o que d4a origem a um padrao de interferéncia.

e uma fenda larga

Como no caso da aula anterior, o estudo dos padroes de interferéncia produzidos por
uma fenda larga é feito considerando um ponto P de uma tela branca, situado a distancia
r do centro da fenda, sendo r muito maior do que a largura da fenda.

Quando uma onda plana incide normalmente sobre um anteparo no qual ha uma fenda
larga, temos a situagao indicada na figura 16.1, onde todos os pontos sobre o eixo x tém a
mesma fase. As ondas incidente e difratada existem, respectivamente, nas regioes y < 0 e
y > 0. Chamando a largura da fenda de a e tomando o eixo y como referéncia, a diferenca
de fase entre o raio central e o que parte de um ponto situado a coordenada x é dada por

d(z) =k x senf . (16.1)

Assim, o campo elétrico sobre o ponto P da tela, devido ao raio que emergiu do ponto de

coordenada x, pode ser escrito como
Fi(r, 1) = =2 cos[k(r + 0) — wt] k (16.2)
E(r,z) = —=cos|k(r + xsenf) — wt| k. :
Y \/F

O campo observado no ponto P da tela corresponde a uma média das varias contribuigoes
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r S
e ~ - / »
= g
PONTD X/:I
X Sen
X
Figura 16.1:

individuais dada por

- a/2 L
E(r) = 1/ dx E(r,x)

aJ_q)2

1 /(1/2 d EO
= — X —= COS
aJ_q)2 \/F

—

[k(r + xsenf) — wt] k

= 2 /“//22 dzx %{cos(mr — wt) cos(ka sen §) — sen (k1 — wt) sen (K sen 0) }k
= % T szene sen <Ka826n9)cos(k’r — wt) k. (16.3)
Chamando
6= Ka szenﬁ (16.4)
temos
E= Eo sen¢ cos(kr — wt) k. (16.5)

Voo

Para calcular o fluxo de energia sobre a tela, usamos o vetor de Poynting, que é dado por

. ExB
§_Z2X2 _

(16.6)

c =

Ho B foC?

E? [sen o)

2

2 —

cos”(kr — wt) C.
ripc? L ¢ }
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A sua média temporal vale

<§>= LB [%ra

No problema presente, a velocidade da luz que sai da fenda é paralela ao vetor 7 e,
portanto, podemos escrever

== 16.7
2 7upc? ( )

7_,‘
C=c—. 16.8
c=c (16.8)
Assim, numa dada direcao 7, o valor médio do vetor de Poynting tem a forma
. 1 E2 2 27
< §om ;Lo RO (16.9)
2 rupcl @ r
e, para o modulo de §, obtemos
- 1 E? 272
<18 >= 2 0 [M] . (16.10)
2rpect @
O valor méaximo desta funcao ocorre para ¢ = 0 e vale !
- 1 E?2
<9 =- 16.11
51 > 1= 5 (16.11)
0 que permite escrever
_ . 2
<|S] > =<|5| >,,.x [%} . (16.12)
A fungao sen ¢ pode ser nula sempre que a condi¢ao
ka sen
qﬁzT:nw, (16.13)

for satisfeita, sendo n um nimero inteiro. Como k = 27/, temos pontos escuros sempre
que

A
senf, = 2. (16.14)
a

As solugoes desta equagao sao fortemente dependentes da razao A/a. Por exemplo, se
a = \/2, a equagao (16.14) passa a ser senf = 2n, que nao tem solugdo quando n é um
numero inteiro. A primeira possibilidade de solucao ocorre para A = a, e alguns exemplos
sao dados na tabela.

A intensidade relativa, para o caso a = 3\, que é mostrada na figura 16.2, corresponde
a teoria subjacente ao resultado experimental mostrado na figura 16.3.

1Usamos o resultado limy_osen¢/¢ = 1.
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n a=M\/2 a=1,7\ a=2\ a=3\ a=3,2\ a=3,8)\ a=4X
sen 0, [ sen 0, 0 sen 0, 0, sen 0, [ sen 0, O sen 0, On sen 0, On

1 2 A 0,59 36,03° 0,50 30,00° 0,33 19,47° 0,31 18,21° 0,26 15,26° 0,25 14,48°

2 4 A 1,18 A 1,00 90,00° 0,67 41,81° 0,63 38,68° 0,53 31,76° 0,50 30,00°

3 A 1,76 A 1,50 A 1,00 90,00° 0,94 69,64° 0,79 52,14° 0,75 48,59°

4 e e e 2,00 A 1,33 A 1,25 A 1,05 A 1,00 90,00°

5 1,67 A 1,56 A 1,32 A 1,25 A

6 1,50 A

7 . .

90° 41.8° 19.5° 19.5° 41.8° 90° 9

Figura 16.2:

— FENDA—

Figura 16.3:

O comprimento de onda da luz é da ordem de 10~ "m. Isso significa que, sobre uma tela
colocada atras de um fenda de 1 metro de abertura, comparavel a uma porta, existem
da ordem de 107 solugoes para a eq.(16.13). Ou seja, da ordem de 10 milhoes de linhas
escuras, separando regioes claras. Essas linhas estao de tal modo empilhadas umas sobre
as outras, que é impossivel distingui-las. O que se percebe, entao, é apenas uma regiao
clara atras da porta.
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e duas fendas largas

No caso de termos duas fendas largas como na figura 16.4, o padrao de difragao é mais
complexo. Para cada uma das fendas vale o resultado dado pela equagao (16.5). Assim,
escrevemos os campos médios das ondas oriundas das fendas 1 e 2 como

— Ey sen¢ -

EF = — —wt)k 16.15
1 N cos(kr; — wt)k, ( )
— E —

E, = =2 sen ¢ cos(kry —wt)k , (16.16)

vrooo
com ¢ = kasen ¢/2.

2]
2
- B L i N
Lt er =Ll YL 5
& __-'"-_ _"” o'.
—Retams s o - = M
— Y :
& .- o E
m—— - Yy
LT :
:,.‘
K
b3
Figura 16.4:
Como na aula 15, chamamos
rn = r——senf,
2
d
ry = r+ 5 send. (16.17)
Assim, o campo resultante no ponto P pode ser escrito como
. . . E .
E = E+E,=—"2 sengz52 cosf3 cos(kr — wt)k ,
N
kdsen 6
B = 2“ . (16.18)

A intensidade, portanto, é dada por

= <FE*> 1 E?
<|S] >= = — —% 4cos’B
2upc 2 rpoc

Sew] . (16.19)
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A diferenga entre este resultado, valido para duas fendas largas, e a eq.(16.10), vélida para
uma fenda, é o fator 4 cos?3, que d4 origem a uma novo conjunto de superficies nodais,
que ocorrem sempre que

dsenb,,
g =" o ) (16.20)
2 2
sendo m um numero inteiro. Usando k = 27/, obtemos a condigao
2m—1 X
sen ), — -z 16.21
sen 5 7 ( )

para os zeros de [3.
A intensidade relativa determinada por esse resultado é a mostrada na figura 16.5. Na
figura 16.6 sao mostradas duas fotografias, obtidas por meio de difracao por uma e duas

fendas largas.

intensidade relativa

A

7

/
avi
’-\\. “—\75.,-_—": -
e
Figura 16.5:
uma fenda

larga /\

1

L

duas fendas largas

Figura 16.6:
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e exercicios

1. Considere a difracao de uma luz monocromatica cujo comprimento de onda é A por
uma fenda de largura a = 3,99 \.

a) obtenha os angulos para os quais a intensidade é nula e compare os resultados com a
tabela que segue a eq.(16.13);

b) esboce um gréfico < |S] > x 6.

2. Uma fenda tnica produz um espectro de difragao sobre uma tela branca, colocada a
80,0cm a frente dela. Nessa tela, a distancia entre os dois minimos centrais é de 5,2 cm.
Sabendo que o comprimento de onda da luz incidente é de 5,46 x 10~ "m, determine a
largura da fenda.

3. Uma fenda ¢ iluminada por luz constituida pelos comprimentos de onda A, e A,
escolhidos de forma que o primeiro minimo de difracao de A, coincida com o segundo
minimo de difracao de A.

a) Qual a relacao entre esses dois comprimentos de onda?

b) Haverd coincidéncias entre outros minimos deste espectro?

4. Considere um sistema de duas fendas de larguras iguais a separadas uma da outra pela
distancia d.

a) Supondo d = 3a, quantas franjas de interferéncia haverd dentro da envolvente central
de difracao?

b) Supondo d = a, qual serd o espectro obtido na tela? Sugestao: veja a fig. 16.4.

5. Uma onda plana e monocromatica incide perpendicularmente em um anteparo, onde
existem duas fendas longas, retilineas, paralelas entre si e separadas pela distancia d.
A largura de cada uma das fendas é a = 107°m. A figura 16.7 apresenta, em funcao
do angulo 6, o gréafico da intensidade da radiagao incidente sobre uma tela paralela ao
anteparo e muito distante dele.

a) determine o comprimento de onda da radiacao;

b) determine o valor da distancia entre as fendas;

¢) esboge o grafico da intensidade da radiagao em funcao de 6, quando uma das fendas é
fechada.
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Figura 16.7:

e respostas

l.a) 14,517 30, 08% 48, 75°.

2. senf; = 2,6/80,0 — a = 1,68 x 10~°m.

3. A =2\b.

4. a) 6  b) dado pela eq.(16.10), fazendo a — 2a na eq.(16.5).

5.a) A =5,4 x 107 m; b) d=1,8 x 10~ "m.



Capitulo 17
relatividade: impacto e principios

A teoria da relatividade restrita foi proposta por Albert Einstein em 1905, no mesmo
ano em que ele publicou o seu famoso trabalho sobre o efeito fotoelétrico. As idéias
de Einstein tiveram enorme impacto na ciéncia do século 20, bem como importantes
implicacoes filoséficas, epistemoldgicas e culturais. A visao de mundo subjacente a teoria
da relatividade é bastante diferente daquela proveniente da mecanica classica e, por isso,
levou bastante tempo para ser aceita. Mesmo em 1922, ano em que Einstein foi agraciado
com o prémio Nobel, nao havia consenso na comunidade cientifica acerca da validade da
relatividade, tendo o prémio sido concedido pelo seu trabalho sobre o efeito fotoelétrico.

e 0 impacto na ciéncia

A relatividade mudou tanto o modo de trabalhar em ciéncia como a percepcao de
como esse trabalho ocorre. No fim do século 19 e no inicio do 20, a ciéncia era vista
hegemonicamente como uma atividade onde o conhecimento seria produzido por meio
de generalizagbes muito cautelosas, feitas a partir de observagoes também muito cuida-
dosas. Esquematicamente, segundo a concepgao dominante na época, o conhecimento
cientifico deveria ter inicio em observagoes cuidadosas do comportamento da natureza,
que mostrariam a existéncia de regularidades. A perccepcao dessas regularidades levaria
a formulagao de leis que, apds serem testadas e generalizadas, passariam a fazer parte
de corpos maiores, as teorias. Deste modo, o conhecimento cientifico cresceria de modo
cumulativo, lenta e gradualmente, por inducao de verdades mais gerais a partir de outras
menos gerais . Este modo de conceber a ciéncia é conhecido como indutivismo.

O modo como a relatividade foi gerada é completamente antagonico a essa visao do
processo cientifico, defendida pelos indutivistas. Ao ser proposta, a relatividade possuia
muito pouco ou nenhum suporte empirico, tendo sido produzida a partir de concepgoes
gerais a respeito do universo. Por isso, a proposta desta teoria, por Einstein, modificou
muito a visao que tanto cientistas como filésofos tinham a respeito do funcionamento da
ciencia. O filésofo Karl Popper, no livro “A logica da descoberta cientifica”, publicado em
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1935, foi um dos primeiros a incorporar a postura cientifica de Einstein no contexto da
filosofia da ciéncia. A visao do processo de criagao do conhecimento cientifico apresentada
por Popper, nesta e em outras obras, representou uma ruptura importante com a dos
indutivistas. Posteriormente, outros filésofos aprofundaram a compreensao desta ruptura,
culminando com a proposta apresentada em 1962 por Thomas Kuhn, no seu livro “A
estrutura das revolugoes cientificas”. Um dos resultados desse processo de revisao das
idéias acerca da ciéncia, motivado pela relatividade é que, atualmente, a questao da
existéncia de um método cientifico tinico é vista como algo sem sentido. Uma apresentacao
compacta de discussoes filosoficas acerca deste tema pode ser encontrada no livro “O que
é esta coisa chamada ciéncia”, de A.F. Chalmers.

e 0 impacto na fisica

O impacto da relatividade foi muito forte no interior da fisica. Seus efeitos nao estao
restritos apenas ao interior de uma teoria, pois ela mudou também o modo de conceber
o universo fisico como um todo. Na primeira aula do curso de Fisica 3, mencionamos
o fato de que o universo contém muitas coisas e entidades, uma parte das quais constitui
o chamado universo fisico. Como vimos, o universo fisico pode ser pensado, em linhas
gerais, como contendo trés grandes classes de entidades, simbolicamente denominadas
palco, dinamica e atores.

Na versao classica do universo fisico, o palco engloba o tempo e o espaco, a energia e
as quantidades de movimento linear e angular. Na fisica classica, o tempo e o espago sao
concebidos como grandezas independentes. Entretanto, a energia é ligada ao tempo, ja
que a sua conservacao pode ser atribuida a uniformidade com que ele flui. O mesmo tipo
de relagao existe, também, entre espaco e as quantidades de movimento linear e angular.
Os atores, por outro lado, representam os entes materiais, tais como massas, cargas e
outras coisas, juntamente com os seus campos, responsaveis pelas interagoes da matéria.
Finalmente, a dinamica corresponde as leis que relacionam interacoes e movimentos. O
universo fisico classico pode ser representado pelo esquema abaixo.

H \ o universo classico H

Lep E
palco ) )
r t

F =ma

dinamica | e as outras leis da dinamica

propostas por Newton
m< g,

atores < E—B

e outros...

A relatividade subverteu profundamente este quadro, de varias maneiras. Na fisica
classica, espaco e tempo sao concebidos como grandezas absolutas, ou seja, que nao de-
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pendem do observador. Na relatividade, aparece uma relagao entre espaco e tempo, sendo
possivel que observadores diferentes interpretem de modos diferentes o que é tempo e o
que é espago, na relacao entre dois eventos quaisquer. Assim, espaco e tempo passam
a ser facetas diferentes do espaco-tempo. Do mesmo modo, na relatividade, a energia e
as quantidades de movimento linear e angular também passam a ser relacionadas entre
si. Essas mudancas nas caracteristicas do palco forcaram a revisao das demais partes do
quadro e, em particular, as leis da dinamica de Newton tiveram de ser modificadas. A
versao da relatividade de 1905, conhecida como relatividade restrita, contém ainda um
outro elemento bastante novo, expresso pela equacao E = mc?, que relaciona a energia,
um elemento do palco, com a massa, um ator. A proposta de universo fisico contida na
teoria de 1905 pode ser representada pelo quadro abaixo.

[ \ relatividade (1905) |

Lep < E < mc?
palco ) 0
r — ot

dinamica | “leis de Newton” modificadas

m+<>g
atores g+~ E—B
e outros...

O papel ambiguo da relacao E = mc? na relatividade restrita indica que o quadro alter-

nativo a fisica classica produzido por esta teoria nao é totalmente coerente. Isso motivou
a formulagao da teoria da relatividade geral, apresentada por Einstein em 1915. Nessa
nova versao, Einstein resolve a ambiguidade existente na relatividade restrita, colocando
a massa no palco. Agora, ela passa a ser vista como algo capaz de influenciar o préprio
comportamento do espaco-tempo. O campo gravitacional, que antes era atribuido a uma
aura que existiria em torno das massas, passa a ser devido ao que, em termos técnicos,
¢ chamado de curvatura do espago-tempo. Esta nova concepcao do universo pode ser
representada do seguinte modo.
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[ | relatividade geral (1915) |

Lep + E &omeg
palco ) )
r <~ t
dinamica equacao de Einstein
atores g+~ E—-B
e outros...

¢ 0 absoluto

O carater revolucionario da relatividade fez com que ela ficasse bastante conhecida fora
do ambito restrito da ciéncia e que Einstein se tornasse uma espécie de herdi popular. Isso
motivou o aparecimento de varias visoes estapafirdias acerca do contetiido da relatividade.
Talvez a mais errada de todas elas seja a que afirma que a relatividade mostra que “tudo
é relativo”@. Ao contrério, o objetivo da teoria é determinar o que é relativo na fisica, de
modo a podermos compreender melhor o que nao o é. Os aspectos absolutos do universo
fisico constituem, de fato, o alvo maior da relatividade.

O jogo entre o relativo e o absoluto esta presente em varias partes da fisica e da
matematica. Ele é particularmente importante na geometria. Para fixar as idéias, consi-
deremos um cubo. Com certeza, todos nés sabemos o que é um cubo. Entretanto, como
sabemos isto? Onde, dentro de nés, este conhecimento se esconde? Que formas ele pode
ter?

Existem varias maneiras de sabermos o que é um cubo. Esse conhecimento pode
comecar, por exemplo, com o contato sensorial com um cubo material, como ocorre quando
uma crianca brinca com um dado. Ao fazer isto, ela experimenta o cubo com o tato, com
os olhos, com a boca... Manipulando o dado e outros cubos materiais passamos, de algum
modo, a conceber um cubo abstrato em nossa mente. Normalmente, nossas experiéncias
com cubos materiais ocorrem em ambientes culturais nos quais o conceito de cubo ja esta
bem estabelecido. Existe até uma palavra para designar esta entidade: CUBO! Este tipo
de exercicio, envolvendo experimentacao e informacao cultural acaba fazendo com que,
depois de certo tempo, passemos a saber o que é um cubo. A idéia de cubo que passamos
a ter vai se distanciando dos cubos materiais particulares que conhecemos. Essa idéia,
se por um lado se afasta das experiéncias particulares, por outro, é capaz de apreender
todos os cubos de uma sé vez. Na nossa mente passa a existir um cubo-conceito, passivel
de ser examinado e conhecido sem intermediacoes. O conhecimento do cubo pela mente
corresponde a um tipo de saber profundo e silencioso. E um tipo de conhecimento que
pode ser classificado com gnéstico, onde ocorre uma relagao direta entre a mente e o
conceito de cubo.
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A existéncia do cubo-conceito na nossa mente leva a uma outra classe de problemas,
associada as suas representacoes. Elas podem ser feitas de varios modos diferentes. Pode-
mos representa-lo oralmente, falando a palavra cubo. Alternativamente, podemos recorrer
a um codigo um pouco mais visual, e escrever a palavra cubo. E interessante notar que, em
portugués, um cubo nao precisa ser descrito e pode ser denotado por uma tinica palavra,
o que indica uma proximidade com o sentido absoluto do cubo.

Alternativamente, podemos representar um cubo por meio de desenhos, como os mos-
trados abaixo:

Figura 17.1: Representagao de cubos em diversos pontos de vista.

Neste caso, a relacao da representacao com o carater absoluto do cubo torna-se ambigua.
Por um lado, os cubos representados voltam a ficar um pouco parecidos com os cubos
reais. Por outro, ao desenhar o cubo, nao conseguimos mais representa-lo em sua intei-
reza, e somos obrigados a nos contentar com apenas algumas das suas facetas. Em cada
desenho, apenas uma, dentre as suas infinitas caras. Sao possiveis apenas representagoes
parciais, e a unidade do objeto somente pode ser recuperada postulando-se a equivaléncia
destas varias representacoes parciais. Esse carater parcial das representacoes baseadas em
desenhos ocorre porque eles incorporam, necessariamente, a perspectiva do observador,
que ¢é sempre particular. De fato, cada desenho nao representa o cubo em sua totalidade,
mas uma das possiveis maneiras de alguém se relacionar com ele.

No contexto da geometria um cubo pode, também, ser representado de varias maneiras
diferentes. Por exemplo, na geometria dos solidos, que estuda as propriedades e carac-
teristicas das figuras no espaco euclidiano em trés dimensoes, o cubo é pensado como
sendo um sélido com seis faces quadradas iguais. Neste caso,temos uma conceituagao ab-
soluta, independente de observadores e referenciais. De modo alternativo, na geometria
analitica, o cubo pode ser descrito por meio de expressoes quantitativas. Por exemplo, o
cubo de lado L mostrado na figura 17.2, pode ser representado como sendo o corpo sélido
delimitado pelos planos t =0,y =0,2=0,z2=L,y=Le z= L.

Este tipo de representacao tem duas caracteristicas muito interessantes. A primeira delas
é que, para representar o cubo, é preciso especificar o comprimento de sua aresta. Por
isso, o cubo representado ja é um pouco particular. Além disso, no caso da representagao
analitica, é necessario o uso de um referencial, que incorpora, obrigatoriamente, um “ponto
de vista” externo ao objeto representado. Podemos perceber isso notando que o mesmo
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A

Figura 17.2:

cubo também pode ser representado como sendo o sélido delimitado pelos planos x = a,
y=b,z=c,x=L+a,y= L+bez= L+c, onde a, be csao variaveis que podem assumir
quaisquer valores. Essas novas descricoes correspondem a deslocamentos da origem do
sistema de coordenadas. Assim, a forma da descrigao analitica do cubo também depende
fortemente do sistema de eixos adotado. Mudando o referencial, a descricao do cubo
muda, ainda que o cubo nao mude. Neste caso, pode-se perceber de modo claro, a relacao
dialética entre o carater absoluto do objeto e a relatividade da sua representacao.

Imaginemos, agora, que tenhamos nascido em um mundo onde existissem objetos
solidos, mas no qual nao pudéssemos ter acesso direto a eles, a nao ser por meio de
suas descrigoes analiticas. Neste mundo, cada um descreveria o cubo através de uma
perspectiva particular, usando convencoes diferentes, equacoes diferentes... Seria muito
dificil recuperar o conceito de cubo no meio de todo este caos aparente. Seria necessério
alguém muito inteligente para perceber a existéncia de um cubo, ou seja, de que existe
algo em comum entre as varias descrigoes particulares, com caracteristicas estaveis e bem
definidas. Como buscar a estabilidade no meio do caos? Em primeiro lugar, é preciso
acreditar que tal estabilidade exista. Em seguida, alguém dotado de espirito matematico
poderia pensar em inventar uma teoria que unificasse todas as observacoes e descri¢oes
particulares, de modo que, conhecida uma delas, todas as demais pudessem ser obtidas.
Usando tal teoria, ele seria capaz de separar, por meio de mudancas matematicas de refe-
rencial, as caracteristicas relativas das absolutas existentes em uma dada descricao. Um
nome bom para uma teoria como essa seria “teoria de relatividade”.

O caso da teoria da relatividade de Einstein é muito parecido com o do cubo na geome-
tria analitica, ja que o seu proposito é encontrar, por tras das aparéncias dos fenomenos,
as leis absolutas que os determinam. O que muda, é o fato de ela unificar, nao sé as ob-
servacoes de pessoas que estao paradas em posicoes diferentes, olhando um tnico objeto
mas, também, as observagoes de pessoas em movimento relativo.

e teorias

A relatividade restrita é uma teoria e, como tal, ela é portadora de uma visdao de
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mundo. Na primeira aula deste curso, mencionamos alguns dos significados da palavra
teoria, encontrados no dicionario do Aurélio:

“teoria. [Do gr. theoria, ’acao de contemplar, examinar’; ‘estudo’; ‘deputagao solene
que as cidades gregas mandavam as festas dos deuses’; ’festa solene, pompa, procissao’,
pelo lat. theoria.] S.f. 1. Conhecimento especulativo, meramente racional. 2. Conjunto
de principios fundamentais duma arte ou duma ciéncia. (...) 8. Na Grécia antiga,
embaixzada sagrada que um Estado enviava para o representar nos grandes jogos esportivos,
consultar um ordculo, levar oferendas, etc. (...).”

Na fisica, uma teoria é, normalmente, uma estrutura onde conceitos e leis empiricas sao
articulados por meio de relagoes matematicas. O fato de elas serem fortemente apoiadas
no formalismo matematico lhes confere certa racionalidade e uma certa impessoalidade.
Entretanto, isto nao significa que elas sejam totalmente objetivas, isentas de aspectos
subjetivos. As teorias dao margem a interpretacoes, elas apontam para aspectos escondi-
dos da realidade. A teoria faz o papel do dedo no provérbio chinés: "o dedo serve para
apontar a lua; o sdbio olha para a lua, o ignorante para o dedo”.

e 0 dedo e a lua

A preocupacao em separar o absoluto do aparente aproxima Einstein da tradicao
mistica dos judeus, a cabala. Por exemplo, apresentamos a seguir um trecho de uma
obra classica, o ”Zohar”, escrito pelo cabalista espanhol Moisés de Leon, entre 1280 e
1286, onde ele descreve alegoricamente a relagao com o absoluto que estda por tras das
aparéncias 1. No caso, este autor refere-se & Tord, o livro que encerra a lei mosaica.

“Na verdade, a Tord deixa escapar uma palavra, e emerge um pouco de seu involucro
e depois torna a esconder-se. Mas procede assim somente com o0s que a conhecem e lhe
obedecem. Pois a Tord se parece com uma bela e formosa donzela, escondida numa camara
reclusa de seu paldcio, e que tem um namorado secreto, desconhecido de todos. Por amor
a donzela, ele vive passando a porta da casa dela, olhando para ca e para ld, a procura
dela. Ela sabe que o bem-amado ronda o portao da sua casa. O que € que ela faz? Abre
a porta da sua camara reclusa, um pouquinho so, e por um momento revela o rosto ao
bem-amado, porém logo o esconde de novo. Estivesse alguém com o amado, nada veria e
nada perceberia. So ele a vé e ele € atraido por ela com o corag¢ao e a alma e todo o seu
ser, e ele sabe que por amor a ele, ela se lhe mostrou por um instante, ardendo de paixao
por ele. Assim acontece com a palavra da Tord, que se revela somente aos que a amam. A
Tord sabe que o mistico (... o sdbio de corag¢ao) ronda o portao de sua casa. O que € que
ela faz? Do interior de seu paldcio oculto desvela o semblante, acena-lhe e retorna logo
ao paldcio onde se esconde. Os que ld se encontram nada véem e nada sabem, somente
ele, e ele € atraido para ela com todo o coracao e toda a alma e todo o seu ser. Assim
a Tord se desvela e se esconde, e emerge em amor pelo seu amado e desperta o amor
nele. Venha e veja: este é o caminho da Tord. De inicio, quando deseja revelar-se a um
homem, faz-lhe um rdpido sinal. Se ele entende, muito que bem; se nao, manda-o vir e
chama-o de simplorio. Ao mensageiro que ela envia, a Tord diz: diga ao simplorio que
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venha até aqui para que eu possa conversar com ele. [...] Quando ele vem para junto dela,
ela comecga falar-lhe por detrds de uma cortina, palavras a altura da sua compreensao, até
que, lentamente, ele comeca a entender [...]. Depois ela fala, através de um véu, palavras
alegoricas [...]. S6 entao, depois que ele se familiariza com ela, esta se lhe revela, face a
face, e fala-lhe de todos os seus segredos escondidos e seus caminhos obscuros que desde
0 comecgo estiverem em seu coracao. Um tal homem, entdo, é chamado de perfeito, um
“mestre”, ou seja, “um moivo da Tord”, no sentido mais estrito, o dono da casa, a quem
ela desvenda todos os segredos, nada escondendo. FEla lhe diz: Fstd vendo agora, quantos
segredos havia naquele sinal que lhe fiz no primeiro dia, e qual seu verdadeiro sentido?
E ele entende, entao, que aquelas palavras nada se lhes pode acrescentar e delas nada se
pode tirar. E pela primeira vez, entdo, compreende o verdadeiro significado das palavras
da Tord, tal como elas ai se encontram, aquelas palavras as quais nenhuma silaba ou
letra pode ser acrescentada e das quais nenhuma pode ser tirada. FE, por isso, os homens
deveriam tomar o cuidado de persequir a Tord (isto €, estudd-la com grande exatidao), a
fim de se tornarem o seu bem amado, do modo como foi relatado”.

Substituindo neste texto a palavra Tora, que corresponde ao livro da lei mosaica, por
natureza, talvez tenhamos uma boa alegoria da postura de Einstein frente a relatividade.

e 0s principios da teoria da relatividade restrita

A teoria da relatividade restrita é baseada em dois postulados!¥, propostos por Eins-
tein em 1905:

1. As leis fisicas tém a mesma forma em todos os sistemas de inerciais.

2. Em qualquer sistema inercial, a velocidade da luz ¢ é a mesma, tanto se a luz for
emitida por um corpo em repouso como por um corpo em movimento uniforme.

As palavras que descrevem os postulados sdo bem menos importantes do que os seus
significados silenciosos. Como se pode notar, o primeiro postulado representa a fé em uma
equivaléncia profunda entre todos os referenciais inerciais, na nao existéncia de referenciais
privilegiados. Ja o segundo é mais especifico, conferindo ao mddulo da velocidade da luz
o status de grandeza absoluta, independente do referencial inercial. Por isso, ele parece
chocante quando olhado a partir da intui¢ao desenvolvida no estudo da mecanica classica.
E este tipo de choque costuma gerar a questao: de onde Einstein tirou esta idéia? Numa
palestra dada em Kyoto, em 1922, ele d4 um indicio:

“Levando em consideracao o experimento de Fizeau, tentei lidar com os problemas da
suposicao de que as equacoes de Lorentz a respeito do elétron deveriam wvaler tanto no
caso de o nosso sistema de coordenadas ser definido nos corpos em movimento como o é
no vdacuo. De qualquer modo, naquela época eu me sentia certo da verdade das equacoes
de Mazwell-Lorentz da eletrodinamica. Além disso, as relagoes da dita invariancia da
velocidade da luz nos mostraram que estas equacoes deveriam valer também nos sistemas
em movimento. Esta invariancia da velocidade da luz estava, entretanto, em conflito com
a regra da adicdo de velocidades que conhectamos bem na mecdanica.
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A teoria da relatividade surgiu quando Einstein resolveu este problema, abandonando
a nocao de tempo absoluto.

e covariancia

Ainda que o primeiro principio decorra de uma intuicao profunda acerca do universo
material, ele tem implicacoes matematicas bastante claras e precisas. Em particular,
ele regula o tipo de objetos matematicos que podem ser empregados para expressar as
leis fisicas. O significado dessar palavras, que podem parecer um pouco assustadoras, é
bastante simples e corresponde a uma idéia ja incorporada ha bastante tempo na pratica
de trabalho de qualquer estudante de fisica.

Sabemos que é errado escrever uma lei fisica usando uma equacao do tipo
A=b, (17.1)

onde A é um vetor e b, um escalar. Entretanto, porque isso é errado? Qual seria o
problema de escrevermos a equacao que representa a aceleracao da gravidade nas proxi-
midades da Terra como

G=10m/s*? (17.2)

A grandeza g é um vetor e, como tal, um objeto matematico que possui, simultaneamente,
trés caracteristicas distintas: mddulo, direcao e sentido. No caso de g, em particular a
diregao é a da vertical no ponto e o sentido pode ser caracterizado como sendo “para
baixo”, “apontando para a Terra”, ou algo equivalente. Por isso, a eq.(17.2) nao tem
sentido, ja que o seu lado esquerdo envolve trés informacoes e o lado direito, apenas uma.

J& a equacao
P=mg, (17.3)

que permite calcular o peso de um corpo de massa m nas proximidades da Terra, tem
sentido matematico, pois ela informa que:

- 0o modulo do peso ¢ igual ao médulo da aceleragao da gravidade multiplicado por m;

- a dire¢ao do peso ¢ igual a direcao da aceleracao da gravidade;

- o sentido do peso é igual ao sentido da aceleracao da gravidade.

Assim, de fato, a expressdo (17.3) corresponde a um feixe de trés equagoes. Essa carac-
teristica fica mais evidente se a reescrevermos em termos de componentes cartesianas.
Para tanto, é necessario adotar um sistema de eixos, o que incorpora, necessariamente,

escolhas arbitrarias. Por exemplo, num dado problema, pode ser interessante adotar um
sistema de eixos apoiado na encosta de uma montanha, como o indicado na figura 17.3.
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Figura 17.3:

y ’ Y
Figura 17.4:

Nesse caso, o feixe de equagoes determinado pela expressao (17.3) é dado explicitamente
por

P, = my,, (17.5)
P, = mg.. (17.6)

As componentes de § podem ser obtidas a partir do lado esquerdo da figura 17.4 e valem
9. =0, gy = gsen 0, g, = gcost. (17.7)

A presenca do angulo € nesses resultados indicam claramente que eles dependem da es-
colha dos eixos de referéncia e, portanto, das convencoes adotadas. Para calcular P,
substituimos (17.7) nas eqs. (17.4-17.6), e obtemos

P, =0, P, =mgsen 0, P, =mgcos?. (17.8)

Os valores dessas componentes também dependem de 6 e, consequentemente, de con-
vengoes.

Se esta discussao fosse apresentada a um ser extraterrestre, que nao tivesse vivenciado
a nocao de peso, ela poderia sugerir que o nosso modo de descrever o mundo material



173

é sempre contaminado por idéias dependentes de convencoes. Para convencer este ser
que esse nao é o caso, poderfamos convida-lo a inspecionar o lado direito da figura 17.4,
construido a partir dos resultados (17.8). Ele mostra que Pé paralelo a g. Se escolhemos
outro valor para 6, refizermos os desenhos, as representacoes de g e de P mudam, mas o
paralelismo entre eles, nao. E esse paralelismo, independente de convencoes, que a fisica
trata como uma relagao constitutiva da natureza.

Este exemplo ilustra uma versao simples da nogao de covariancia. A eq. (17.3), escrita
na forma

(P:m Py7 Pz) = (mgxa mgy, mgz) (179)

é dita covariante porque se, por um lado, os valores das componentes dos dois lados
dependem de convencgoes, por outro, a igualdade se mantém se essas convengoes forem
alteradas. Neste exemplo, isso acontece porque rotagoes alteram os dois lados da equacao
do mesmo modo. Ou seja, eles co-variam, onde o prefixo co- indica algo que se faz junto,
como em colaboracao ou comemoracao.

No caso da relatividade, a idéia incorporada no primeiro principio, de que as leis fisicas
devem ter a mesma forma em qualquer referencial inercial corresponde a dizer que as
equagoes que as descrevem devem ser covariantes por mudancas de referencial. Na aula
23 deste curso serd discutida explicitamente a covariancia das equagoes de Maxwell.
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[1] no Aurélio: “Indugao. [Do lat. inductione | S.f. 1. Ato ou efeito de induzir. 2. Ldg.
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geral com base no conhecimento de certo nimero de dados singulares ou de proposigoes
de menor generalidade. [...] 7.

[2] Na pdgina 1-16 do jornal “Folha de Sao Paulo” de 18 de abril de 1995 encontra-se
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Princeton (EUA) o fisico alemdo Albert Einstein (1879-1955), idealizador da teoria da
relatividade. Hoje, Finstein é sinonimo de “Tudo € relativo”, forma fdcil de sintetizar
uma compreensao rasa de dois de seus trabalhos: a teoria da relatividade restrita, de 1905,
e a da relatividade geral, de 1915.”

[3] G.G. Scholem, A cabala e o seu simbolismo, ed. Perspectiva, 1978.
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Capitulo 18

dilatacao do tempo

e referenciais, personagens e notacao

A fisica trata da observacao e da descricao de fendmenos que ocorrem no mundo natural
e, de modo geral, esse tipo de conhecimento depende do referencial no qual o observador
se encontra. O objetivo da teoria da relatividade restrita é relacionar os resultados das
observacoes e descrigoes de um mesmo conjunto de fenomenos, quando eles sao feitos
a partir de referenciais diferentes, que se movem com velocidades constantes, uns em
relacao aos outros. Um dos seus postulados basicos diz respeito a completa equivaléncia
das leis fisicas em todos os referenciais deste tipo. A incorporacao integral desse tipo
de equivaléncia entre referenciais em movimento relativo envolve tanto aspectos racionais
como intuitivos. Quando viajamos em um onibus que trafega com velocidade constante
por um trecho retilineo da estrada, é mais facil admitirmos racionalmente que a estrada
e a paisagem se movem com velocidade constante em relacao a nds, do que sentirmos
isso. Por esta razao evitamos, neste texto, representar os varios referenciais por S, S’, S”,
etc, uma vez que este tipo de notagao parece sugerir algum tipo de assimetria entre eles.
Como alternativa, introduzimos dois personagens, Joao e Maria, que participam das varias
situacoes, e os observaveis correspondentes sao rotulados com as suas iniciais. Assim, por
exemplo, At; e Aty podem representar intervalos de tempo observados por Jodao e Maria,
respectivamente. E muito importante notar que, em fisica, referenciais sao instrumentos
de pensamento e, como tal, entidades abstratas, nao materiais. No nosso caso, eles serao
sempre sistemas de eixos triortogonais z, y, z, matematicos, acompanhados de um relégio,
também matematico, que indica o tempo t. Por isso, nao devemos confundir referenciais
com coisas ou pessoas.

Por exemplo, na situagao idealizada indicada na figura 18.1, na qual um carro se desloca
com velocidade ¥, constante, ao longo de uma estrada retilinea, pode ser conveniente
descrever fenomenos fisicos tanto no referencial Sg, fixo em uma pedra do pavimento da
estrada, como em um referencial S, no qual o carro esta parado. Entretanto, se o carro
bater em algo e parar, a coincidéncia entre ele e o referencial S¢ deixa de existir. O
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Figura 18.1:

carro passa a estar parado no referencial Sg, enquanto que S¢ continua o seu movimento
matematico com velocidade constante . Assim, quando falamos em referencias de Joao
e Maria, queremos dizer os referenciais que coincidem com esses personagens enquanto os
seus estados de movimento nao sao alterados. Joao e Maria nao sao referenciais, mas
estao em referenciais.

Apenas com a finalidade de facilitar os desenhos, adotamos a velocidade relativa entre
os referenciais como sendo paralela ao eixo y, e temos as situagoes mostradas na figura
18.2.

JJ‘
T
e 1Y
L — -
Ll =

Figura 18.2: Lado esquerdo: Joao move-se com velociadde v j em relacao a Maria; lado
direito: Maria move-se com velocidade —v j em relagao a Joao.

e trens ou foguetes?

Na época em que a relatividade foi proposta, o meio de transporte mais rapido era o
trem e os exemplos pedagdgicos costumavam envolver observadores fixos no solo e em trens
em movimento. A partir da década de 1960, apareceram os foguetes tripulados e muitos
exemplos passaram a ser formulados em termos de observadores em foguetes. Na pratica,
tanto trens como foguetes tém velocidades em relacao a Terra que sao muito pequenas
em comparacao a da luz e, portanto, em ambos os casos os exemplos sao artificiais. Neste
texto, ficamos com os trens. Por nostalgia, talvez...
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e sobre os efeitos da relatividade

A relatividade restrita foi proposta em 1905 e, inicialmente, eram poucos os experi-
mentos que davam suporte a teoria. Entretanto, nos anos 1930, com o desenvolvimento
da fisica nuclear, ela passou a ser essencial para a compreensao dos fenomenos, principal-
mente no que diz respeito as transformacoes de massa em energia. A partir dai, a teoria
foi testada em muitas outras situagoes, em experimentos muito precisos, que podem ser
tomadas como evidéncias da teoria. Na fisica de particulas, por exemplo, todos os pro-
blemas sao tratados por meio da relatividade, tanto para descrever como os corpos se
deslocam de um ponto a outro do espago com velocidades altas como para quantificar as
energias envolvidas nas varias transformagoes que ocorrem. J& efeitos associados a relati-
vidade geral dependem da existéncia de massas grandes e, por isso, sao mais perceptiveis
em cosmologia.

A relatividade teve, também, grande penetracao junto a pessoas que nao trabalham
com ciéncia e, mesmo, que nao se interessam por ela. Neste processo de ampliacao, os
conceitos foram perdendo nitidez e a precisao, como no caso da famosa equacao £ = mc?,
que todos conhecem, mas pouca gente sabe o que significa. Numa situacao intermediaria,
ficam as nocoes de dilatacao do tempo e contragcao do espago, que correspondem
a fenomenos fisicos importantes, passiveis de serem observados experimentalmente. En-
tretanto, eles também foram explorados de forma solta e imprecisa em livros e filmes
de ficcao, o que geraou percepgoes incorretas dos seus significados. Por isso, antes de
iniciarmos a discussao da relatividade restrita neste curso, deixamos uma adverténcia:
é incorreto pensar que, nesta teoria, o tempo sempre se dilata e o espaco sempre se
contrai. KEssas afirmacgoOes gerais sao imprecisas e destituidas de significado e, apenas
em algumas situacoes bastente especificas, resultados podem ser enquadrados nessas si-
tuagoes. Para compreender isso é preciso um pouco de maturidade sobre a relatividade e
é preciso espera algmas aulas...

e 0s reldgios e o tempo, as réguas e o espaco

A relatividade restrita foi apresentada por Einstein, em 1905, em um trabalho intitulado
“Sobre a eletrodinamica dos corpos em movimento”. Numa das suas secoes, sao discuti-
dos os comportamentos de réguas’ e de relégios em movimento, sem qualquer mencao a
contracao do espaco e dilatagao do tempo. Tal escolha nao foi feita por acaso. Réguas e
relogios sao objetos concretos, enquanto que espaco e tempo sao conceitos abstratos. De
um lado, coisas e, do outro, idéias.

Serd que relogios sao maquinas que marcam a passagem do tempo? Ou, alternativa-
mente, serd que a no¢ao de tempo corresponde a algo inventado a partir do funcionamento
dos relégios? Algo associado a um coletivo de relégios? No seu tratamento da relatividade,
Einstein prefere adotar o segundo modo de pensar, e parte do concreto, dos relogios, dos
instrumentos de medida. Afinal de contas, ha sempre o risco de o conceito de tempo ser

!Por uma questao de simplicidade, nés usamos a palavra régua em lugar de corpo rigido, empregada
no texto original.
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uma invenc¢ao humana e nao, parte do universo material... O mesmo se aplica a relagao
entre réguas e espaco.

Esse tipo de questao pode parecer algo distante a pratica da fisica. Entretanto, este nao
é 0 caso. Se, nas varias situagoes fisicas, pensamos mais nas medidas e nos instrumentos
empregados nelas, a compreensao da teoria da relatividade fica mais facil.

e relégios

Relégios sao instrumentos que permitem a medicao de intervalos de tempo. Na re-
latividade, o funcionamento de um relégio depende do referencial a partir do qual ele é
observado. Suponha que Maria esteja fixa no referencial de uma estacao de trem e Joao
esteja fixo no interior de um trem, que passa com velocidade constante pela estagao. Se
Maria possui um relégio em seu pulso, o funcionamento desse relégio é percebido de mo-
dos diferentes por ela mesma e por Joao. Essa idéia contraria frontalmente a concepcao
newtoniana do tempo, segundo a qual os relégios funcionam sempre do mesmo modo,
para qualquer observador.

Existem relégios de muitos tipos. Em tempos remotos, tem-se noticia de relégios
baseados no fluxo de azeite, dgua ou areia, como nas ampulhetas. Diz a historia, por
exemplo, que Galileu teria utilizado a medida do préprio pulso para determinar o periodo
de oscilagao de um péndulo. Durante varios séculos, aconteceu a hegemonia dos relégios
mecanicos, geralmente dotados de rodas dentadas, movidas por péndulos ou molas, e
de mostradores com ponteiros. Atualmente existem relégios digitais eletronicos e, até,
atomicos. Entretanto, apesar das diferencas entre todos estes tipos de relégio, eles pos-
suem uma caracteristica comum, que os unifica: eles medem intervalos de tempo, com
base em fenémenos peridédicos.

O elemento béasico da construgao de um relégio é um movimento ou acontecimento, que
se repete a intervalos de tempo idénticos e bem definidos, um fato ciclico, com periodo
determinado. Basta, entao, definir uma unidade de tempo, dividindo este periodo em
quantas partes se desejar, e avaliar a duracao de outros fenémenos com base nesta unidade
de tempo.

e 0 relégio de luz

Para comecar a estudar o comportamento dos intervalos de tempo na relatividade, é
conveniente usamos um outro relégio, diferente de todos os outros, mas ainda baseado
na nocao de periodicidade. Esse relégio é apenas uma construcao terérica, e nao existe
na pratica. Entretanto, ele é muito 1util, pois captura a esséncia do problema. Ele é
constituido por dois espelhos paralelos, separados pela distancia L, e um contador. Um
pulso de luz esta confinado entre os dois espelhos, sendo refletido continuamente de um
para outro, como mostra a figura 18.3. Este é o nosso fato ciclico. Quando a luz bate no
espelho inferior, “ouve-se” um TIC; quando ela volta e bate no superior, “ouve-se” um
TAC e o contador é acionado, avangando uma unidade, como na figura.
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Figura 18.3: O reldgio de luz, em instantes sucessivos; observe o contador.

o

Escolhemos este relégio apenas porque ele simplifica o trabalho a ser feito em seguida.
Entretanto, é preciso deixar claro que o relégio de luz é um relégio como um outro qual-
quer, e todas as conclusoes baseadas no seu funcionamento valem também para os demais.
O tempo é o que importa, nao o instrumento usado para medi-lo.

e intervalos de tempo classico e relativistico

Nesta secao, comparamos as previsoes para o funcionamento de relogios de luz, feitas
na mecanica newtoniana e na relatividade. Os intervalos de tempo no contexto dessas
duas teorias sao representado, respectivamente, por AT e At.

Consideramos, inicialmente, a situagao na qual Joao possui um relégio de luz, pintado
de branco, em repouso em relacao a ele, cujos espelhos sao separados pela distancia L.
No seu referencial, qual o intervalo de tempo que decorre entre dois TACs sucessivos deste
relogio?

No contexto da mecanica newtoniana, este intervalo, denotado por AT}, é obtido
através de um calculo cinemdtico simples: sendo D% = 2L a distancia pecorrida pela luz
no referencial de Joao, durante uma oscilagao, temos

D% 2L
ATY = TJ =—. (18.1)

onde ¢ é a velocidade da luz e os indices b e J correspondem a: relégio branco, observado
por Joao.

No contexto da mecanica relativistica, o calculo é totalmente analogo. Antes de
efetud-lo, entretanto, convém notar que, na relatividade, costuma-se qualificar com o
adjetivo proprio as grandezas que representam o comportamento de um sistema descrito
por um observador no qual ele estd em repouso e, também, representa-las por letras gregas.
Por isso, escrevemos o intervalo de tempo proéprio entre dois TACs, no referencial de
Joao, como

4 2L
Ath = Arh =L =2 (18.2)

C C
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Estes dois cdlculos mostram que ATY = A7Y, ou seja, que no referencial de Joao os
intervalos de tempo sao os mesmos, tanto na mecanica classica como na relativistica.
Este resultado nao é surpreendente, ja que as novidades associadas a relatividade ocor-
rem quando efetuamos mudancas de referencial, enquanto que estes calculos tratam do
comportamento de um relégio em repouso relativamente ao observador Joao.

TIC

(a) (b)

Figura 18.4: Reldgio branco, visto por Joao (a) e por Maria (b).

Maria, parada numa estacao de trem, possui relogios idénticos ao de Joao, pintados
de preto. Célculos totalmente andlogos aos anteriores permitem-nos concluir que, nos
contextos newtoniano e relativisticos, temos

2L
2L

onde os indices p e M correspondem a: relégio preto, observado por Maria.

Suponhamos, agora, que Joao, carregando o seu relégio branco, esteja num trem que
se move para a direita com velocidade v, em relacao a Maria. A partir do seu referencial,
Maria pode observar e realizar medicoes acerca do funcionamento do relégio branco e
comparar os resultados com os mostrados pelo seu proprio relégio. Em particular, ela pode
observar o intervalo de tempo decorrido entre dois TACs sucessivos do reldgio branco, por
meio de méaquinas fotograficas, filmadoras, ou outros instrumentos.

No referencial de Maria, onde Joao corre com velocidade v, o caminho que a luz percorre

no interior do relégio branco, torna-se maior, como mostra a figura 18.4b. No contexto
lassi distancia D4 ida pelal tre dois TAC ivos do relogio b
classico, a distancia D}, percorrida pela luz entre dois s sucessivos do reldgio branco,

¢ dada por
, v AT\
Dy, =24/ L*+ 5 (18.5)

onde AT?, é o intervalo de tempo decorrido entre dois TACs. Esse intervalo de tempo
vale
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() (b)

Figura 18.5: O arrastamento da luz na mecanica cléssica (a) e na relatividade (b).

Db
ATy = =M (18.6)

Cum
onde Cy; é o médulo da velocidade do raio de luz em relagao a Maria. Na mecanica
classica, este valor é obtido a partir da soma vetorial de ¢ e ¢, mostrada na figura 18.5a,

e corresponde a
Cy=Vet+0v2. (18.7)

Temos, portanto,

/L2 + (v AT?, /2)°
ATy, = \/ (v AT/2) .

18.8
Vet +v? (188)
Elevando os dois membros ao quadrado e isolando AT?,, obtemos
2L
AT == . (18.9)
c
Comparando este resultado com a eq.(18.1), concluimos que
ATy, = ATY . (18.10)

Deste modo, “provamos” que, na mecanica cldassica, Maria e Joao percebem o mesmo
intervalo de tempo entre dois TACs sucessivos do relégio branco. Isso significa que o
tempo passa “com a mesma velocidade”, tanto para Joao, parado em relagao ao relégio
branco, como para Maria, para quem o relégio branco se move com velocidade v. No
contexto da mecanica classica este resultado nao poderia ser diferente ja que o tempo,
sendo absoluto, passa do mesmo modo para qualquer observador. Até aqui, nada de muito
novo.

Entretanto, as coisas mudam quando se passa para a teoria da relatividade. A
distancia percorrida pela luz entre dois TACs é calculada como no caso classico, e dada

por
Att N2
d’]’w:Q\/L?Jr (U 2M) . (18.11)
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A diferenga é que, agora, de acordo com o segundo principio, o médulo da velocidade do
raio de luz deve ser igual a ¢ para qualquer observador. Assim, o intervalo de tempo passa
a ser dado por

2,/L2 + (v A%, /2)
At = \/ <: u/2) , (18.12)

que corresponde a
2L
cy/1—0v2/c2

Comparando com a eq.(18.2), podemos escrever

Ath, = (18.13)

ATh
V1—v2/c2

Este resultado indica que, na relatividade, os intervalos de tempo marcados pelos relégios
nao sao mais absolutos. Maria observa que o seu préprio relégio e o de Joao funcionam
de modos diferentes, apesar de eles serem idénticos quando colocados lado a lado, num
mesmo referencial. Essa diferenca de funcionamento se deve ao movimento relativo entre
os dois relogios. Assim, no contexto da relatividade, a “velocidade” com que o relégio
funciona depende do referencial, nao sendo mais a mesma para todos os observadores.

Ath, = (18.14)

e interpretacao dos resultados

O resultado contido na eq.(18.10) mostra que, no contexto da mecéanica newtoniana,
os intervalos de tempo marcados pelo mesmo relégio branco, percebidos por Maria e por
Joao, sao iguais. Isso decorre diretamente da regra classica de adigcao de velocidade,
mostrada na figura 18.5a.

J& a eq.(18.14) representa a versao relativistica do mesmo problema. Nao é demais
enfatizar que os intervalos At%, e Atb referem-se ao funcionamento de um 4inico reldgio,
o branco, quando observados por Maria e por Joao. Eles diferem entre si pelo fator
v=1/4/1—12v%/c2. Na relatividade a velocidade relativa v entre dois referenciais deve ser
sempre menor que c e, conseqientemente,

2
v
0§§<1:>721. (18.15)

Assim 7, que representa um fator de escala, é sempre maior ou igual a 1 e, por isso, At},
sera sempre maior ou igual a A7, Em outras palavras, Jodo, para quem o relégio branco
estd parado, mede um intervalo de tempo A4 entre dois TACs sucessivos; qualquer outro
observador, em relacao ao qual esse relogio esteja em movimento com velocidade v, medira
um intervalo dado por v A7} entre os mesmos dois TACs sucessivos do relégio branco,
que sera sempre maior do que A7;. Por isso, quem carrega o relégio observa sempre o
menor intervalo de tempo possivel entre dois TACs sucessivos deste reldgio.
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Por exemplo, se a velocidade relativa entre Joao e Maria for v = \/§c/ 2, teremos v = 2
e, portanto, At, = 2A7Y. Maria “ouviria”:

TIC TAC TIC TAC TIC TAC TIC ..., nos relégios pretos e

TIC TAC TIC TAC ..., no relégio branco.

Isso indica que o periodo do relégio branco, quando observado por Maria, é duas ve-
zes maior que o periodo dos relégios pretos que ela possui. Todos os ritmos da vida de
Joao sao coerentes com os periodos do seu relégio: as batidas do seu coracao, a jornada
de trabalho, a quantidade de sono, a duracao de uma mdusica... Por isso, quando Maria
observa o relégio branco andar duas vezes mais devagar que o seu, ela também observa
o mesmo acontecer com todos os ritmos de Jodo. Em outras palavras, Maria observa
tudo acontecer mais devagar no referencial de Joao do que no seu préprio referencial. E
isso que queremos dizer quando falamos que o tempo de Joao manifesta-se dilatado no
referencial de Maria. Este tipo de comportamento dos reldgios pode, a primeira vista,
parecer estranho, ja que viola a nossa intuicao quotidiana, educada na tradigao newto-
niana, na qual a passagem do tempo parece independer do observador. Convém lem-
brar, entretanto, que essa intuicao é baseada na nossa vivéncia em um mundo onde as
velocidades relativas sao pequenas, quando comparadas a da luz. Por exemplo, a velo-
cidade de um jato comercial é cerca de 1.000 km/h, o que corresponde a pouco menos
de 300 m/s. Usando esse dado na equacao (18.13), juntamente com ¢ = 3 x 10® m/s,
obtemos v = 1,000 000 000 000 5.

Um aspecto muito importante do fenomeno discutido aqui, que envolve a dilatagao dos
ritmos dos relégios, é que ele é real! E algo que acontece mesmo, e nao corresponde a uma
ilusao ou uma falha dos sentidos. Ele pode ser comprovado por meio de experimentos,
como veremos adiante.

e relatividade e bagunca

Quando iniciamos o estudo da relatividade, é comum que tenhamos muitas dividas, em
geral acompanhadas por uma sensacao de inseguranca. A relatividade parece virar tudo
de pernas para o ar. Se isto estiver acontecendo om vocé, nao se preocupe, é normal. Para
melhorar um pouco este tipo de sensacao desagradavel, convém lembrar que a relatividade
¢ uma teoria que trata do comportamento do mundo fisico quando ocorrem mudancas de
referencial. Por isso, tudo o que vocé conhece e aprendeu sobre a natureza, na escola e nas
suas experiencias didrias, continua valendo quando vocé permanece num unico referencial.
A dilatagao do tempo e todos os demais efeitos discutidos em seguir, acontecem quando
pessoas em referenciais diferentes comparam as suas observagoes.

No caso particular do exemplo discutido anteriormente, é impossivel que Joao sinta o
seu proprio tempo passar mais devagar, s6 porque Maria passa correndo em frente a ele!
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Joao nao se sente em movimento. Para ele, quem se move é Maria. Pense em vocé mesmo:
¢ possivel que o seu relégio comece a andar mais devagar sé porque um aviao passou no
céu, sobre a sua cabeca? Evidentemente, isto nao faz qualquer sentido.

e a simetria da dilatacao

No exemplo apresentado anteriormente, mostramos que os intervalos de tempo do
relogio branco, carregado por Joao, aparecem dilatados para Maria. Sera que isso significa
que os intervalos de tempo do relégio de Maria vao aparecer contraidos para Joao? A
resposta é nao! Para compreender isto, discutimos a situagao inversa, ou seja, como Joao
vé um relogio preto, estaciondrio em relacao a Maria. Dizer que Joao se move para a
direita em relacao a Maria é equivalente a dizer que Maria as move com velocidade —w,
para a esquerda, em relacao a Joao, como indica a figura 18.6.

< . &
TAC ‘—Llfill Tac I

!
le VAt =
Figura 18.6: O relégio preto de Maria, visto por Joao.

Neste caso, a distancia d', que a luz no interior do relégio preto estaciondrio em relagao
a de Maria tem de percorrer, no referencial de Joao, vale

A2
& = 2\/L2 + (U : J) (18.16)

¢ o intervalo de tempo At = d/c é dado por

2L _ ATY,
e/ 1= (2/ct) /1 (v?/c?)

e At > Aty Ou seja, resultado é o mesmo que o dado na eq.(18.14), com M «— J e
b<+— p.

Ath = = ATY,, (18.17)

Juntando esta conclusdo com a expressa pela eq.(18.14), podemos afirmar que Maria
percebe os intervalos de tempo do relégio branco dilatados e Joao percebe os intervalos
de tempo do relégio preto dilatados. Como é que isso é possivel? Para entender melhor a
solucao deste aparente paradoxo, é preciso esperar um pouco, até que voce adquira mais
experiéncia em problemas de relatividade. No momento, tudo o que podemos fazer é
notar que deve haver algum tipo de simetria entre as observacoes feitas por Joao e Maria.
Afinal de contas, o primeiro principio da relatividade precisa ser satisfeito!
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Por outro lado, deve também haver algum tipo de assimetria entre as observacoe de
Joao e Maria nos dois exemplos apresentados. Uma sugestao sobre a origem desta assi-
metia pode ser encontrada na notagdo que empregamos. Nas eqs.(18.14) e (18.17), At e
At representam coisas diferentes. Qual o significado de cada um desses intevralos? Esta
é uma questao dificil e sutil, mas é importante que voceé deixe isto bem claro antes de
prosseguir.

e exercicios

1. Voceé estd estudando numa sala de aulas. A sala é um refencial ou est4 num referencial?
O que é um refencial? Onde ele esta “preso”?

2. Supondo que dois observadores, em referenciais inerciais diferentes, com velocidade
relativa muito alta (mas menor do que ¢), possam se comunicar por meio de telefone,
fax, ondas de radio, e-mail, televisao, cartas enviadas pelo correio, etc, tente imaginar um
experimento que permita comprovar a dilatacao do tempo prevista pela relatividade.

3. Qual deve ser a velocidade de Joao relativamente a Maria, para que ela observe que
relogio de Joao ande 10 vezes mais devagar do que o seu préprio? E 100 vezes? E 1.000
vezes?

4. Joao possui um relégio de luz em que esta se move verticalmente, como na figura
18.4a. Ele se desloca para a direita em relagdo a Maria, com uma velocidade v = 3¢/5,
carregando o seu relogio. Qual o valor da componente vertical da velocidade da luz em

relacao a Maria, nos contextos da mecanica classica e da relatividade? Sugestao: estude
a figura 18.5.

e respostas
3. 0.99 c¢; 0.9999 c; 0.999999 c

4. 4c/5.
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Capitulo 19

contracao do espaco
e quebra da simultaneidade

e contracao do espaco

Na aula anterior, ao aplicarmos o segundo principio da relatividade ao caso do relogio de
espelhos paralelos, chegamos a conclusao de que o funcionamento desse relogio é observado
de modos diferentes por pessoas em referenciais com movimentos relativos. A contragao
do espaco é, de certo modo, um resultado complementar a dilatacao dos intervalos de
tempo. Isso acontece porque qualquer velocidade, inclusive a da luz, é sempre a razao
entre uma distancia e um intervalo de tempo. Como, na relatividade, a velocidade da
luz é constante, se as caracteristicas do tempo dependem do referencial, o mesmo deve
acontecer com as do espaco.

e a simetria das velocidades relativas

Para perceber a complementaridade da dilatacao dos intervalos de tempo e da contracao
das distancias consideremos, por exemplo, o deslocamento de Joao relativamente a Maria
com velocidade v. Para medir esta velocidade, Joao combina com Maria que ela deve
fixar, no seu referencial, uma régua de comprimento A, paralela a velocidade relativa.
Ambos se comprometem a medir os intervalos de tempo entre as passagens de Joao pelas
duas extremidades da régua e, a partir desses dados, calcular a velocidade do outro.

No referencial de Maria, Ay, é o comprimento proprio da régua, ja que af ela esta em
repouso. Na relatividade, uma distancia entre dois pontos é chamada de prépria quando
estes dois pontos e o observador estao todos em repouso em um tinico referencial. Por isso,
o comprimento proprio de uma régua é o seu comprimento medido por um observador em
repouso em relacao a ela. Em geral, representamos distancias e comprimentos préprios
por letras gregas.

187
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Figura 19.1: As medigoes da velocidade nos referenciais de Maria (esquerda) e de Joao
(direita).

TEMPO

Na figura 19.1, mostramos, do lado esquerdo, a medicao da velocidade de Joao, feita
no referencial de Maria. Esta velocidade é dada por

Am

vy = Aty (19.1)

onde Ay é o comprimento da régua de Maria e Aty; € o intervalo de tempo decorrido
entre as passagens de Joao pelos seus dois extremos, medido por Maria.

No referencial de Joao, temos a situacao descrita do lado direito da figura 19.1, e a
medida da velocidade é dada por

ly

= 19.2
ol (192)

Uy
onde £; é o comprimento da régua visto por ele e A7ty é o intervalo de tempo decorrido
entre as passagens dos dois extremos da régua por ele. Como Joao utiliza um tunico
relogio, em repouso em relagao a ele, esse ¢ um intervalo de tempo préprio.

A simetria entre os dois referenciais, implicita no primeiro principio da relatividade,
nos diz que o moédulo da velocidade de Joao em relagao a Maria deve ser igual ao da
velocidade de Maria em relacao a Joao. Ou seja, vy = vy, 0 que nos permite escrever

A ly

_— = ]. .
AtM ATJ ( ) 3)
A relagao entre Aty and A7y foi obtida na aula 18 e é dada pela eq. (18.14):
A
Aty = 77 (19.4)

V1—v2/c2
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Assim, concluimos que

gJ:\/l—UZ/CZ /\M (195)

Como o fator em frente a Ay, é menor que 1, o comprimento da régua, que esta em repouso
em relagao a Maria, é visto por Joao como contraido, ja que £; < \p;. Na relatividade,
tanto os intervalos de tempo como os de espaco deixam de ser absolutos.

A complementaridade entre dilatacao do tempo e contragao do espaco manifesta-se,
neste exemplo, pelo fato de Maria observar o relégio de Joao funcionar mais lentamente
que o seu, enquanto que Joao observa que a régua de Maria fica contraida. Do ponto de
vista matematico isso estd expresso na eq.(19.3), que envolve uma grandeza prépria para
cada observador: Aj; no lado esquerdo e A7y no lado direito. Para compreender porque
isso ocorre, analise com cuidado a figura 19.1.

e a contracao do espago e o segundo principio

Para estudar a relagao entre a constancia da velocidade da luz e a contracao das
distancias, tomamos o mesmo tipo de relégio da aula anterior, com o mesmo mecanismo
de contagem. Agora, supomos que Joao, ao passar por Maria, carregue dois reldgios
brancos idénticos, um deles com espelhos horizontais e o outro, com espelhos verticais,
indicados pelos rotulos bh e bv, respectivamente. No referencial de Joao, os dois relégios
estao em repouso, como mostra a figura 19.2 e, por serem idénticos, os seus TICs e TACs
coincidem. Ou sejam, eles medem intervalos de tempo préprio, que sao idénticos entre si

2L
AT = AT = - (19.6)
L 0€%°
3 =

4
}I?I

Figura 19.2: Os dois relogios de Joao, em dois instantes diferentes.

O caso do reldgio de espelhos horizontais foi estudado na aula anterior, onde vimos que
o intervalo de tempo decorrido entre dois TACs sucessivos no relégio de Joao, medido por
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Maria, é dado por
bA 2L Arbh
Atth — = ) (19.7)
V1=v2/c2 /1 —v?2/c2

Caso Maria tivesse observado o relégio de espelhos verticais ou mesmo uma ampulheta
no referencial de Joao, ela teria obtido exatamente o mesmo resultado. O que importa
é a relagao entre os periodos nos dois referenciais e nao, os instrumentos usados para
medi-los.

Depois dessas consideragoes, repetimos os calculos do exemplo da aula anterior para o
relogio de espelhos verticais, primeiro no contexto da mecanica cléassica e, depois, no da
relatividade. Entretanto, o que buscamos agora nao ¢ mais a relacao entre os intervalos
de tempo A% e Aty nos dois referenciais, que supomos conhecida, mas sim, a relacio
entre as distancias entre os espelhos nos dois referenciais.

[o=]
3

e [o9]

<
Y
2un [o7] £
A
Lt .

Figura 19.3: O relégio de Joao visto por Maria, em trés instantes diferentes.

Consideramos, agora, o caso em que Joao, carregando o relégio branco de espelhos
verticais, passa por Maria com velocidade v, para a direita, mostrado na figura 19.3.
Qual é, para ela, o intervalo de tempo entre dois TACs sucessivos desse relégio?

Inicialmente, respondemos esta questao no contexto da mecanica cléssica. Para tanto,
dividimos o intervalo AT}, entre dois TACs sucessivos, em duas partes: o intervalo entre
o primeiro TAC e o TIC, que chamamos de AT);, e entre o TIC e o segundo TAC,
representado por ATy,. Chamando de Ly, a distancia entre os dois espelhos verticais no
referencial de Maria, notamos que, no intervalo de tempo ATy, a luz tem de percorrer
uma distancia maior do que Lj,; ja que, enquanto ela anda, o espelho da direita também
o faz, “fugindo” do pulso luminoso. Na mecanica classica, a velocidade deste pulso de luz
em relacao a Maria é dada por C;; = ¢+ v, 0 que nos permite escrever

bv L?\Z +v Air’]l\)}[)l
ATy, = e , (19.8)
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de onde obtemos

va

(19.9)

Durante o intervalo de tempo AT}, entre o TIC e o segundo TAC, o pulso de luz vai de
encontro ao espelho da esquerda e, em relagao a Maria, a sua velocidade seria Cyo = c—v.
Portanto, no contexto da mecanica cassica, temos

va - ATbU
AT, = ZM YV M2 (19.10)

c—v
0 que corresponde a

bu
art — B (19.11)
M2 c :

O intervalo entre dois TACs sucessivos é, entao,

2Ll

ATY = AT + ATE, = (19.12)

Para interpretar este resultado, lembramos que, na secao anterior, “mostramos” que
os intervalos de tempo na mecanica classica sao absolutos, o que nos permite escrever
ATY = A7%. Comparando as eqs. (19.6) e (19.12), concluimos que L% = L. Ou seja,
usando a idéia que o tempo “classico” é absoluto, concluimos que as distancias entre os
espelhos também o sao!

Repetimos, a seguir, este calculo no contexto da relatividade, onde também consi-
deramos dois intervalos de tempo, At%y, e Atyy,. O intervalo relativistico Aty, entre
o primeiro TAC e o TIC é calculado do mesmo modo que o intervalo classico. Entre-
tanto, agora, o modulo da velocidade da luz em relacao a Maria também ¢é ¢, e nao mais
Chn = ¢+ v. Assim, o andlogo relativistico da eq. (19.8) é:

v Aty

Aty = B (19.13)

e, portanto,
Ebv
Aty = M (19.14)

cC—v

J& o intervalo At s, entre o TIC e o segundo TAC, é dado por

gbv Atbv
Athy, = MY (19.15)
C

que corresponde a
bu
Crr

Athy, =
M2 c+v

(19.16)
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No contexto da relatividade, portanto, o intervalo entre dois TACs sucessivos é dado por

ot

At = At + AR, = —— M
M1 T Bl (1= 02/

(19.17)
Para interpretar esse resultado, € preciso invocar a idéia de que a relacao entre os intervalos
de tempo observados por Joao e Maria nao podem depender da orientacao dos relégios
envolvidos. No presente caso, isso equivale a dizer que os intervalos de tempo observados
nos dois relégios brancos, bh e bv, devem ser idénticos também no referencial de Maria. A

relacao entre as observagoes do relégio de placas horizontais foi obtida na aula anterior,
eq. (18.13), e dada por

2L

bh _
AP = T (19.18)
Impondo que Aty = AtY, concluimos que
= /1—v2/c L. (19.19)

O fato de a raiz ser menor que 1 para v # 0 significa que a distancia entre os dois espelhos,
vista por Maria, é menor do que a distancia prépria A%’ = L, vista por Joao: ¢4, < \%.
Este resultado indica que a distancia entre os espelhos se contraiu para o observador que
vé o relégio em movimento.

Na obtencao destes resultados supusemos, tacitamente, que a contracao do espago
somente ocorre na direcao paralela a velocidade relativa; nas direcoes transversais, nada
acontece. Este aspecto da relatividade sera mais bem discutido nas aulas seguintes.

e a realidade da dilatacao do tempo e da contracao do espaco

Ao estudar relatividade, podemos ser tentados a pensar que os efeitos de dilatagao do
tempo e contragao do espaco correspondem a impressoes falsas, ou a enganos dos sentidos.
Isso, entretanto, nao é verdade, ja que esses efeitos ocorrem realmente e podem, em muitos
casos, ser comprovados experimentalmente. Em 1911, Einstein afirmou:! “A questdo se a
contracao de Lorentz existe ou ndo, € confusa. Fla “realmente” nao existe, na medida
que nao eziste para um observador que se move [com a barra/; ela “realmente” existe,
entretanto, no sentido em que pode, em principio, ser demonstrada por um observador
em repouso”.

Ou seja, um observador em repouso em relacao a uma régua nao pode perceber a sua
contracao, mas alguém que observa a régua em movimento, pode. Por exemplo, para
documentar a contragao do espaco, poderiamos pensar em fotografias. Tirar uma foto de
um objeto que se move com velocidade muito alta nao é trivial, pois ocorrem distorgoes
devidas ao tempo de propagacao da luz até a camara. Apesar disto, neste curso vamos
supor que estas distor¢oes possam ser minimizadas por meio de um sistema eletronico de

1Citado em A. Pais, op.cit., p144.
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reconstrucao de imagens, ou por meio de camaras, nas quais o registro das imagens é feito
por meio de feixes contendo um nimero muito grande de fibras épticas, colocadas muito
proximas do objeto a ser registrado.

(a) (b)

Figura 19.4: As duas fotos de Joao: a) tirada por ele mesmo; b) tirada por Maria.

Se colocassemos, lado a lado, um auto retrato de Joao e a foto tirada dele por Maria,
com uma camara em que as distorcoes houvessem sido corrigidas, e se a velocidade relativa
fosse v = 3¢/5, terfamos a situacao mostrada na figura 19.4. Fotos s@o coisas concretas
e palpaveis que poderiam, em principio, registrar a contragao do espago, indicando que
ela é real. Se, por outro lado, fosse Joao quem tirasse a foto de Maria, ela apareceria
contraida na dire¢ao do movimento, como na figura 19.5. O efeito da contracao do espaco
também é simétrico.

(b)

Figura 19.5: As duas fotos de Maria: a) tirada por Joao; b) tirada por ela mesma.

Este tipo de situacao ilustra bem os efeitos da relatividade, mas nao é viavel na pratica,
pois nao existem condigcoes tecnologicas para que pessoas se movam com velocidades
relativas iguais a v = 3¢/5. Em geral, é muito dificil dotar corpos macroscépicos de
velocidades relativas muito altas, pois as energias necessarias ao processo de aceleragao sao
muito grandes. Ja no caso de particulas microscopicas, por outro lado, isso é relativamente
facil.
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e simultaneidade

Nesta aula e na anterior, vimos que os intervalos de tempo e de espaco na relatividade
nao sao absolutos e que, tanto a dilatacao do tempo como a contragao do espago, sao
efeitos reais, posto que mensuraveis. Como discutiremos a seguir, no contexto desta
teoria, a nocao classica de simultaneidade entre eventos é também alterada, passando a
depender do observador.

Para mostrar como isso ocorre, comparamos os comportamentos de dois relégios bran-
cos, em repouso no referencial de Joao, com espelhos verticais e horizontais. Joao, que
segura os dois, “ouve” ambos fazerem o TIC e o TAC simultaneamente, ja que eles estao
em repouso no seu referencial e, por isso, marcam o tempo da mesma maneira, como
sugere a figura 19.6.

Figura 19.6: Os reldgios de Joao no referencial dele mesmo.

O problema, agora, consiste em saber como Maria “ouve” os TICs e TACs dos dois
relogios brancos. No caso do relégio de espelhos horizontais, os calculos feitos anteri-
ormente permitem-nos concluir que o intervalo At} entre o TIC e o TAC é igual ao
intervalo At%%, entre o TAC e o TIC, sendo ambos dados por

L
/1T =02/

No relégio de espelhos wverticais, por outro lado, isso nao acontece. Segundo as egs.
(19.14),(19.16) e (19.19), temos

Ath = A, = (19.20)

oy L /1 —v2/c?
Ay, =M _Z V- T 19.21
M1 c— v c c— v ) ( )

bv 1 —02/c2
A = G L yLZe/e (19.22)

c+v c c+v

Deste modo os trés intervalos de tempo, Aty = At4:, A%y, e AthY, sao todos dife-
rentes entre si. Para Maria, os TACs dos dois relogios de Joao sao simultaneos, mas isso
nao acontece com os TICs, como ilustra a figura 19.7.

Se o intervalo entre um TIC-TAC dos relégios brancos no referencial de Joao fosse de
1 segundo, e a velocidade relativa fosse 3/5¢, teriamos os resultados mostrados na tabela
abaixo.
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Figura 19.7: Os relégios de Joao no referencial de Maria.

’ ‘ referencial H TAC-TIC ‘ TIC-TAC H TAC-TAC ‘

relogio de JOAO 1,00s 1,008 2,00s
espelhos

horizontais | MARIA 1,25s 1,258 2,50s
relogio de JOAO 1,00s 1,008 2,00s
espelhos
verticais MARIA 2,00s 0,50s 2,50s

e mais simultaneidade

A relatividade, ao mudar os conceitos de espaco e tempo, muda também o de simul-
taneidade. No dicionario, encontramos que dois eventos sao ditos simultaneos quando
ocorrem ao mesmo tempo. Na relatividade, esta definicao de simultaneidade nao é sufici-
entemente clara, e é preciso amplid-la. Neste novo contexto, é preciso perguntar também:
em qual referencial?

Suponhamos que, no referencial de Maria, ocorram dois eventos quaisquer, A e B,
em posicoes diferentes, Py e Pg. Por exemplo, o evento A pode ser o piscar de um
olho e o evento B, a batida de um martelo contra um prego. Suponhamos, ainda, que
Maria esteja num ponto P, equidistante dos pontos P4 e Pg, e que ela possa ver os
dois eventos. Na relatividade, os eventos A e B sao considerados simultaneos se Maria
os ve ao mesmo tempo. De modo mais geral, na relatividade, dizemos que dois eventos
sao simultaneos em um referencial quando as luzes por eles emitidas chegam juntas a
um ponto equidistante deles. No caso do exemplo, Maria esta equidistante do olho que
pisca e do prego que recebe a martelada. Sabendo disso, ela pode concluir que se ela vé
as informacgoes luminosas provenientes desses dois eventos ao mesmo tempo, entao eles
de fato ocorrem ao mesmo tempo. Neste caso, os eventos A e B sao simultaneos no
referencial de Maria. Para completar esta discussao, convém lembrar que os eventos A e
B sao simultaneos entre si, mas ambos antereiores a percepcao de Maria.

Onde falhou a definicao de simultaneidade do dicionario nao-relativistico? Na relativi-
dade a definicao de simultaneidade envolve tanto o tempo como o espaco, enquanto que a
do dicionario envolve apenas o tempo e incorpora, tacitamente, a nogao classica de tempo
absoluto.
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e a nocao de simultaneidade é relativa

({{ o DT?T)@ o TD DO)L,

3\ T4

Figura 19.8: Maria e os dois flashes, no referencial da estacao.

Na relatividade, dois eventos simultaneos num referencial podem nao o ser num outro
referencial. Esta nova nogao de simultaneidade parece bastante estranha, a primeira vista,
pois é diferente da nossa experiéncia diaria. Para ganhar um pouco de familiaridade com
ela, consideremos a situagao mostrada na figura 19.8. Maria esta parada numa estagao de
trem, a noite, com todas as luzes desligadas. Na plataforma existem, de cada um dos seus
lados, dois flashes, ambos a distancia L dela. A esses flashes estao ligados fios de mesmo
comprimento, conectados a um interruptor tnico, de modo que eles podem ser acionados
por Maria ao mesmo tempo. FKEste arranjo permite que sejam iluminadas pessoas que
viajam num trem, que passa pela plataforma com velocidade v. Nesta discussao, vamos
supor que os flashes estejam tao proximos das pessoas do trem, de modo que elas sejam
iluminadas no mesmo instante em que sao acionados. Essa hipétese nao influencia em
nada as conclusoes principais a serem obtidas, mas simplifica muito a discussao.

r?‘T;

Figura 19.9: Eventos no referencial de Maria.

Quado Maria aciona o interruptor, os dois flashes iluminam duas pessoas no trem.
Ana é iluminada pelo flash da esquerda e Zé, pelo da direita, como mostra a figura
19.9a. Quando os flashes sao acionados, cada um deles emite uma frente de onda, que
se propaga esfericamente, com velocidade c¢. Assim, no referencial da estacao, apds o
intervalo de tempo Aty = L/c, temos a situagao mostrada na figura 19.9b e Maria vé,
simultaneamente, Ana e Zé. Para ela, as iluminacoes de Ana e Zé sao simultaneas por
construcao, pois ela recebe, ao mesmo tempo, os pulsos provenientes dos dois flashes, que
ela sabe estarem equidistantes dela.

No contexto da relatividade, Ana e Zé nao podem ter sido iluminados simultaneamente
no referencial de Joao, que viaja no trem e, estd equidistante de Ana e Zé. Como o trem
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se move a medida que as ondas luminosas se propagam, as duas frentes de onda levam
tempos diferentes para chegar até ele. Assim, por exemplo, na situacao ilustrada na figura
19.9b, a frente de onda que iluminou Zé ja passou por Joao, mas isso ainda nao aconteceu
com a frente de onda que iluminou Ana. Por isso, Joao ja viu Zé, mas ainda nao viu Ana.

Na relatividade, as velocidades das luzes emitidas pelos dois flashes sao as mesmas,
iguais a ¢, tanto no referencial de Maria como no de Joao. Por isso, a diferenca de tempo
entre as chegadas das imagens de Zé e Ana até Joao constitui, para ele, uma clara indicagao
que as duas pessoas foram iluminadas em instantes diferentes. Como Joao recebe primeiro
a luz proveniente de Zé, no referencial do trem, este foi, de fato, iluminado antes do que

Ana.
e exercicios
1. O fator v = 1/4/1 —v?/c? regula a dilatacao do tempo e a contragao do espago.

Para ter uma idéia das ordens de grandeza envolvidas, complete a tabela abaixo, usando
c~ 3 x10® m/s:

| v /e |y
Im/s
1km/h
100 km/h
0,01
0.1
0,5
2
)
10
100

2. Os funcionérios de uma estacao medem os comprimentos da plataforma e de um trem
que passa com velocidade v, para a direita e obtém, em ambos os casos, o valor L.

a) Desenhe a “visao do trem” e a “visao da plataforma” do problema.

b) Determine os valores dos comprimentos do trem e da plataforma medidos pelos pas-
sageiros do trem.

3. Ana possui um relégio de espelhos verticais e ela se move para a esquerda, em relagao
a Pedro. Desenhe, em escala, o TIC-TAC do relégio de Ana quando “ouvido” por ela
mesma e por Pedro, no caso v = V/3 ¢/2. O que mudaria se Ana invertesse o sentido da
sua velocidade relativamente a Pedro?
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4. Um trem se move com velocidade v, para a direita, relativamente a plataforma de uma
estacao. Um sinal luminoso, emitido no centro do trem, ilumina simultaneamente as suas
duas extremidades. O que observam os funcionarios da estagao?

e respostas

2. b) L/\/1—=v2/c2 e Ly/1—0v2/c?

4. A extremidade traseira do trem é iluminada antes da extremidade dianteira.



Capitulo 20

transformacoes de Lorentz

e eventos

A apresentagao da relatividade feita até aqui explorou a constancia da velocidade da
luz e teve o intuito de desenvolver uma intuicao sobre o assunto, motivando a construcao
de significados novos para velhas palavras, tais como tempo e espago. Nesta aula e nas
seguintes, passamos a estudar uma abordagem mais poderosa para atacar problemas de
cinematica relativistica, baseada nas transformacoes de Lorentz.

As transformagoes de Lorentz relacionam eventos em referenciais diferentes. Por isso,
¢ conveniente discutirmos um pouco o significado da palavra evento. Este conceito tem
importancia fundamental na relatividade e corresponde a algo que realmente acontece,
num ponto do espaco e do tempo. A realidade de um evento estd associada ao fato
de que, em principio, ele pode ser observado e registrado. Por isso, dois observadores,
em referenciais diferentes nao podem discordar quando & ocorréncia desse evento. Por
exemplo, vocé encosta a caneta no papel e coloca um pingo num i. Dai em diante, o pingo
estd 14 e nenhuma mudanca de referencial pode fazer com que ele desapareca. A colocacdo
do pingo é um evento, pois é algo que ocorre no espaco e no tempo. Note que o préprio
pingo nao € um evento!

Na linguagem cotidiana, podemos usar a palavra evento para descrever um show de
musica, um jogo de futebol, um encontro entre cientistas ou o choque de um carro contra
uma arvore. Na fisica, por outro lado, um evento é um acontecimento que ocorre em
um unico ponto do espago e em um unico instante bem definido. Por isso, na fisica,
qualquer um dos exemplos citados corresponde a um conjunto de eventos, pois envolve
varios acontecimentos, que ocorrem em muitos pontos do espaco e em muitos instantes
diferentes.

Na relatividade, um evento é algo real, passivel de comprovacao experimental e, por
isso, dois observadores em referenciais diferentes nao podem discordar da sua ocorréncia.

199
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Eles podem, entretanto, discordar quanto a descricao feita desta ocorréncia. O evento
independe do referencial, mas a descricao depende. E por isso que precisamos ter muito
cuidado para nao confundir um evento com a sua descrigao.

Na teoria da relatividade, a descricao de um evento requer sempre quatro coordenadas,
trés espaciais e uma temporal. Este aspecto do problema foi enfatizado por Minkowski,
em um trabalhol! publicado em 1908, onde ele afirma: “Os objetos da nossa percep¢io
incluem invarialvelmente lugares e tempos em combinacao. Ninguém jamais percebeu um
lugar a nao ser em um tempo, ou um tempo a nao ser em um lugar. Mas eu ainda respeito
o dogma que tanto espagco como tempo tém significados independentes.”

A ocorréncia de um evento nao depende do referencial no qual o observador se encon-
tra. A descricao desse evento, por outro lado, depende do referencial. As observagoes

incorporam, necessariamente, uma espécie de perspectiva, envolvendo espaco e tempo.

e perspectivas

o b

]

Figura 20.1: Maria e Joao olham a mesma casa.

Existe uma analogia entre a percepcao de eventos na relatividade e o que acontece
quando olhamos um objeto qualquer. Tomemos, por exemplo, uma casa. Maria, de
pé em frente a ela, vé o que mostra o lado esquerdo da figura 20.1. Joao, entretanto,
em outra posi¢ao, vé o que mostra o lado direito da figura 20.1. Maria e Joao véem
a mesma casa, mas as suas visoes sao diferentes. A casa faz, aqui, o papel de evento, a
entidade que unifica as duas visdes. As visoes de Maria e Joao sao observacoes particulares
que, claramente, dependem da posicao de cada pessoa em relacao a casa. Por isso, as
descricoes baseadas nessas observagoes podem mudar, se o observador mudar de posicao.
Analogamente, na relatividade, as observacoes de um mesmo evento sao dependentes dos
referenciais. E interessante notar, também, que é impossivel para um observador qualquer
ver diretamente a casa como um todo. O maximo que ele consegue é ver, separadamente,
as varias facetas da casa e reconstrui-la em sua mente. Exatamente o mesmo ocorre com
um evento, na relatividade.

A teoria da Relatividade incorpora a idéia de que cada observador, em cada referencial,
descreve um mesmo evento de forma diferente. Como o evento é o mesmo, estas diferentes
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descricoes guardam relagoes bem definidas, umas com as outras. Assim, se Maria, no
referencial Sy, souber como descrever o evento E e souber, também, como o referencial
S, onde esta Joao, se move em relacao a ela, ela pode reconstruir a descricao de Joao
para esse mesmo evento. No exemplo da casa, se Maria quiser saber como Joao vé a casa
e souber onde ele se encontra, ela pode simplesmente andar até aquele ponto e colocar-
se na posicao de Joao. Alternativamente, se ela dispuser de uma teoria de mudanca de
referencial, ela pode reconstruir a visao de Joao, mesmo sem se mover, sem sair do seu
referencial!

Em relatividade, as regras que permitem efetuar esta operacao, ou seja, encontrar as
visoes de outros observadores a partir da nossa, sao as transformacgoes de Lorentz.
Elas relacionam as descricoes, em referenciais com movimento relativo, de um mesmo
evento.

A nocao de perspectiva em situagoes envolvendo o tempo é bem menos facil do que
a aplicada apenas ao espaco tridimensional. Na relatividade, para descrever com clareza
eventos no referencial Sy, de Maria, associamos a ele um sistema de trés eixos e um relégio
como na figura 20.2. Analogamente Joao, no sistema S;, também possui um sistema de
trés eixos e um relégio, como na figura 20.3.

— =

v

o),

Figura 20.2: O referencial de Maria.
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Figura 20.3: O referencial de Joao.

Imaginemos uma situacao em que Maria tenha, em suas maos, um aparelho capaz de
emitir pulsos de luz. No instante em que Joao passa correndo em frente a ela, ela emite
um pulso. Cria-se, entao, uma frente de onda esférica que se propaga, de acordo com o
segundo principio da relatividade, com velocidade ¢ em qualquer referencial.
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O piscar da luz é um evento, que chamaremos de P, que ocorre no instante em que as
origens de Sy; e S; coincidem. Por esse motivo, adotamos o piscar da luz como origem
espago-temporal para os dois referenciais. Este evento é descrito do seguinte modo, por
Maria e Joao:

evento P Sz (@ by, 24 th ) = (0,0,0;0) (20.1)
Sy+ (2, yy, 255t5) = (0,0,00) (20.2)

A medida que o tempo passa, em cada um dos referenciais, a luz emitida fica distribuida
sobre uma esfera, cujo raio cresce com a velocidade da luz, como mostra a figura 20.4. E
importante notar que, no referencial Sy;, ¢ Maria que esta no centro da esfera enquanto
que, em Sy, é Joao que se encontra nessa posicao. Essa situacao viola bastante a nossa
intuicao classica, ja que parece corresponder a uma esfera com dois centros! Podemos nos
perguntar se seria possivel unificar os dois desenhos em um sé, representando simultanea-
mente as duas visoes. A resposta é nao!!! Tentar fazer isso corresponde a pretensao a uma
visao do problema que independe de referenciais particulares, superior e mais poderosa
do que as permitidas aos humanos. Seria equivalente, no exemplo da casa, a tentar fazer
um desenho mostrando todas as suas faces de uma sé vez.

\ }
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Figura 20.4: A evolugao do pulso luminoso nos dois referenciais.

Os seres humanos e os aparelhos empregados em medigoes estao sempre ligados a
referenciais. Por isso, na teoria da relatividade, observagoes de processos envolvendo
espaco e tempo somente podem ser feitas a partir de referenciais especificos. Os nossos
sentidos, mesmo estendidos por instrumentos, sao prisioneiros dos referenciais. Por isso,
os problemas colocados pelas figuras 20.1 e 20.4 sao muitos semelhantes. Em ambos os
casos, os desenhos envolvem perspectivas, mas nao hé, nenhuma incompatibilidade entre
as visoes de Maria e Joao.

O lado esquerdo da figura 20.4 indica que Maria observa, depois do instante inicial, uma
frente de onda esférica que se propaga. Um ponto genérico dessa frente é caracterizado



203

por quatro coordenadas, (s, Ynr, 2ar;tar), que satisfazem a equagdo de uma esfera, de
raio proporcional a velocidade da luz. Assim

vy 4y s =8, > v ya e -t =0, (20.3)

No referencial de Joao, por outro lado, as coordenadas da frente de onda séo (x5, ys, zs;ts)
e, como mostra o lado direito da figura 20.4, também satisfazem a equacao de uma esfera

2ty =071 — 2y 25—t =0, (20.4)

Suponhamos, agora, que um grao de poeira seja iluminado pela frente de onda. Chamando
esse segundo evento de F/, as suas descri¢coes nos dois referenciais sao dados por

evento E Sar: (@l 28R (20.5)

Sy (@], y),255t)) (20.6)

Esses conjuntos de coordenadas, que descrevem o mesmo evento E, sao diferentes para
Maria e para Joao e, por isso, incorporam a perspectiva de cada observador.

e transformacoes de Lorentz

Em relatividade, as regras que permitem relacionar as descricoes de um mesmo evento,
em referenciais com movimento relativo, sao as transformacoes de Lorentz.

A obtengao das transformagoes de Lorentz (TL) é baseada numa hipdtese muito geral: a
de que as transformacoes de coordenadas sejam lineares. Ela visa preservar a homogenei-
dade do espaco e a uniformidade do tempo nos dois referenciais. A homogeneidade
do espaco e a uniformidade do tempo correspondem a idéia de que as propriedades de um
sistema fisico nao se alteram quando de um deslocamento de todo o sistema no espaco
ou no tempo. Ou, em outras palavras, que a fisica nao pode depender da escolha das
origens das coordenadas espaciais e temporais. Ou, ainda, intuitivamente, que o espaco
é o “mesmo” em qualquer ponto e em qualquer instante, e que o tempo “passa” com a
mesma “velocidade” em qualquer ponto e em qualquer instante. Por exemplo, se temos
um laboratério com um sistema fisico em Sao Paulo, nada muda se ele for transportado
para o Rio de Janeiro ou se fizermos experimentos no ano que vem, ao invés de hoje.

Em uma transformacao linear, as novas coordenadas sao combinacoes lineares das
antigas. Um exemplo de transformacao linear seria: xp; = a x;+b t;, com a e b constantes.
Como exemplo de regras de transformagao nao lineares, temos: zy = 2%, zy = AeB 7,
zy = k In(B t;). Transformacdo nao lineares nao mantém a homogeneidade do espago e
a uniformidade do tempo nos dois referenciais.

Neste estudo da relatividade, supomos sempre que os eixos dos sistemas Sy, e S; sejam
paralelos e que a velocidade relativa entre os dois seja paralela aos eixos y, como mostram
as figuras 20.2 e 20.3. Essa escolha permite uma grande simplificacao nas contas, sem
nenhuma perda de contetdo.



204 CAPITULO 20. TRANSFORMACOES DE LORENTZ

A hipotese de linearidade das transformacoes corresponde a escrever as coordenadas
do evento no referencial S; em funcao das coordenadas em S); como

ty = Lywxa + Layyamr + Loz 2 + Lt tar (20.7)
Yy = Lysxn + Lyyynm + Ly 20 + Ly tar (20.8)
27 = Laggxy+ Loyym + Loz 2v + Lt (20.9)
ty = Luwrym+ Liyym + L2z + Lt (20.10)

Nestas expressoes, os coeficientes da transformacgao sao representados por L, sendo que
o primeiro indice corresponde a coordenada em S; e o segundo, a coordenada Sy;. O
problema de determinar as T'L corresponde a obter os valores dos coeficientes L, em
funcao da velocidade relativa v. Este problema tem simetria cilindrica, em torno do eixo
y e, por isso, é conveniente distinguir as coordenadas x e z, transversais a velocidade, da
coordenada y, que € paralela.

O sistema determinado pelas eqs. (20.7-20.10) envolve 16 incdégnitas, que podem ser
determinadas por meio de um conjunto de eventos particulares.

Evento E;: Maria observa a posi¢ao da origem de S;, em um instante t,; qualquer.
evento E; Sar s (0,vtar, 0;5tay) (20.11)
SJ : (0,0,0;tj) (2012)

Substituindo (20.12) no lado direito das eqs.(20.7-20.10) igualando o lado esquerdo a
(20.12), temos

0 (Luyv + Lag) tar (20.13)
0 = (Lyyv+ Ly)tu, (20.14)
0 = (Lyv+ La)tu, (20.15)
ty = (Lyv+Ly)ty. (20.16)

Evento F,: Maria observa a extremidade superior de uma régua de comprimento a, fixa
no referencial S; e paralela ao eixo z, como mostra o lado esquerdo da figura 20.5.

evento E, Sy : (0, vtnr, a;ta) (20.17)
SJ : (0,0,CL; tJ) (2018)

Neste caso, as eqs. (20.7-20.10) fornecem

0 = (Lyyv+Ly)ty+ Lyza, (20.19)
0 = (Lyyv+Ly)ty+Ly.a, (20.20)
a = (Lyv+Ly)tu+L..a, (20.21)
ty = (Lyv+Ly)ty+ Lz a. (20.22)
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Figura 20.5:

Comparando os conjuntos de equagoes (20.19-20.22) com (20.13-20.16), obtemos
Lu. = Ly.=Ly=0, (20.23)
L.. = 1. (20.24)

Evento F5: Maria observa a extremidade de uma régua de comprimento b, horizontal,
fixa no referencial S; e paralela ao eixo x, representada do lado direito da figura 20.5.

evento Ej Syt (b, vt 0;5tay) (20.25)
Sy (b,0,0;t,) (20.26)
Usando as eqs. (20.7-20.10) obtemos

b = Luwb+ (Layv + Lot tar, (20.27)
0 = Lyob+ (Lyyv+ Ly)tu, (20.28)
0 = Lob+ (Layv+ L) tar, (20.29)
ty = Lipyb+ (Lyv+ Ly)tu, (20.30)

e a comparacao com (20.13-20.16) fornece
Lo = 1, (20.31)
Lye = Lu=Liyp=0. (20.32)

Evento Ej: Joao observa a posi¢ao da origem de Sj; em um instante t; qualquer

evento E4 S (0,00, tn) (20.33)
Sy 1 (0, —vty,0,t5) (20.34)
As egs. (20.7-20.10) tornam-se entao
0 = Lyt (20.35)
—vty = Lytu, (20.36)
0 = L.tu, (20.37)
ty = Luty, (20.38)
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e, portanto,

Ly=1L,=0. (20.39)
Usando esses resultados nas egs. (20.13) e (20.15), temos

Loy =1L.,=0. (20.40)

Os resultados obtidos até aqui, expressos pelas eqgs. (20.23), (20.24), (20.31), (20.32),
(20.39) e (20.40), permitem-nos reescrever o sistema (20.7-20.10) como

Ty = Tum, (20.41)
Yo = Lyyym + Ly tar, (20.42)
Z] =AM, (20.43)
ty = Lyym + Lyt . (20.44)

Esses resultados indicam que as coordenadas transversais ao movimento nao se alteram
pela mudanga de referencial e que, das combinagoes gerais de todas as coordenadas,
sobram apenas duas combinagoes lineares, envolvendo yy; e ty;. Das equagoes (20.14),
(20.36) e (20.38) aprendemos que

Ly = —vlL,,, (20.45)
Lyt = — Ltt y (2046)

e, portanto,
Ltt — Lyy . (2047)

Para obter os valores dos coeficientes L,, e Ly, voltamos ao grao de poeira iluminado
pela frente de luz descrita nas figuras 20.4. As coordenadas desse evento nos referenciais
M e J sao dadas pelas eqgs. (20.6) e (20.6) e est@ao vinculadas pelas condigoes (20.3) e
(20.4). Por isso, podemos escrever

(@7)* + ()" + (25)7 = ¢ (t5)" = (ax)” + () + (en)* — & (t5)* . (20.48)
As egs. (20.41) e (20.43) permitem simplificar esse resultado, e temos
() = *(t5)* = (yar)” — (t5)* - (20.49)
Usando as eqs. (20.42), (20.44), (20.45) e (20.46), obtemos
Ly, (s — v thp)* = (Lay Yy — Lyy tar)” = (ynr)* — *(t)? (20.50)
ou, o que é equivalente,
(Lyy — ¢ L2 (War)* = 2 Lyy (v Ly, + ¢ Lyy) yiy thy + Ly, (0° =€) (¢37)?

= (yn1)” — A (ta)* (20.51)
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Impondo que essa igualdade valha como um polinomio em y%; e t¥;, obtemos:

L}, 4+ L, =1, (20.52)
v Ly, + Ly, =0, (20.53)
2 2 2 2
L, (v =)= —c. (20.54)
Estas condicoes nos fornecem
Ly = +-——t (20.55)
v V1—0v2/c2’ '
v
L, = - = Ly, . (20.56)

O ultimo passo consiste em determinar o sinal de L,,. Isso ¢é feito impondo que S; e Sy
coincidam quando v = 0, o que corresponde a escolher o sinal positivo.

Todos estes resultados determinam as transformacoes de Lorentz para Sy, — 5.
Usado a defini¢ao

v = \/%2/02 : (20.57)
obtemos
Ty = Ty, (20.58)
yr = vlym—vium) , (20.59)
2y = 2, (20.60)
ty = ~ (tM - :—2 yM) . (20.61)

Essas equacoes constituem o instrumento que permite que, conhecendo as coordenadas
de um evento em Sj;, possamos encontrar as novas coordenadas que descrevem o mesmo
evento em S;.

e a transformacao inversa

As transformagoes de Lorentz, dadas pelas eqs. (20.58 - 20.61) permitem a passagem
de Sy para S;. O conjunto de equagoes que permite voltar de S; para Sy, corresponde
a transformacao inversa. Existem diversas maneiras de obter esta transformacao. Uma
possibilidade seria refazer todo o procedimento anterior, trocando J por M em todas as
passagens. Uma alternativa, bastante menos trabalhosa, para chegar ao mesmo resultado
consiste em isolar s, yar, zar; tar no lado direito das eqs. (20.58 - 20.61) e expressar essas
variaveis em funcao de x;,yy, z5;t;. No caso de x,; e 2,7, o problema ja esta resolvido,



208 CAPITULO 20. TRANSFORMACOES DE LORENTZ

pois basta escrever

M = 2 - (2063)
Para obter y,,, multiplicamos a eq. (20.61) por v e somamos com a eq. (20.59), obtendo

02
yrtovty =5ym (1_0_2) — ymw =7 (ys+oty) . (20.64)
Analogamente, para obter t,7, multiplicamos a eq. (20.59) por v/c? e somamos com a eq.
(20.61)
2

v v [
tr+ 5y =7"tu <1—§> — v(tﬂrc—?w) (20.65)

Juntando as egs. (20.62 - 20.65), obtemos as transformagoes de Lorentz para ir de S; a
SMi

Ty = Tg, (20.66)

yu = (s tvty), (20.67)
v

by = (tJ +5 yJ) . (20.69)

Observe o resultado a que chegamos: a unica diferenga entre a “ida” de Sy, para S; e a
“volta” de S; para S); estd no sinal da velocidade. De fato, o que determina a passagem
de Sy, para Sy é a velocidade v de Joao, em relacao a Maria; o que determina a passagem
de S; para Sy, é a velocidade —v de Maria, em relacao a Joao. Portanto, um modo
mais simples de encontrar a transformagcao inversa consiste em, simplesmente, substituir
os indices M por J e trocar o sinal de v na transformagao original.

e alguns detalhes

Uma vez obtidas as transformacgoes de Lorentz, fazemos um resumo do caminho per-
corrido. Utilizamos o segundo principio para chegar as eqgs. (20.3) e (20.4), nos apoiamos
na homogeneidade do espago e na uniformidade do tempo para argumentar que as trans-
formacoes deveriam ser lineares e, enfim, consideramos os movimentos de réguas e das
origens de S; e S); para encontrar a forma das transformagoes. Essas hipdteses, em-
bora nao muito simples a primeira vista, sao claras, e a dedugao surge delas sem maiores
tropecos.

As expressoes que representam as transformacgoes de Lorentz, foram obtidas supondo
que os referenciais Sy; e S tivessem uma origem espaco-temporal comum. Nossa dedugao
foi feita com base nesse fato e ele estd, portanto, incorporado nas egs.(20.58 - 20.61) e
(20.66 - 20.69). Tanto isto é verdade, que elas relacionam diretamente o ponto (0, 0,0; 0) no
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referencial Sy, ao ponto (0,0, 0;0) no referencial S;. Por isso, sempre que formos utilizar
as transformagoes na forma dada por estas equagoes, precisamos definir um evento para
ser adotado como origem dos dois referenciais. Todos os demais, serao relacionados a ele.

O tamanho dos efeitos relativisticos é determinado pelo quociente v/c. A sua presenga
no fator y =1/4/1 — v?/c? é tal que v > 1, a igualdade valendo no caso particular v = 0.
Quando v for comparavel a ¢, o fator v pode tornar-se grande e os efeitos relativisticos
tornam-se correspondentemente importantes. Nao ha limite superior para v e, portanto,
1 <v <.

Quando a velocidade relativa v é muito menor que a da luz, v << ¢, o fator de escala
~ aproxima-se de 1, e as transformagoes de Lorentz podem ser escritas como

Ty = Tu, (20.70)
Yy = ym —vin, (20.71)
2] = ZMm, (20.72)
ty ~ ty. (20.73)

Assim, no limite, de velocidades baixas, os tempos nos dois referenciais tornam-se iguais
e as transformacoes espaciais coincidem com as transformacoes de Galileu, usadas na
mecanica classica.

E muito importante notar que o fato de as TL ficarem parecidas com as transformacgoes
de Galileu no limite v << ¢ nao significa que a fisica classica seja um caso particular da
relatividade. Os significados fisicos das duas transformacoes sao diferentes. Na relativi-
dade, as transformagoes de Galileu sao um limite, uma aproximagao, enquanto que na
mecanica classica elas sao a propria expressao da realidade. Por outro lado, na relativi-
dade, a expressao da realidade esta contida em seus dois principios: equivaléncia de todos
os referenciais, e constancia da velocidade da luz em todos eles. Na mecanica classica, a
proposta de realidade assume a forma de espaco a tempo absolutos e totalmente indepen-
dentes um do outro. Estas diferencas distinguem fundamentalmente uma concepcao da
outra.

e referéncia

[1] H. Minkowski, Space and Time, em “The principle of relativity”, Dover, 1952, pag.
73.

e exercicios

1. Quais das situagoes seguintes correspondem a eventos: o pingo de um i, colocar o
pingo num i, um carro, entrar num carro, a existéncia de um carro numa garagem.

2. Do ponto de vista matematico, porque as transformagoes nao lineares de coordenadas
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nao sao compativeis com a homogeneidade do espaco e a uniformidade do tempo?

3. Escreva as transformacoes de Lorentz que relacionam as coordenadas dos sistemas de
Ana e de Pedro, sendo que Pedro se move em relacao a Ana com velocidade —v, segundo
0 €eixo Z.

4. Qual os papéis do primeiro e do segundo principio da relatividade na obtencao dos
resultados apresentados na secao tranformacoes de Lorentz?



Capitulo 21

transformacoes de Lorentz: exemplos

Nesta aula e na préxima, discutimos aplicacoes das transformagoes de Lorentz. Ape-
sar das diferencas entre as varias situacoes abordadas, enfatizamos a existéncia de um
padrao comum entre elas: a comparagao das observacoes de personagens diferentes, em
referenciais diferentes, de um mesmo conjundo de eventos.

A nossa educagao em mecanica classica ocorre desde o ensino médio e é bastante forte no
ensino superior. Ao longo desse processo, construimos uma intuicao acerca da cinematica,
baseada em relacoes entre grandezas espaciais e temporais, algumas das quais s6 valem
na mecanica classica. Por isso, essa intuicao nao pode ser facilmente transferida para o
contexto da relatividade.

Como ja discutimos anteriormente, no contexto da relatividade, os conceitos genéricos
de espaco e tempo nao sao necessariamente tteis, e é muito mais conveniente prestar
atencao aos eventos. Como todo problema de relatividade envolve apenas relacoes en-
tre eventos, as suas solugoes podem ser obtidas através de um procedimento analitico,
envolvendo os seguintes passos:

1. Identificar e rotular os eventos importantes do problema. Por exemplo, no caso da
aula anterior, escrever algo do tipo: evento E, o grao de poeira é iluminado pela frente de
onda.

2. Extrair, a partir das informacoes fornecidas pelo problema, as 4 coordenadas espago-
temporais de cada evento, em cada um dos referenciais.

Se os referenciais forem os de Maria e Joao, escrevemos
evento E Sar: (@, 28R (21.1)
Sy (ah gy, ) (21.2)

e existem 8 valores a serem determinados. Pelo menos quatro deles precisam ser extraidos
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do enunciado do problema e nao precisam ser necessariamente referentes a um tnico
referencial. Por exemplo, o problema pode ser resolvido se formos capazes de extrair
¥y, 28 e ¥, a partir do enunciado.

3. Usar as transformacgoes de Lorentz para obter as 4 coordenadas desconhecidas de um
dado evento a partir das 4 coordenadas ja conhecidas daquele mesmo evento.

4. Repetir esse procedimento para todos os eventos importantes do problema.
A partir do conhecimento das coordenadas espaco-temporais de cada evento, em cada
um dos referenciais, podemos reconstruir as relacoes entre eles e as maneiras como os

dois observadores percebem os fenomenos. Esta forma de pensar aparece em todos os
problemas que discutimos a seguir.

e exemplo 1: duas bombas

Figura 21.1: Uma bomba...

Existem duas bombas idénticas, com pavios de igual tamanho, que levam um tempo
T para explodir quando estao em repouso. Ou seja, 7 representa o tempo proprio de
explosao de cada bomba. Maria, em Sao Paulo, acende os pavios das duas ao mesmo
tempo. No instante em que as bombas sao acesas, Joao passa de carro, toma a bomba
nimero 2 e a leva, com uma velocidade v, para a uma cidade a direita de Sao Paulo.

Para estudar como as explosoes das duas bombas sao observadas nos referenciais Sy e
S, listamos abaixo os principais eventos, bem como suas descri¢oes nos dois referenciais.
Adotamos, como origem espago-temporal dos dois referenciais, o acionamento das duas
bombas, que coincide com a passagem de Joao por Maria, e supomos que o movimento
relativo se dé ao longo dos eixos y dos dois referenciais.

evento de referéncia Er- acendimento das duas bombas e passagem de Joao por Maria.

evento Er Sy (0,0,0;0) (21.3)
Sy :(0,0,0;0) (21.4)
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evento a - explosao da bomba 1, estaciondria em relacao a Maria:
evento a Sy 1 (0,0,0;7) (21.5)
Sy (@55, 25 t5) (21.6)
evento b - explosao da bomba 2, estacionaria em relagao a Joao:
evento b Sur: (2, vhy, 255 t5) (21.7)
Sy :(0,0,0;7) (21.8)

Estas expressoes incorporam o fato que os dados do problema permitem-nos conhecer
diretamente as coordenadas espago-temporais das explosoes da bomba 1, em relacao ao
referencial Sy, e da bomba 2, no referencial S; que sao dadas pelas eqs (21.6) e (21.8).

Neste ponto, ainda néo conhecemos os valores das coordenadas das eqs. (21.6) e (21.8),
que serao determinadas com o auxilio das transformagcoes de Lorentz. Para obter as co-
ordenadas do evento a no referencial S;, usamos as transformagoes Sy — S, eqs.(20.58-
20.61) e, depois das contas, obtemos

(9,95, 25:t5) = (0,yv T, 0;y 7). (21.9)

Ja para obter as coordenadas do evento b no referencial de Joao, usamos as transformagoes
Sy — Sur, eqs.(20.66-20.69), que nos levam a

(@hr: Yar 2hri the) = (0, =y o 7, 05 7). (21.10)

Incorporando esses resultados nas eqs. (21.6)-(21.8), obtemos as descrigdes das duas
bombas nos dois referenciais:

evento a - explosao da bomba 1, estaciondria em relagao a Maria:
evento a Sy 2 (0,0,0;7) (21.11)
Sy (0,yvT,0;v7) (21.12)
evento b - explosao da bomba 2, estaciondria em relagao a Joao:
evento b Sy (0, —yoT,0;97) (21.13)
Sy :(0,0,0;7) (21.14)

Os resultados anteriores permitem-nos reconstituir os acontecimentos nos dois referen-
ciais. Comecamos pelo referencial S);, mostrado na figura 21.2. Inicialmente, ocorre o
acendimento dos pavios, em (0,0,0;0). Em seguida, a explosao da bomba de Maria em
(0,0,0; 7). Finalmente, ocorre a explosao da bomba de Joao, em (0,0,~ v 7;7 ). Assim,
no referencial S); as duas bombas, apesar de serem idénticas, nao explodem simultanea-
mente. Se a velocidade relativa entre os dois referenciais for nao nula, v > 1, indicando
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Figura 21.3: A sucessao de eventos no referencial de Joao.

que t4, > t%, ou seja, que a bomba 2, em movimento em relacio a Sy, demora mais para
explodir do que a que ficou em repouso.

No referencial S;, também, as duas bombas nao explodem simultaneamente. FEn-
tretanto, agora, os resultados obtidos a partir das transformacoes de Lorentz indicam

t% > t%,. A bomba 2 explode antes da bomba 1 e os eventos se sucedem como na figura
21.3.

e mais exemplo 1: depois do dedo, a lua....

Os resultados formais, dados pelas eqs. (21.12-21.14), podem dar margem a muitas
reflexoes, algumas das quais sao discutidas a seguir.



215

o primeiro principio da relatividade:

As expressoes (21.12-21.14) indicam que as descri¢oes das duas explosoes, nos dois
referenciais, sao totalmente equivalentes. A tnica diferenca formal esta associada ao sinal
da velocidade relativa v, que é arbitrario.

dilatacao do tempo:

Como discutimos em aulas anteriores, nem sempre as relagoes entre eventos de um
problema podem ser enquadradados como indicando a ocorréncia de dilatacao do tempo.
Entretanto, neste exemplo, isso pode ser feito, porque a bomba 2, que se move em relagao
a Sy, estd em repouso em S; e a bomba 1, que se move em relacao a S, esta em repouso
em relacao a Sy;. Foi por esse motivo que pudemos falar em tempo proprio desde o inicio
do problema.

a realidade dos efeitos:

Os efeitos descritos neste exemplo podem, em principio, ser observados. A ressalva em
principio aparece na frase anterior apenas porque, com a tecnologia disponivel atualmente,
nao podemos estudar os efeitos relativisticos em explosoes de bombas reais. Ainda assim,
como ja ressaltamos anteriormente, a dilatagao do tempo é um efeito real e nao, aparente.
Mesmo sem sair do seu referencial, Maria pode constatar isso. Ao explodir, a bomba 2,
carregada por Joao, pode deixar na estrada uma cratera, real e objetiva, cuja posicao
pode ser medida por Maria. Como ela conhece a velocidade de Joao, ela pode calcular,
facilmente, o instante em que a bomba 2 explodiu no seu referencial e comparar o resultado
com a medida direta do instante em que a sua propria bomba explodiu.

a ordem dos eventos:

Neste exemplo, aparece um efeito que é muito tipico da relatividade e que perturba
a nossa intuicao classica: a ordem temporal das explosoes depende do referencial. Na
relatividade, a ordem de dois eventos pode depender do referencial, desde que nao haja
relacao causal entre eles. Ou seja, se a ocorréncia de um deles nao puder influenciar a
ocorréncia do outro.

No caso das duas bombas, essa questao corresponde, no referencial Sy, a determinar
se a explosao da bomba 1 pode, ou nao, influenciar a explosao da bomba 2. Isso poderia
acontecer, por exemplo, se o pavio da bomba 2 pudesse ser cortado por meio de um
dispositivo acionado pela luz emitida pela bomba 1, ao explodir. Nesse cenario, a explosao
da bomba 1 impediria a explosao da bomba 2.

Para estudar se isso é possivel, consideramos um quarto evento E., que corresponde a
luz emitida na explosao da bomba 1 atingir Joao. A figura 21.4 permite-nos expressar as
coordenadas desse evento em S);, em fungao de t§;, como

Sar: (0,015,,0,t5,) (21.15)
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O instante t§,; é obtido a partir da condi¢ao de encontro entre Joao e a frente de luz e ¢
dado por

oot (21.16)
M_l—v/cT' '

Para determinar a possibilidade de relacao causal entre os eventos F, e E,, é preciso
comparar os instantes t§, e t5,. Usando as egs. (21.14) e (21.16), escrevemos

t V1-—
M il vle . (21.17)

5, Yl—v/e)  T+u/ec
Esse resultado indica que a explosao da bomba 2 ocorre necessariamente antes que o sinal
luminoso proveniente da bomba 1 chegue até Joao. Ou seja, a explosao da bomba 1 nao

pode alterar o destino da bomba 2 e, portanto, nao pode haver relacao causal entre esses
dois eventos.

e exemplo 2: fotos de um relégio em movimento

Joao viaja num trem que se desloca para a direita, com velocidade v = 3/5¢ em relagao
ao solo, e carrega um relégio. O trem passa por uma estacao, onde Maria posicionou
quatro méaquinas fotograficas e, em frente a cada uma delas, um relégio idéntico ao de
Joao. Esses relogios sao digitais, tém forma de lamina, e dois mostradores verticais,
localizados em faces opostas, como se pode ver na figura 21.5. Eles foram construidos
deste modo para que duas pessoas, uma em frente a outra, possam ver sua marcacao
simultaneamente.

As méquinas fotograficas de Maria estao separadas umas das outras, por uma distancia
L. Neste problema vamos supor que L = 108 x 10%m, ou seja, L = 10,8 milhoes de km.
Esta nao é uma distancia facil de imaginar, mas é o preco a ser pago para que possamos
obter efeitos “observaveis” na escala de tempo de nossa vida diaria, em segundos ou
minutos.

No referencial Sy, os relégios estao sincronizados, marcando os quatro exatamente a
mesma hora. Cada maquina fotografica é acionada independentemente, pela passagem
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Figura 21.6: O arranjo experimental, no referencial de Maria.

de Joao e, no momento em que ele passa em frente a uma dada maquina, ela fotografa
conjuntamente o relégio do trem e aquele na estacao que estd em frente a ela. Assim,
Joao ¢é sucessivamente fotografado por cada uma das quatro maquinas, mostradas na
figura 21.6.

Joao e Maria combinaram um experimento de modo que, no instante em que o relégio
do trem estivesse em frente ao relégio M1 da estagao, este relégio e o de Joao deveriam
comecar a marcar o tempo. Assim, a primeira foto dos dois relégios é a mostrada na
figura 21.7.

J
O
QO

M3

2
O

0“0

Figura 21.7: Foto dos relogios J e M1, tirada por Maria; a bem da simplicidade, nesta
figura nao representamos a contragao do relégio de Joao.
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O nosso objetivo, agora, consiste em saber como ficam as outras fotos. Para responder
a esta questao, é conveniente nomear os varios eventos e explicitar as suas descrigoes
nos dois referenciais. Neste problema, cada uma das fotos representa um evento. Em
geral, a origem espaco-temporal dos sistemas de coordenadas ¢é totalmente arbitraria e
podemos colocéd-la onde quisermos. O tunico critério a seguir é procurar tornar as coisas
simples. Escolhendo a foto dos relégios J e M1 como referéncia para os demais, podemos
representar os varios eventos do problema do seguinte modo:

evento a, de referéncia - foto dos relégios J e M1:

evento a S :(0,0,0;0) (21.18)
Sy :(0,0,0;0) (21.19)

evento b - foto dos relégios J e M2:
evento b S (0,L,0; L/v) (21.20)
Sy :(0,0,0;t%) (21.21)

evento c - foto dos relégios J e M3:
evento c S (0,2L,0;2L/v) (21.22)
S;:(0,0,0,t9) (21.23)

evento d - foto dos relégios J e M4:
evento d S (0,3L,0;3L/v) (21.24)
S;:(0,0,0;t%) (21.25)

Note que as coordenadas dos eventos em S); foram extraidas diretamente do enunciado
do problema.

Os tempos dos eventos no referencial de Joao, que ainda nao conhecemos, sao deter-
minadas por meio das transformacoes de Lorentz. Para obter a descricao completa do
evento b, usamos a eq.(20.61) e escrevemos

L wlI? L
th=y(Z-5) ==, 21.26
J Y v CQ Y ( )
Os tempos dos demais eventos sao determinados de modo analogo, e obtemos
2L
9 = —, (21.27)
Yv
3L
= =, (21.28)
yv

O valor de v é sempre menor do que 1 e, portanto, para cada um dos eventos, a marcacao
do relégio de Joao é menor que o de Maria. Isso corresponde a dilatacao do tempo de Joao,
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Figura 21.8: Foto dos relogios J e M2, tirada por Maria.

quando observado em S);. Usando os nimeros do problema temos, com as unidades do
sistema internacional (SI): v = 3¢/5 = 1,8x10%m/s,t5, = L/v = 108 x 108 /1,8 x 108 = 60
seth =14, x % = 48 s. Assim, a segunda foto registra a dilatacao do tempo e corresponde,
real e concretamente, a situacao mostrada na figura 21.8.

Os instantes dos eventos 3 e 4 nos dois referenciais, obtidos de modo totalmente analogo,
sdo: t§; = 2L/v = 120s, t5 = 15, x5 = 96s, t4, = 3L/v = 180s e t4 = t§,x 3 = 144s. Estas
marcacoes dos relogios correspondem as fotos mostradas na figura 21.9, que registram
materialmente os eventos ¢ e d. O conteido das quatro fotos sao o nosso resultado.
Exploramos, agora, alguns de seus aspectos fisicos.

» Ea

olg e | 4

12 |o] 1(8]9
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I~
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Figura 21.9: Fotos dos relégios J e M3 e J e M4, tiradas por Maria.

a dilatacao do tempo e o relégio

Consultando a segunda ”foto”, mostrada na fig. 21.8, vemos que %, = 60s e t = 48s.
O fato de t%; ser maior do que t% indica que o tempo marcado pelo relégio J aparece
dilatado ou contraido para Maria?

Poderiamos ser tentados a pensar que o tempo de Joao se contraiu, ja que 48 é menor
do que 60. Entretanto, esta maneira de encarar o problema é incorreta. Entre os dois
mesmos eventos passaram-se 60s para Maria e 48s para Joao. Ou seja, passaram-se 12
unidades de tempo a mais para Maria, o que corresponde a mais tempo para Maria do
que para Joao, entre esses dois mesmos eventos. Isso signifiica que o relégio J, visto por
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Maria, funciona mais devagar do que os que ela possui. Por exemplo, se Joao piscar os
olhos uma vez a cada 8s, ele piscarda 6 vezes entre uma foto e outra. Para Maria, por
outro lado, estas 6 piscadas levam 60s para ocorrer, indicando que, para ela, Joao pisca
uma vez a cada 10s. Isso significa que os processos determinados pelo relégio J aparecem
como sendo mais lentos para Maria. Isso vale, inclusive, para a mudanca do marcador
do relégio. Assim, a dilatagao do tempo corresponde a idéia de que um observador vé o
funcionamento de um relégio que se move em relagao a ele ocorrer mais devagar.

a uniformidade do tempo

A uniformidade do tempo, ou seja a nogao que o tempo passa “sempre” com a mesma
“velocidade”, é muito importante em fisica e, por isso, é importante saber se ela é alterada
no contexto da relatividade restrita. A tabela abaixo mostra os resultados das quatro
fotos.

| foto [1[ 2] 3 [ 4 ]
ty(s) [0 ]48] 96 [ 144
ta(s) | 060 | 120 [ 180

Ela mostra que o intervalo entre dois eventos sucessivos em cada um dos referenciais
é sempre o mesmo: 48s para Joao e 60s para Maria. Isso significa que a “velocidade”
de passagem do tempo em cada dos referencial é sempre a mesma. O relégio de Joao
é visto por Maria como funcionando sempre com a mesma “velocidade” e existe sempre
uma razao constante entre os intervalos de tempo observados por ambos. Esta razao é
dada pelo fator de conversao v que, no nosso exemplo, vale 5/4. Em resumo, para Maria,
o relogio de Joao funciona sempre com o mesmo ritmo, ainda que mais lento do que o
ritmo dos seus proprios relogios.

e exemplo 3: a simetria da dilatacao do tempo

No titulo deste exemplo, usamos a construcao “dilatacao do tempo” apenas porque
ela é popular e recorrente. Entretanto, conforme discutimos em aulas anteriores, essa
idéia nao pode ser usada indiscriminalmente em problemas de relatividade. Em algumas
situacoes ela é boa e, em outras, nao. Este exemplo foi construido com o propédsito de
discutir essa questao.

Ana e Maria viajam numa enorme nave espacial e cruzam, a uma velocidade v = 3/5¢,
com uma outra nave, onde estao Joao e Zé como mostra a figura 21.10. Em ambas as
naves, cada passageiro possui um relégio de duas faces, semelhante ao dos exemplos da
aula anterior e, em cada uma das naves, os relégios estao sincronizados entre si. Além
disso, cada pessoa possui uma maquina fotografica, colocada de modo a poder fotografar
simultaneamente o seu relégio e o do passageiro da outra nave, que passa a sua frente
num dado instante. Os véarios passageiros estao dispostos nas naves de modo que, no
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referencial Sy, tanto a distancia entre Ana e Maria como a distancia entre Joao e Zé sao
iguais a L = 1,8 x 10%m.

Para facilitar a discussao supomos, também, que os reldgios sejam coloridos, com a

seguinte corresondéncia:
Joao — branco; Zé — laranja; Maria — preto; Ana — verde.

L K
’ .
: ; > -—-'-v TN
€LAS
i — * 2
Merag — . Yy y
JaNeLA g A b

Figura 21.10: As duas naves, vistas no referencial S);; os homens sao representados por
quadradinhos e as mulheres, por bolinhas.

O objetivo deste exemplo é mostrar que a dilatagao do tempo ocorre simetricamente
nos referenciais Sy; e S e, para tanto, consideramos trés eventos, que correspondem aos
encontros de Joao com Ana, de Jodo com Maria e de Ana com Zé. Ou seja, os encontros
do viajante mais a frente de cada uma das naves com os dois outros personagens da outra.
Tomando o primeiro deles como referéncia, e extraindo do enunciado as coordenadas dos
outros dois em S, temos evento de referéncia - encontro de Ana com Joao:

evento R Sy :(0,0,0;0) (21.29)
Sy :(0,0,0;0) (21.30)

evento a - encontro de Maria com Joao:

evento a Sar:(0,L,0; L/v) (21.31)
Sy (29,95, 25;t9) (21.32)

evento b - encontro de Ana com Zé:

evento b Sy :(0,0,0; L/v) (21.33)
Syt (x4, 25it)) (21.34)

Para obter os valores das coordenadas em S 7, usamos as transformagoes de Lorentz, dadas



222 CAPITULO 21. TRANSFORMACOES DE LORENTZ: EXEMPLOS

pelas eqs.(??7-7?7). No caso do evento a, temos

2% = 0, (21.35)
" L
Yy = 7(L—v;> =0, (21.36)
24 = 0, (21.37)
t L Ly L (21.38)
= ——v= | =—. )
J 7 v c2 Yy

O evento b, no referencial S;, é determinado por

= 0, (21.39)

b L

yy = y\V-v_)=-7L, (21.40)

2= 0, (21.41)
L L

th = Z—0)=~=. 21.42

5 = 9 (2-0) =41 (2.42)

A interpretacao de fenomenos com base na idéia de dilatagao do tempo envolve sutilezas
importantes, e é muito menos simples do que aparenta. Como vimos na aula 18, a
dilatacao do tempo pode ser percebida quando o funcionamento de um unico relégio, em
repouso num dado referencial, é comparado com os relégios de vdrios observadores, num
outro referencial. No caso deste exemplo que estamos considerando, esta situacao ocorre
com o relogio verde de Ana, que compara o seu funcionamento com os de Joao e Zé e,
também, com o relégio branco de Joao, que compara o seu funcionamento com os de Ana
e Maria.

Consideremos, inicialmente, o relégio verde. Nele decorre um intervalo de tempo
préprio A7V = t4, — 0 = L/v, entre os encontros de Ana com Jodo e Zé. J4 no refe-
rencial S, o intervalo de tempo entre esses dois eventos ¢ At = t% — 0 = vL/v. Usando
esses resultados, podemos escrever

Aty =~ ATY (21.43)

o que indica que o tempo marcado pelo relégio de Ana é visto com dilatado no referencial
S; dos homens.

A situacao do relégio branco é totalmente simétrica. O intervalo de tempo préprio
decorrido entre os seus dois encontros é At? =14 —0 = L/yv, enquanto que o tempo que
passou entre os mesmos dois eventos no referencial Sy, é dado por Aty =4, — 0= L/v.
Assim,

Ath, =~ AT" (21.44)
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Este resultado indica que o relégio branco é visto, pelas mulheres, como funcionando mais
lentamente do que os que elas possuem.

Para tornar esta discussao um pouco mais concreta, vamos supor que, quando se en-
contram, cada personagem fotografa o préprio relégio e o do outro, o que é possivel gragas
aos dois mostradores que cada relégio possui. As fotos envolvendo Ana e Joao aparecem
nas figuras 21.11a e 21.12a. Usando os resultados anteriores e os dados numéricos do
problema, temos t§, = 10, 0s, t§ = 8, Us, tlj’w = 10,0s e tf} = 12, 5s e, assim, os encontros
de Ana com Zé e de Joao com Maria correspondem as fotos mostradas nas figuras 21.11b
e 21.12b. Olhando estas figuras, podemos notar que o tempo do relégio verde de Ana é
visto como dilatado pelos homens e que o tempo do relégio branco de Joao é visto como
dilatado pelas mulheres.

AN A ANk

00,0 10,0

00,0 12,5

Joho E1 s
suENTD TR BvenTo b
Re P RENCIA

(a) (b)

Figura 21.11: Ana é fotografada pelos homens.

AN A MALL A~
Q0,0 10.0
00,0 08,0
JoAo Joko
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(a) (b)

Figura 21.12: Joao ¢é fotografado pelas mulheres.

Entre os eventos de referéncia e b, passam-se 10, 0s no relégio verde de Ana, 12, 5s no
referencial dos homens, e o fator de escala é v = 5/4. Neste caso, comparamos o tempo
de um relégio em Sy, com o tempo do referencial S;. Ou seja, comparamos o relogio
verde com os reldgios branco e laranja.

A outra dilatacao pode ser percebida ao compararmos os intervalos de tempo entre os
eventos de referéncia e a, vistos por Joao e pelas mulheres. Enquanto para Joao passam-se
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8, 0s, no referencial Sy, decorrem 10,0s e o fator de escala também é v = 5/4, idéntico
ao anterior. Esta conclusao foi obtida a partir de uma comparacao do relégio branco de
Joao com os preto e verde das mulheres, ou seja, do tempo de um relégio em S;, com o
tempo do referencial Sy;.

A simetria exigida pelo primeiro principio apareceu: o tempo do reldgio branco é visto
como dilatado pelas mulheres, e o tempo do relégio verde é visto como dilatado pelos
homens. A diltacao do tempo é, portanto, simétrica nos dois referenciais!

e exemplo 4: a régua contraida

Jo@o estd num trem, que se move com velocidade v = 4/5¢ para a direita, em relagao
a terra. No trem, existe uma régua de comprimento A = 10m, paralelamente a direcao da
velocidade. Maria encontra-se na plataforma de uma estacao, onde ela alinha um nimero
muito grande de méquinas fotograficas, dispostas lado a lado e ligadas por fios de mesmo
comprimento, a um unico disparador, como mostra a figura 21.13. Assim, acionando o
disparador, ela pode tirar fotos, simultaneas no seu referencial, capazes de abranger a
régua inteira.

Este sistema de méaquinas fotograficas permite a Maria medir o comprimento da régua
estacionaria no trem. Para tanto, ela deve fazer o seu sistema funcionar e, em seguida,
inspecionar todas as fotos. Ela encontrard, em uma delas, a extremidade esquerda da
régua e, em outra, a direita. Para obter o comprimento da régua, em S, basta, em
seguida, medir a distancia entre os pontos na plataforma onde as maquinas que tiraram
estas duas fotos estavam.

v
REGvA Z v \-.
WA TCSSTL AIANCC e 777, 2 Lt 7 TR ept™

Figura 21.13: O problema visto no referencial de Maria.

As discussoes feitas na aula 19 permitem-nos antecipar que o tamanho da régua, obtido
a partir das fotos, serdA menor do que o tamanho préprio da régua no trem. O que
queremos, agora, é obter esse resultado usando as transformagoes de Lorentz.

Os eventos mais importantes neste problema, que efetivamente mostram o tamanho da
régua, sao as fotos de seus dois extremos. Estes eventos sao, por construcao, simultaneos
no referencial da estacao. Entretanto, nada podemos afirmar, a priori, sobre os instantes
em que eles ocorrem no referencial do trem, onde estd Joao.
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Tomando a foto do extremo esquerdo da régua como origens dos dois sistemas de
coordenadas, temos:

evento de referéncia - foto da extremidade esquerda da régua
evento R Sy (0,0,0;0) (21.45)
S;:(0,0,0;0) (21.46)
evento a - foto da extremidade direita da régua
evento a S (2, Y, 245 0) (21.47)
Sy (0, A,0;t9) (21.48)

Existem quatro incégnitas no evento a, x%,, yf,, 24, e t5, que podem ser obtidas por meio
das transformagoes de Lorentz. Utilizando as expressoes (20.58-20.61), obtemos

0 = a5, (21.49)
A= vy, (21.50)
0 = 2%, (21.51)
% = —vyy /. (21.52)

O comprimento da régua no referencial Sy, de Maria, é dado pela distancia entre as
duas maquinas fotogaficas que participaram dos dois eventos descritos acima e, portanto,
vale Ly = y$, — 0 = A\/7. Usando os dados do problema, obtemos v = 5/3 ¢ Ly, = 6 m.
Concluimos, entao, que o comprimento da régua é menor no referencial Sy,. E importante
notar que essa contracao da régua nao é aparente, ou uma ilusao de ética. Ela é real e
estd objetivamente documentada nas fotos !

Um outro aspecto interessante deste problema diz respeito a simultaneidade entre os
dois eventos. As egs. (21.51) e (21.52) permitem-nos concluir que

vA
5= ——— 21.53
J 2 v ( )
e, portanto que, em S, a medida da extremidade direita da régua é anterior a medida
da extremidade esquerda. Ja em S}/, essas medidas sao simultaneas, indicando que, na
relatividade, a nocao de simultaneidade depende do referencial.

e exercicios

1. Considere a situagao descrita no exemplo 1, supondo que as bombas levem 0,5s para
explodir e que a velocidade de Joao em relagdo a Maria seja v = 4¢/5.



226 CAPITULO 21. TRANSFORMACOES DE LORENTZ: EXEMPLOS

a) Determine numericamente as posi¢oes e tempos das explosdes das duas bombas nos
dois referenciais.

b) Faga dois gréficos, colocando o eixo y na horizontal e o eixo ¢ na vertical, representando
os eventos nos referencial de Maria e de Joao. Tente imaginar um filme, mostrando os
acontecimentos nos dois referenciais.

2. No caso do exemplo 2, o que mostraria a foto de um quinto relégio, M5, situado a
esquerda do relégio M1, e separado deste por uma distancia L?

3. No caso do exemplo 2, o que mostrariam as quatro “fotos”, caso elas houvessem sido
tiradas por Joao?

4. No caso do exemplo 2, por que o tempo marcado pelo relégio de Joao aparece dilatado
em S, mas os tempos dos relégios de Maria parecem nao exibir uma dilatacao quando
observados por Joao? Afinal de contas, ndo deve existir, neste problema, uma simetria
entre Sy e Sy?

5. Considere o encontro entre duas naves, representado na figura 21.10. No contexto da
relatividade, este encontro pode ser considerado como um unico evento? Ou, alternativa-
mente, como um conjunto de eventos?

6. Considere a situagao descrita no exemplo 3 e faca desenhos representando os relogios
de Ana, Maria, Joao e Zé quando:

a) Ana e Joao se encontram, do ponto de vista do referencial Syy;

b) Ana e Joao se encontram, do ponto de vista do referencial Sy;

¢) Ana e Z¢é se encontram, do ponto de vista do referencial Sy;

d) Ana e Zé se encontram, do ponto de vista do referencial Sy;

e) Maria e Joao se encontram, do ponto de vista do referencial Syy;

f) Maria e Joao se encontram, do ponto de vista do referencial S;.

Para fazer este exexcicio, é importante lembrar que, na relatividade, a sincronizagao de
relogio somente vale dentro de um referencial. Assim, a sincronizacao existente no inte-
rior de Sj; nao pode ser transferida automaticamente para a nave dos homens e, vice-versa.

7. Num dado instante, em Sj;, os relégios das mulheres estao sincronizados, mas isso
nao acontece com os homens. Os tempos de todos os homens passam uniformentente,
parecendo dilatados para as mulheres, e a dessincronizacao dos relégios nao varia. Assim,
por exemplo, o relégio de Zé, em Sy, estd sempre 4, 5s(~ 10, 6s) adiantdo em relagao ao
de Joao, e esta diferenca se mantém inalterada a medida que o tempo passa.
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8. Um foguete que se afasta da Terra com velocidade v emite, ao atingir a distancia L, no
referencial da Terra, um sinal luminoso em direcao a ela. Calcule os instantes e posigoes
da emissao e da recepgao do sinal no referencial da Terra e no referencial do foguete.

e respostas

2. If]\/‘[:—L/’U7 tJ:—L/<")/'U>

3. As fotos de Joao seriam, a menos de distor¢oes provocadas pela contracao do espaco,
iguais as tiradas por Maria. Esse resultado pode parecer estranho, mas é preciso lembrar
que ambos fotografam os mesmos eventos, os encontros dos reldgios, dois a dois. O fato de
cada um estar em lados opostos de um dado par de relégios nao faz a minima diferenca.
Uma foto é um registro objetivo de um evento, um documento. Assim, um dia, Joao
poderia descer do trem, encontrar Maria e comparar as duas fotos do mesmo evento. E
elas teriam de mostrar a mesma coisa.

4. Neste problema, nao existe uma simetria total entre Joao e Maria. E preciso notar que,
em cada evento existe a comparacao do mesmo relégio de Joao com um relogio diferente
de Maria. Assim, o tempo do reldgio de Joao é comparado com o tempo do referencial de
Maria. Esse fato, sem importancia no contexto da mecanica classica, € responsavel, na te-
oria da relatividade, por uma assimetria entre quem carrega o relégio e o outro referencial.

5. Um conjunto de eventos. Em particular, na solucao apresentada no texto, os encontros
Ana-Joao e Maria-Zé correspondem e sao tratados como dois eventos distintos.

6. Observando as coordenadas espaco-temporais dos eventos notamos que, no referencial
dos homens, os relégios de Joao e Zé estao sempre sincronizados, mas isso nao acontece
com os relogios das mulheres. O contréario acontece no referencial das mulheres: os relogios
de Ana e Maria estao sincronizados, mas os dos homens, nao. Essa situacao decorre do
fato de a simultaneidade entre eventos depender do referencial. Se uma série de relogios,
distantes uns dos outros, ao longo da direcao do movimento, estiverem sincronizados num
dado referencial, eles certamente nao o estarao num outro referencial, em movimento com
relacao ao primeiro.

7. Use os resultados do exercicio anterior para explicar como é possivel que os homens
possam ver o tempo de Ana dilatado e, simetricamente, as mulheres possam ver o tempo
de Joao dilatado.
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8. Evento de referéncia: saida do foguete da Terra; evento a: emissao da luz; evento b:
chegada da luz a Terra.

evento R St :0,0,0;0]
Sk :10,0,0;0]
r L
evento a St : |0, L, 0; —}
I v
- L 2
Se: 0,002 (1= 5]
I v c
r L L
evento b St :10,0,0; — + _]
I v e

r L
SF: O,—7L<1+E>,0;7—<1+2>]
I c v c



Capitulo 22

transformacoes de Lorentz:
mais exemplos

e exemplo 1: o problema dos dardos

Joao, viajando num trem de madeira, com velocidade v = 3/5¢, passa por uma estagao,
onde se encontra Maria. Na plataforma ela colocou dois lancadores de dardos, separados
pela distancia Ljy; = 10m, e ligou cada um deles, por meio de fios de mesmo comprimento
a um unico interruptor, que permite langar os dois dardos simultaneamente. No instante
em que o trem passa pela estacao, Maria aciona o disparador e os dardos cravam-se no
trem, como mostra a figura 22.1.
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Figura 22.1: O problema, visto no referencial de Maria.

Posteriormente, o trem volta a estacao e Joao desce dele. Na plataforma, Joao e Maria
comparam a distancia entre os dardos com aquela entre os disparadores. E constatam,
objetivamente, que elas sao diferentes, como indicado na figura 22.2. O propdsito deste
exemplo é obter a distancia entre os dardos no referencial do trem e discutir as explicagoes
dos acontecimentos nos dois referenciais.

229
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Figura 22.2: O trem estd parado em relacao a estacao.

Neste problema ocorrem quatro eventos principais, as saidas dos dardos a e b da estacao
e as suas chegadas ao trem. Para simplificar um pouco as coisas, vamos supor que a
distancia entre os disparadores e o trem seja tao pequena, a ponto de podermos desprezar
o intervalo de tempo entre a saida e a chegada de cada um dos dardos. Deste modo,
precisamos considerar apenas dois eventos, os disparos dos dois dardos, e descrevé-los
referenciais de Sy e Sy,.

O evento a, o disparo do dardo a, é arbitrariamente escolhido como origem espago-
temporal dos dois referenciais. Além disso, no referencial Sy, os dois eventos ocorrem
simultaneamente e a distancia entre eles é conhecida. Temos, portanto

evento a, de referéncia - disparo do dardo a:
evento a Sar 2 (0,0,0;0) (22.1)
Sy :(0,0,0;0) (22.2)
evento b - disparo do dardo b:
evento b Sy (0, L, 0;0) (22.3)
Sy (@ yl, 25 th) (22.4)

As coordenadas do evento b no referencial de Joao sao obtidas por meio das transformacoes
de Lorentz:

(xf},yf}, zf}; tf}) = (0,7 L,0;—vy v L/CQ) ) (22.5)

A distancia entre os dardos no trem corresponde a um comprimento préprio Ay, dado por
A; =% —y% =1~ Ly Usando os dados do problema, obtemos \; = 12, 5m.

O nosso calculo mostra portanto que no trem, a distancia entre os dardos é de 12,5m.
Quando o trem passa pela estacao, esses 12,5m aparecem contraidos, para 10m, quando
observados por Maria. Quando o trem péra e volta a estacao, a distancia entre os dardos
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cravados no trem continua a ser 12,5m, como mostra a figura 22.7. O trem e os dispa-
radores, colocados lado a lado, em repouso, constituem uma demonstracao inequivoca da
contracao do espaco. Ela ndo é uma ilusao, ou uma falsa impressao de Maria. No con-
texto da Relatividade, Maria pode compreender a discrepancia entre as distancias entre
os lancadores e os dardos cravados no trem recorrendo a nocao de contracao do espago.

a explicacao de Joao

Como Joao, no trem, explica a situacao da figura 22.27 Parte da sua explicacao é que,
em S, os dois dardos nao atingem o trem simultaneamente. No seu referencial, hd um
intervalo de tempo entre os eventos a e b, dado por

Aty =1t —t% = —yov L/, (22.6)

sendo que o sinal negativo indica que o evento b é anterior ao evento a. E importante
notar que um tempo negativo nao tem nada demais, ele é apenas o produto da nossa
escolha arbitraria da origem dos tempos. O que acontece depois dessa origem ¢é positivo,
0 que acontece antes, é negativo. O sinal indica, portanto, somente uma ordem relativa
dos eventos, nada mais. Se o ano atual fosse adotado como origem da contagem de tempo
vocé, provavelmente, teria nascido por volta do ano -20: qual o problema?

_v‘ —l «—|EVENTO L

"'L-r—'}_\ ‘—‘ EBEVENTOD QA l

Figura 22.3: Os eventos no referencial de Joao, onde o trem nao se move.

-V
e

No referencial S;, o dardo b é lancado, a estacao se desloca para a esquerda uma
distancia dy = v Ly v?/c? e, em seguida, o dardo a é langado. Esta situacio estd
representada na figura 22.3.

Sabemos que a distancia entre os lancadores de dardos, na estacao, ¢ Ly;. Quando vista
do trem, entretanto, essa distancia aparece contraida, pois a estagao estd em movimento,
e ela vale Ly /7.

Assim, Joao explica a distancia entre os dardos no seu referencial através da soma

LM U2
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Ou seja, distancia entre os dardos, no trem, é dada por A, igual a distancia entre os
dois lancadores, vista do trem, somada a distancia percorrida pela estacao entre os dois
eventos. Usando os dados do problema, a explicacao de Joao para os seus 12,5 m contra
os 10 m de Maria é a seguinte: para ele os 10m de Maria aparecem contraidos para 8 m.
Além disso, os disparos dos dois dardos nao sao simultaneos, e a estacao se move 4,5 m
durante esse tempo. Logo, os seus 12,5 m sao iguais a 8 m somados a 4,5 m.

Neste exemplo, podemos ver o primeiro principio da relatividade em acao: os dois
observadores, Joao e Maria, sao indistinguiveis e qualquer um deles é capaz de explicar
satisfatoriamente a relagao entre dois eventos. Entretanto, cada observador produz uma
explicacao apropriada ao seu ponto de vista.

e exemplo 2: simultaneidade

Sao dados dois trens compridos, D e E, ao longo dos quais existem muitos relogios
digitais, dispostos como na figura 22.4. Os relogios de cada uwm dos trens estao sincro-
nizados entre si. Os trens D e E viajam, respectivamente, com velocidades vf, para
a direita, e —vf, para a esquerda, por uma ferrovia retilinea, composta por dois pares
de trilhos paralelos. Na regiao onde os trens se cruzam existe uma ”ilha”, entre os tri-
lhos, sobre a qual estao dispostas quatro cameras fotograficas, localizadas nos pontos A
e B, representadas na figura 22.5. No referencial do solo, Sg, os dois pares de cameras
estao separados pela distancia L e podem ser ser acionados simultaneamente, por meio
de impulsos elétricos transmitidos por cabos de comprimentos iguais, ligados a um tnico
interruptor I, equidistante deles.

= =2 o Q = =

| o 2 T 1 i e e e e v o O P A T A 4 1723;
Yy = [=X=]

— 3
RELOSIO
—2 ‘m D)él'f‘t-—

Figura 22.4: Reldgios dispostos ao longo de um tremo.

et » — ;= a=mr
[ I ——1
x e —=  JHHEE

Figura 22.5: Fotos dos trens que se cruzam, no referencial do solo.

Num dado instante, as quatro cameras sao acionadas e cada uma delas fotografa o
relogio do trem que esta exatamente em frente a ela. No referencial do solo, estas quatro
fotos sao simultaneas, por cosntrucao. O nosso problema consiste, agora, em determinar
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as marcacoes dos relégios dos dois trens. Para tanto, tomamos como evento de referéncia
as duas fotos feitas no ponto A e, lembrando que estamos tratando com trés referenciais,
escrevemos

evento a, de referéncia - fotos das cameras localizadas em A

evento a Ss:(0,0,0;0) (22.8)
Sp :(0,0,0;0) (22.9)
Sk :(0,0,0;0) (22.10)

evento b - fotos das cameras localizadas em B

evento b Ss: (0, L,0;0) (22.11)
Sp:(0,y L,0;—vyv L/c?) (22.12)
Sg: (0,7 L,0,4+vy v L/c?) (22.13)

sendo que as coordenadas do evento b, nos referenciais dos trens D e E, foram obtidas a
partir das transformacgoes de Lorentz das (22.12).

No referencial Sp, a foto em B é anterior a foto em A. Ja no trem E, a foto em B é
posterior a foto em A. Assim, os eventos simultaneos em S, deixam de sé-lo em outros
referenciais, que se movem em relagao ao solo. Estes resultados indicam, também, que a
ordem dos eventos depende da velocidade relativa. Isso pode parecer espantoso, do ponto
de vista da intuicao classica.

causalidade

Os resultados discutidos neste exemplo podem gerar uma duvida perturbadora: se a
ordem de dois eventos pode ser invertida somente pelo fato de invertermos o sentido do
movimento de um observador, entao serd que a causa de um fenoémeno fisico pode virar
efeito e esse efeito aparecer antes da causa? Sera que, na relatividade, nao vale mais o
principio da causalidade?

Isto nao acontece e a relatividade mantém a nocao de causalidade! Nesta teoria, causas
e efeitos podem estar relacionados apenas por trocas de informacoes que se propaguem
com velocidades iguais ou menores que a da luz. Em particular, eventos que ocorrem
num mesmo ponto do espago nunca podem ter a sua ordem temporal invertida. Mesmo
na Relatividade, seu pai nunca poderia ter nascido antes de voce.

No caso do presente exemplo, um raio de luz nao viaja suficientemente rapido para que
as fotos no ponto A possam influenciar as fotos no ponto B e, por isso, as fotos nos dois
pontos nao tém e nem podem ter correlacao direta entre si. A simultaneidade entre elas
no referencial da Terra pode ser considerada como uma espécie de coincidéncia e a ordem
delas pode ser alterada por uma mudanca de referencial.
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e exemplo 3: sinais luminosos

il

POSTO |

- e

Figura 22.6:

Desde o ano passado, Maria trabalha em um posto de gasolina, situado ao lado de uma
estrada retilinea e muito longa. Ao longo da estrada, a uma distancia L do posto, em Sy,
existe uma casa de paredes brancas, como mostra a figura. Nas tediosas noites escuras,
Maria passa o tempo mandando sinais luminosos com uma ponteira laser em diregao a
parede da casa e observando a volta deles. Numa dessas noites, o carro dirigido por seu
amigo Joao passa pelo posto, com velocidade constante v e, imediatamente, Maria envia
um sinal luminoso em dire¢ao a casa. Depois de ser refletido, o sinal é visto por Joao.
Neste exemplo, tomando como origem das coordenadas e dos tempos a passagem de Joao
por Maria, desejamos determinar, nos dois referenciais, as coordenadas espago-temporais
dos seguintes eventos:

- a, que corresponde a medida de posicao da casa quando Joao passa por Maria;
- b, que corresponde a chegada da luz a casa;
- ¢, que corresponde a chegada do sinal refletido a Joao.

O evento R, de referéncia, que corresponde a passagem de Joao por Maria, é descrito
por

evento R Sar:(0,0,0;0) (22.14)
S;:(0,0,0;0) (22.15)

No referencial Sy, os eventos a e R sao simultaneos e, portanto,

evento a Sy (0, L, 0;0) (22.16)
Sy (29,95, 25;t9) (22.17)

As coordenadas do evento a em S; sao obtidas por meio das T'L e valem

(25,45, 25:t5) = (0, y L, 0, —yv L/c?). (22.18)

No referencial Sy, o tempo que a luz emitida a partir do ponto leva para chegar a casa
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éth, = L/c. Assim, para o evento b, escrevemos:
L
evento b Sy <O,L,O, —) (22.19)
c

S, - (0,@[1 _ %],0, % [1 _ %]) , (22.20)

sendo que as coordenadas em S; foram obtidas por meio das T'L.
O evento c ocorre, em Sy, no instante t§;, que é determinado pela condicao
vit§, =L —c(t5, — %)) (22.21)

onde vt§, corresponde & distancia percorrida pelo cano e L — c(t5, — t4,), & coordenada
da luz no seu trajeto de volta. Essa condigao fornece t§, = 2L/(c + v) e, portanto,

2v L 2L
evento c S (0, U—, ; —> (22.22)
c+v c+v
2~ L
S (0, 0,0: 21~ [1 _ 9]) (22.23)
c c

onde, novamente, as coordenadas em S; foram obtidas usando as T'L.

Neste exercicio, o enunciado enfatiza apenas o ponto de vistade Maria acerca dos
acontecimentos. Por isso, é interessante pensarmos um pouco na perspectiva que Joao
tem do problema. No referencial S;, Joao esta imével, fixo na origem do sistema. E por
isso, por exemplo, que as coordenadas espaciais do evento ¢ sao todas nulas, ja que ele
ocorre no ponto onde Joao se encontra.

Em S, Joao esta no assento do seu carro e, a medida que o tempo passa, a casa se
aproxima dele. A velocidade da casa pode ser calculada a partir das coordenadas do
evento a, dadas pelas eq. (22.16), usando

Veasa = —— = —U , (22.24)

segundo o eixo y. Este é um resultado esperado, pois a casa estd fixa em Sy, e este
referencial se move com velocidade v = —vj em relagao a S;.

No referencial S, entre os eventos b e ¢, a luz se move de encontro a Joao. A velocidade
desse movimento pode ser determinada por meio da razao entre os intervalos

v
Ay =y5 -y = —VL[l - E] (22.25)

C

At:t;-tbzg[l—%} 7L[1—%}:76L[ ”], (22.26)
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que fornece

Ay
X = (22.27)

Este resultado é, evidentemente, o que se espera do segundo principio da relatividade.
e exemplo 4: o paradoxo dos gémeos

Nesta secao, apresentamos o famoso paradoxo dos gémeos que, de fato, nao é um

paradoxo de verdade. Ele é apenas aparente. Existem intimeras formulacoes possiveis
para ele e nés colocamos o problema do seguinte modo:
“Duas irmas gémeas, Ana e Bia, moram na cidade de SP, que supomos fixa em um
referencial inercial. Um dia, elas vao a estagao de trem e Bia faz uma viagem de ida
e volta a uma outra cidade, chamada de R, enquanto que Ana a espera em SP. Apds o
retorno de Bia, elas notam que Ana havia envelhecido mais do que Maria, devido ao efeito
de dilatacao do tempo”.

O que é aparentemente paradoxal neste caso, é que Bia parece ter-se movido relati-
vamente a Ana, do mesmo modo que Ana moveu-se relativamente a Bia. Ao pensarmos
assim, parece haver uma simetria no problema, que nao permite entender porque uma
das irmas acaba sendo mais velha do que a outra. A solucao dessa aparente contradi¢ao
passa por perceber que as situacoes das duas irmas nao sao totalmente simétricas, ja que
Ana permanece sempre num unico referencial, enquanto que, em seu percurso Bia pre-
cisa passar por trés referenciais: SP, trem de ida, trem de volta, SP. Com Ana, isso nao
acontece.

s.? (" ‘R.

{

Figura 22.7: Vista dos dois trens, no referencial da Terra.

Para discutir este problema, supomos que as viagens de ida e volta sejam efetuadas em
dois trens muito longos. O trem D se move para a direita, no sentido SP — R (sistema
Sp) enquanto que o trem E se move para a esquerda, no sentido R — SP (sistema Sg). Os
modulos das velocidades dos dois trens relativamente a Terra sao iguais a v, como mostra a
figura 22.7, que representa a visao de alguém no referencial Sy, da Terra, suposto inercial.

Por convencao, tomamos as origens espago-temporais nos treés referenciais como sendo
coincidentes, determinadas pelo instante em que Bia pula da estagao em SP para o trem
que esta indo para R. Assim:
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evento a, de referéncia - Maria pula para o trem D

evento a St :(0,0,0;0) (22.28)
Sp :(0,0,0;0) (22.29)
Sg:(0,0,0,;0). (22.30)

O segundo evento importante é a chegada de Bia a R, onde ela pula diretamente para
o trem de volta, sem parar na estagao. As coordenadas deste evento podem ser facilmente
determinadas no referencial da Terra e escrevemos

evento b - Maria chega a R e entra no trem E

evento b Sp: <0,L,O; %) (22.31)
Sp - (0, 0,0: %) (22.32)
Sk (0, 2L, 0; % [1 + Z—ED (22.33)

sendo que as coordenadas em Sp e Sg foram obtidas por meio das T'L. O resultado para
as coordenadas espaciais em Sp nao é surpresa, ja que Bia, uma vez no trem D, sempre
esteve parada na origem desse sistema de referéncia.

O terceiro e 1iltimo evento importante é a chegada de Bia a SP, cujas coordenadas, no
referencial da Terra, sao obtidas notando que o tempo que o trem leva para vir de R a

SP é o mesmo que o outro levou para ir de SP a R. Assim, escrevemos

evento c - Bia chega a SP

evento c St :(0,0,0;2L/v) (22.34)
2L
Sp : (0,—2@,0; l) , (22.35)
v
2L
Sp - (o, 2y L, 0: L) . (22.36)
v

sendo os valores, para Sp e Sg determinados pelas T'L. Esses resultados permitem-nos
calcular o tempo total decorrido para Bia durante a sua viagem de ida e volta. Durante a
ida, ela estava no refrencial Sp e o tempo de viagem, observado tanto no relégio do trem
D quanto no seu préprio, é dado por

’ L
Atide =) — 19 = — . 22.37
Bia D D o, ( )
A duracao da viagem de volta, também determinada tanto pelo relégio do trem E quanto
pelo de Bia, é
L ~yL(1+v?/c*) L

At =tp —tp =2y —————— = ol (22.38)
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E interessante notar que, como esperado, Atie = A% Assim, o tempo total para a

viagem de Bia, tal como indicado no seu relogio, é dado por
, 2L
Thia = OGS 4+ Ablte — =2 (22.39)
YU
Por outro lado, o tempo proprio decorrido para Ana, que ficou em SP esperando a irma,
foi

2L
TAna — —— 3 (2240)
v

maior do que 7g;,. A diferenca de idade entre Ana e Bia é

/‘Y

Como o tempo de vida de uma pessoa é determinado pelo relégio que ela carrega, Ana
ficou, de fato, mais velha do que Bia. Existe, portanto, uma assimetria, real e concreta,
entre os tempos decorridos nas vidas de Ana e Bia, que se deve ao fato de esta tltima ter
mudado de referencial para poder sair e voltar a SP. Elas viveram felizes para sempre,
mesmo tendo de comemorar seus aniversarios em datas diferentes.

2Ly -1
AT = TAna — TBia = —— [’y :| . (2241)

outras formulagoes

A apresentacao que fizemos do problema conhecido como o paradozo dos gémeos é
apenas uma, dentre muitas outras possiveis, que podem ser achadas em outros textos. Nos,
aqui, limitamo-nos a mencionar algumas outras possibilidades, relativamente exdticas, de
formas de reencontro entre Ana e Bia e as suas consequéncias.

e Bia vai de SP até R, onde desce do trem com velocidade v e fica parada na plataforma.
Em seguida Ana, que havia ficado em SP, toma um outro trem, com velocidade v’, em
direcao a R. Ao descer dele, em R, as duas irmas se encontram. Se v = v’ Bia e Ana terao
a mesma idade, se v > ¢’, Bia é mais nova do que Ana, se v < v/, Bia é mais velha do que
Ana.

e Bia vai até R, onde desce do trem e telefona para Ana, que ficou em SP, combinando
um reencontro no meio do caminho. Cada uma delas toma uma bicicleta, cuja velocidade
¢ v e parte em direcdo ao ponto de encontro. Quando este ocorre, a diferenca de idade
entre as duas irmas ¢é de

AT = %[77_1] . (22.42)

e Bia vai até R, desce do trem e volta de bicicleta a SP. Quando ela reencontra Ana, a
diferenca de idade entre elas é A7, que estd no intervalo

D= [ <ar< 2. (22.43)
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uma confirmagao experimental

No universo em que vivemos, nao é possivel fazer uma viagem que se inicie e termine
no mesmo ponto do espago, sem algum tipo de aceleracao. Em 1971, relogios atomicos
de césio foram colocdos em avioes, que circunavegaram a Terra nos sentidos horario e
anti-horario. Suas marcacoes foram comparadas com as de relégios estacionérios na Terra
e as diferencas observadas eram compativeis com as previsdes da teoria da relatividadel.

o referéncia
[1] J.C. Hafele e R.E. Keating, Science, vol. 177, pags. 166 e 168 (1972).

e exercicios

1. Numa estagao de trem, existem duas catapultas, separadas por uma distancia L, cada
uma delas contendo um relégio, sincronizado com o da outra. As catapultas sao acio-
nadas simultaneamente, por meio de dispositivos elétricos, de modo que os dois relégios
sao lancados no interior de um trem que passa em frente a estacao, com velocidade v.
No interior do trem, os dois relégios sao apanhados por dois passageiros que, em seguida,
caminham com velocidades iguais e muito baixas, um em direcao ao outro, até se encon-
trarem. Determine a diferenca entre os tempos marcados pelos dois relégios, supondo que
eles permanecam funcionando normalmente quando sao atirados no trem.

2. Na discussao do paradoxo dos gémeos, vimos que Ta,, > Tpie. Um certo dia, depois
da viagem, as duas irmas passam a discutir. Bia diz que, como ambas nasceram juntas
e, naquele dia ela (Bia) tem menos idade que Ana, entao ela (Bia) viveu tanto quanto a
irma, s6 que precisou de menos tempo para fazer isso. Ana retruca, dizendo que isso é
bobagem, ja que Bia é efetivamente mais nova e, por isso mesmo, viveu menos que ela
(Ana). Quem esta com a razao?

3. No caso do paradoxo dos gémeos:

a) Quais deveriam ser os valores de L e v para que a diferenga de idade entre as duas
irmas pudesse ser de um dia?

b) Haveria alguma diferenga de idade entre elas se Bia tivesse descido do trem em R e
voltado a pé para SP?

c) Imagine uma outra situacao. Bia chega ao Rio, mas nao sai do trem de ida, referencial
Sp. Nesse instante, Ana pula para dentro deste trem, e caminha, pelo seu interior, até
encontrar Bia. Existe diferenca de idade entre as duas irmas quando elas se encontram?

4. No problema do paradoxo dos gémeos, adote v = 3/5¢, L = 400.000km, e preencha a
tabela abaixo:
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’ referencial ‘ ‘ St ‘ Sp ‘ Sk ‘
eventoa |y
t
eventob |y
t
eventoc |y
t

Faca um desenho, para cada um dos referenciais, indicando os instantes e posicoes onde
ocorreram os varios eventos. Interprete, se possivel, os varios resultados em termos de
contragoes do espaco e dilatagoes do tempo.

e respostas

1. o médulo da diferenca é

yv L
2

|At] =

3. a) Um dia tem 8,64 x 10* segundos. Existem muitos conjuntos de valores que,
substituidos na eq. (22.36), reproduzem este valor. Adotando ¢ = 3 x 10%m/s, um deles
pode ser v = 1,8 x 10°m/s e L = 3,888 x 10™3m.

b) sim, Bia continua mais nova.

c¢) sim, Ana é um pouco mais nova.



Capitulo 23

adicao de velocidades

Na relatividade, os comportamentos dos intervalos de espago e de tempo por mudancas
de referencial sao bastante diferentes dos da mecanica classica. Nesta aula, mostramos
que o mesmo acontece com a chamada adicao de velocidades, que relaciona as velocidades
de um mesmo médvel em referenciais diferentes. Na mecanica classica, se um trem se move
em relacao ao solo com velocidade ¢ e um corpo se desloca com velocidade i em relagao
ao trem, entao a velocidade deste corpo em relacao ao solo é ug = wr+v. Na relatividade,
entretanto, esta relacao precisa ser modificada. Para nos convencer disto tomemos, por
exemplo, Uy = ¥, com |[t] = 0,8¢, e o resultado clédssico corresponde a |ig| = 1,6¢, em
contradicao com a nocgao relativistica de que a velocidade da luz no vacuo nao pode ser
superada.

¢ a adicao de velocidades na relatividade

Na relatividade, as descricoes do movimento de um mesmo corpo', em varios refe-
renciais diferentes, sao relacionadas pelas transformacoes de Lorentz. Tanto na mecanica
classica como na relatividade, a velocidade de um corpo é dada pelo quociente da distancia
percorrida, pelo tempo necessario para percorré-la. Na relatividade, entretanto, tanto os
intervalos espaciais como os temporais dependem do referencial e, por isso, num referencial
Sy, qualquer, a velocidade instantanea de um corpo é dada por

. _drq

= 23.1
Uq dtq Y ( 3 )

onde dt, é o tempo gasto no percurso do intervalo dr,, naquele referencial.
O problema da adi¢ao de velocidades pode ser colocado da seguinte forma: se Maria

observa um corpo movendo-se com velocidade i, no referencial Sy;, como Joao, que se
move com velocidade U relativamente a ela, descreve o movimento deste mesmo corpo no

INés, aqui, discutimos apenas situacoes nas quais as dimensoes dos corpos sao irrelevantes e eles
podem ser considerados como pontos materiais.

241
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referencial S;7 Em outras palavras, se representarmos por u; a velocidade do corpo em
relacao Sy, qual é a relacao entre w; e uy 7

Para obter esta relagao, inicialmente expressamos as velocidades do mesmo corpo nos
referenciais Sy, e Sy, em termos das suas componentes cartesianas:

5 dry dryr—  dyy -~  dzy o
= 1

- i 93.2

U dty  dta |ty Tty (23.2)
dr dri- dy;- dzj-

i = Ly, e, I (23.3)

at,  dt, " at,” T dt,
Em seguida, diferenciamos as expressoes das transformacoes de Lorentz, dadas pelas
eqs.(20.58-20.61), e obtemos

dy; = v (dyy — v dtpy) =7 (ul, —v) dia, (23.5)
Y
v vV Uy,

Dividindo as eqs.(23.4-23.6) pela eq.(23.7), obtemos a rela¢do desejada entre @ e @y que,
em componentes, tem a forma

Uy
CA— 23.8
YT i) (228)
ul, — v
uJ 11— ug];\/j/cg ) ( 39)
- M . (23.10)

v (1= vuy/c?)

Estes resultados permitem conhecer u;, a partir de ), e ¥. Como no caso das tran-
formagoes de Lorentz, discutidas na aula 21, a solu¢ao para a operacao inversa pode ser
obtida trocando os indices J e M e o sinal de v: J <> M, v— — v. Assim,

o uy
= 23.11
m vy +vuh/c?)’ ( )
v
y uy+v
W, = v (23.12)
M 1+vuY/c?
wi = el . (23.13)

v (1+vul/c?)

Note que, nos dois conjuntos de relagoes, as expressoes para as duas componentes da
velocidade perpendiculares a v sao semelhantes entre si, mas diferentes da componente
paralela a v.
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Os resultados (23.8-23.10) e (23.11-23.13) representam as regras relativisticas para a
adi¢ao de velocidades. Para tornar mais claro os seus significados apresentamos, a seguir,
algumas aplicagoes.

e exemplo 1.
Maria, no referencial Sy, observa Joao passando para a direita, com velocidade v = vf.

Pedro também passa por Maria, com velocidade ), = u;', como mostra a figura 23.1.
Qual a velocidade u;, de Pedro relativamente a Joao?

& E. 8-

Figura 23.1: Os movimentos de Joao e Pedro, observados por Maria.

Segundo a mecanica classica, tal velocidade seria

i =iy — U= (0,u —v,0) (23.14)

wi o= 0, (23.15)
y u—v

uJ - 1—w U/C2 ) (2316)

w; = 0. (23.17)

Esses resultados podem ser agrupados na expressao vetorial,

Ty = (01“;” o) . (23.18)

—vu/c?

A comparagao com a eq.(23.14) indica que ela é diferente da classica. Para explorar este
resultado, consideramos uma situagao particular, em que Joao move-se para a direita em
relagdo a Maria, com velocidade ¢ = 3¢/ 5;‘ e Pedro move-se para a esquerda em relacao
a Maria, com velocidade iy, = —4c¢/5 ] Num caso como este, a previsao cldssica para
a velocidade de Pedro relativamente a Jodao seria @4 = (0, —7¢/5,0), que corresponde a
uma velocidade para a esquerda, com mdédulo maior do que c. Ja a previsao relativistica
é iy = (0,—35¢/37,0), cujo médulo é menor do que c. Deste modo, a regra relativistica
de adicao de velocidades produz um resultado coerente com o fato de ¢ ser a velocidade
limite.
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e exemplo 2.

Joao esta numa plataforma, que se move paralelamente ao eixo y, com velocidade
U= Uj, em relacao a Sy, onde estd Maria. Sobre esta plataforma, existe um corpo que se
move segundo o eixo z, com velocidade u; = wi, em relacao a origem de S, como indica
a figura 23.2. Quais sao as previsoes classica e relativistica para a velocidade do corpo,
relativamente a Maria?

Figura 23.2: Os movimentos do corpo, e de Maria, observados por Joao.

A prescrigao cléssica fornece
a5y = (u,v,0) , (23.19)

enquanto que, na relatividade, de acordo com as eqs.(23.11)-(23.13), temos
T = (E,U,()) . (23.20)
Y

Se, por exemplo, adotarmos, v = 3¢/5 e u = 4¢/5, temos @, = (4¢/5,3¢/5,0) e Uy =
(16¢/25,3c/5,0), cujos, médulos sido, respectivamente, |i5;| = c e |dy| = V481 ¢//625.
Assim, novamente, notamos que o calculo relativistico é consistente com o fato de que o
modulo da velocidade de um corpo tem de ser sempre menor do que c.

¢ 0 limite de baixas velocidades

Quando dois observadores se movem relativamente, com velocidade v, sendo v << ¢,
podemos desprezar o quociente v/c nas eqs.(23.8)-(23.10) e escrever a relacao vetorial
aproximada u; = i;—. Este resultado é formalmente parecido com as transformagoes de
Galileu, utilizadas na mecanica classica. Entretanto, isso nao significa que esta mecanica
newtoniana seja um caso limite da relatividade, j4 que as duas teorias correspondem a
visoes do mundo muito diferentes.
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e exemplo 3. a velocidade da luz

No interior de um trem existe uma fonte de laser, que emite um feixe horizontal,
formando um angulo ar com o eixo do trem, como mostra a figura 22.3. Quando o trem
se move ao longo do eixo y, com velocidade v = vj, qual é a velocidade da luz em relacao
ao solo?

LASEQ
)
rd 1 »
at / ¥
x w2

Figura 23.3: O laser e o seu feixe, vistos do referencial do trem.

Neste tipo de questao, é conveniente pensarmos no feixe de laser como sendo composto
por muitos fotons, cada um deles com velocidade

ér = (csenar, ¢ cos ar,0) (23.21)

no referencial do trem. A velocidade de cada féton em relagdo ao solo pode ser obtida
por meio das eqs.(23.8)-(23.10) e suas componentes sao

csen ar

T = 23.22
‘s v(1 —wvcosar/c)’ ( )
y C Cos ar — v

= 23.23
s 1—wvcosar/c’ ( )
& o= 0. (23.24)

Para interpretar este resultado calculamos, inicialmente, o médulo do vetor ¢g, dado por

(1 —v%/c?) * sen?ar + (ccos ar —v)*

Cs|? = =c. 23.2
5] (1 — v cos ar/c)? ¢ (23.25)

Assim, o médulo da velocidade da luz em relacao ao solo é também igual a ¢, indepen-
dentemente dos valores adotados para v e ar. Este resultado indica que as regras de
adicao de velocidades, obtidas nesta aula, sao compativeis com o segundo principio da
relatividade, segundo o qual o mddulo da velocidade da luz no vacuo é sempre o mesmo
em qualquer referencial inercial.

E interessante notar que, neste problema, a direcao da velocidade da luz depende do
referencial. Para determinar o angulo ag, entre o feixe de laser e o eixo y, no referencial



246 CAPITULO 23. ADICAO DE VELOCIDADES

do solo, escrevemos ¢s = (¢ sen ag, ¢ cos ag,0) e comparamos com as eqs.(23.22)-(23.24),
obtendo

sen ar

sen ag (23.26)

v(1 —wvcos ar/c)’

cos ar —v/c
= . 23.27
cosas 1 —wvcosar/c ( )

Deste modo,

ag = arctan [sen a (cos ar — E)] . (23.28)
Y c

Nos casos particulares em que o feixe de luz é paralelo ou antiparalelo a velocidade do
trem, temos ar = 0 e ap = 7 e os vetores velocidade da luz sao dados, respectivamente,
por ¢y = ¢s = (0,¢,0) e &r = ¢s = (0, —c,0), respectivamente. Por outro lado, quando o
laser é orientado perpendicularmente ao trem, temos ar = 7/2 e, portanto, os dois vetores
sao diferentes, apesar de terem os médulos iguais: ¢ = (¢,0,0) e ¢s = (¢/v, —v,0).

e exemplo 4: o decaimento do 7°

Na fisica das particulas elementares, sdo comuns os processos em que uma particula
pode decair em outras duas. Por exemplo, um méson 7, neutro, representado por 7°,
pode decair em dois fétons, num processo representado por 7 — ~v. Nosso interesse,
neste problema, é determinar o angulo entre os dois fétons provenientes do decaimento,
porque esse angulo pode ser medido em experimentos. Em geral, nesses experimentos, o
79 que decai estd em movimento. Por isso, neste exemplo, supomos que a velocidade do

70, antes do decaimento, seja ¥ = j, no sistema S; do laboratério.

¥ £
z ce
/ : s

“I\/\y‘f

<Y

s
Y \\J’ 9"

Xb/a Ju\a':

Figura 23.4: O decaimento do 7°, nos referenciais Sp e Sy.

Para resolver este problema, é conveniente raciocinar, inicialmente, no referencial Sg,
onde o 7 estd em repouso. Neste referencial, a descricao do problema é mais simples,
pois a quantidade de movimento do pion é nula e os fétons tém velocidades opostas, como
mostra a figura 23.4a. Sem perda de generalidade vamos supor que as velocidades dos
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dois fotons, designados por a e b, estejam contidas no plano yz, e escrevemos

Cra = (0,ccos ag,csen ag), (23.29)

Cry = (0,—ccos ag,—csen ag) . (23.30)

Usando as eqs.(23.11)-(23.13), podemos escrever os vetores velocidades dos fétons no
referencial do laboratério como

o cCcosap +v csen ap
.= (o, , 93.31
‘L < 1+ v cos ag/c y(1+ v cos aR/c)) ( )
. —C COS ap + v —C sen ap
=10 . 23.32
Ly ( "1 —wcos ar/c’ y(1—wv cos aR/c)> ( )

Para determinar o angulo entre Cre € Crp, usamos o fato de que o produto escalar de
dois vetores quaisquer A e B sempre pode ser escrito como A - B =| A || B | cos®,
onde 6 é o angulo entre A e B. Como no exemplo 3, eq. (23.25), podemos mostrar que
| ¢La |=| cry |= ¢. Por isso, para o angulo entre as velocidades dos dois f6tons provenientes
do 7Y, podemos escrever

Cla * CLp It s v3(1+sen?ag)/c?

c? 1 —v2cos? ag/c?

(23.33)

cosfy =

E interessante comparar este resultado com o correspondente produzido pela mecanica
classica. Usando a regra neutoniana para a adicao de velocidades, as velocidades dos
fétons no referencial S, seriam

& = (0,ccosagr +wv, csen ag) (23.34)
&4 = (0,—ccosagr+ v, —csen ag) (23.35)
e, portanto,
= = -1 2/.2
cos s = La Lb +v/e . (23.36)
|Cral [Cr0] V(1 +0v2/c2)? — 402 cos? ag/c?

Este resultado cldssico ¢ bastante diferente do relativistico, dado em (23.33). A im-
portancia desse fato é que, em principio, o angulo 6, pode ser observado por meio de
experimentos e, portanto, através de medidas, podemos determinar qual das duas teorias
descreve melhor a natureza.

e exemplo 5: o decaimento do K"

Um outro decaimento envolve o méson K, sem carga elétrica, que pode se transformar
em dois mésons m, com massas iguais e cargas elétricas positiva e negativa, denotados por
7t e m~, respectivamente. Estes mésons sao chamados de kaons e pions, por simplicidade,
e o decaimento ¢ representado simbolicamente por K — 77~
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RN
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<

Figura 23.5: O decaimento do K, nos referenciais Si e Sp.

No sistema de referéncia S, em que o kaon estd em repouso, a conservacao de momento
obriga que as velocidades dos dois pions tenham moddulos e direcoes iguais e sentidos
opostos. Em Sgi, o médulo das velocidades pode ser determinado a partir dos dados
experimentais como sendo ug = 0,83 ¢c. Supondo que, neste sistema, as trajetérias dos
dois pions estejam contidas no plano yz e que o angulo entre a velocidade do 71 e o eixo
Y seja ag, como mostra a figura 23.4, podemos escrever

Ury = (0,ug cos ag,ur senag) , (23.37)

ug- = (0,—ug cos ar, —ugsenag) . (23.38)

Nos experimentos realizados no sistema Sy, do laboratério, os kdons que decaem nao
estao, em geral, em repouso. Por isso, neste exemplo, estamos interessados em determinar
as velocidades dos pions resultantes do decaimento em Sy onde o kaon se move com
velocidade v = vj. Como o kaon estd em repouso no sistema Sg, U é também a velocidade
relativa entre os referenciais Sy, e Sg. Usando as eqs.(23.11-23.13), podemos escrever, em
componentes, as velocidades dos dois pions como

up, = 0, (23.39)
UR COSQR + U

(- 23.40
YL+ 1 +vugcosag/c?’ ( )

URrSsen ar
z = 23.41
YL+ (1 + vugcosag/c?)’ ( )

w_ =0, (23.42)

y _ —URCOS R + v 23.43
Y- 1 —vugcos ar/c?’ (23.43)

—URSEN R
= : 23.44
UL- ¥(1 — vugz, cos ag/c?) ( )

Estes resultados determinam . e @y em funcao dos dados ur € ap e indicam que, em

+ R R )
geral, os dois pions terao velocidades diferentes, em modulo e orientagao, no referencial
do laboratoério, como indica a figura 23.4b.
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Na fisica das particulas elementares, as velocidades envolvidas sao, em geral, com-
pardveis & da luz. Mesmo em um processo como o K® — 777, que nao tem nada de
excepicional, as velocidades dos pions em Sg ja sao de 0,83 c¢. Por isso, o estudo das
particulas oferece muitas situacoes onde ¢é possivel testar, experimentalmente, as pre-
visoes da relatividade contra as da mecanica classica. Uma delas ocorre neste exemplo.
Enquanto, na sistema Sg, o angulo entre os momentos dos pions é 180°, em Sy, ele é
menor e pode ser obtido a partir do produto escalar entre as velocidades dos dois pions.
Chamando de 6, este angulo, temos

Ur+ - UL —

0, = —+ 1~
O = Tu |

(23.45)

e, portanto, ele pode ser obtido a partir das eqs.(23.39)-(23.44). Efetuando os célculos,
encontramos

2

2 4 22 4 02 2 2
—uf + v* 4+ upv® sen‘ag/c

\/[ng +v? — u?QOSGTlQOZR/CQ]2 — 41@{1}2 cos? ap

cosly, = (23.46)

Neste problema, o resultado correspondente do calculo classico pode ser obtido tomando
o limite ¢ — oo do resultado relativistico. Fazendo isso, obtemos

—u% + v?

Vg + 0?2 — duZv?costag

cosfs = (23.47)

Como no caso discutido no exemplo 4, as previsoes da relatividade e da mecanica
classica sao diferentes entre si e podem ser discriminadas por meio de experimentos.

Finalmente, podemos adquirir um sentimento acerca das ordens de grandeza deste pro-
blema consideramos, inicialmente, a situacao particular em que ar = 0, que corresponde
a

= _ 23.4
UL+ <OJ 1 +”UUR/C2’O) ) ( 3 8)
- URr — VU

_ = |0, /———,0]) . 23.49
. (,1_UW#§,) (23.49)

Supondo, por exemplo, que v = 0,5 ¢ e adotando o valor experimental ug = 0,83 ¢, temos
Ur+ = (0,0,94¢,0) e ur— = (0,0,56 ¢,0). Por outro lado, se ag = m/2, obtemos

iy = (0,v,ug/y) , (23.50)
U = (0,v,—ugr/7y) . (23.51)

e, assim, U, = (0,0,5¢,0,72¢) e iy = (0,0,5¢,—0,72¢).
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e exercicios

1. Considere a situacao descrita no exemplo 1. Calcule a velocidade de Pedro relativa-
mente a Joao:

a) no caso em que ambos tém a mesma velocidade em rela¢ao a Maria.

b) quando ¢ = 3¢/ 5 e iy = 4e/ 57. Qual é a razdo entre o médulo desta velocidade e a
previsao classica?

2. Ana estd num carro, que se move para a direita com velocidade v = vj', ao longo de
uma estrada retilinea, paralela ao eixo y. Num dado ponto desta estrada esta Pedro, no
interior de um carro parado. Ana passa por Pedro e, depois de decorrido um intervalo
de tempo T, no referencial do solo, Pedro passa a perseguir o carro de Ana, com uma
velocidade ug, (ug > v). Tomando como origem a passagem de Ana por Pedro, determine:
a) o instante e a posigao da saida de Pedro, nos referenciais do solo e de Ana;

b) o instante e a posigao em que Pedro alcanga Ana, nos referenciais do solo e de Ana;
c) a velocidade de Pedro em relagao a Ana, usando os resultados anteriores.

d) a velocidade de Pedro em relagdo a Ana, usando as regras de adigao de velocidades,
egs. (23.8-23.13).

3. Um trem move-se para a direita em relacao ao solo, com velocidade v = vf e, No seu
interior, existe uma fonte de luz, que emite um feixe vertical.

a) calcule o vetor velocidade do feixe de luz em relagao ao solo;

b) usando o resultado do item anterior, calcule o médulo, a diregao e o sentido da velo-
cidade da luz, em relagao ao solo.

4. Maria estda parada na origem do referencial S);, enquanto que Joao desloca-se com
velocidade constante v = vj ao longo da reta z = L, z = 0, como mostra a figura 23.6. No
instante em que Joao cruza o eixo z, Maria parte ao seu encontro, com uma velocidade
Ups-

a) determine o valor de u supondo que o encontro ocorra no instante 7', em Sy;.

b) neste caso, qual é o vetor velocidade de Maria relativamente a Joao?

<

3
t"’\

e\

Figura 23.6: A situacao do exercicio 4.
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e respostas
2. a) evento F; — Ss:(0,0,0,7); Sa: (0,—yvT,0,7T)
b) evento Ey — Sy : (0, %527, 0; 2570); Sy 2 (0,0,0; -5 15)

? y(us—v)
C) e d) 'IzA = %]

3.a)cs:(0,V,c/v)

b) |¢s| = ¢, o feixe de luz faz um angulo ag = tan™![c/(yv)] com o eixo y e o sentido é
ascendente.

4.a) iy = L/Ti+vj

b) @y =~ L/T7
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Capitulo 24

relatividade: transformacoes
de campos e densidades

Na teoria da relatividade, as quatro coordenadas de um evento sao grandezas dependentes
do referencial. Nesta aula e nas seguintes, mostramos que os campos elétrico e magnético
também sao grandezas dependentes do referencial. Isto quer dizer que, se houver veloci-
dade relativa entre dois observadores, fendomenos que um deles atribui ao campo elétrico
podem ter uma componente magnética no outro, e vice-versa.

Talvez o exemplo mais famoso desta relatividade dos campos seja a explicacao da
corrente induzida que se observa quando ha movimento relativo entre um ima e uma
espira. Consideremos, por exemplo, um ima em forma de barra e uma espira circular,
como na figura 24.1, e as explicagoes para a origem da corrente induzida, nos referenciais
ST, do ima e S¥, da espira. Nos dois referenciais, a corrente que aparece na espira quando
ha movimento relatlvo entre os dois corpos, é explicada com base em forcas que agem
sobre os elétrons da espira, dadas pela expressao de Lorentz: F= q(E + U X B)

o

Figura 24.1: O ima e a espira.

253
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Entretanto, para o observador Joao, no referencial S’ sé existe campo magnético, e ele
explica a corrente na espira por meio de uma forca dada por FJ = q(v x B’ ). J& para
Maria, que esta no referencial Sg, a forca sobre os elétrons decorre do campo elétrico
devido a variacao temporal do campo magnético do ima e, portanto, ela observa uma
forca FM = q(EM ). Como se trata de um tnico fenémeno, descrito por dois observadores
diferentes, deve haver uma conexao entre as duas explicacoes e, portanto, entre B’ e EM.

Esta questao tem grande relevancia historica, pois ela aparece no primeiro capitulo do

artigo intitulado SOBRE A ELETRODINAMICA DE CORPOS EM MOVIMENTO, no
qual Einstein apresenta a teoria da relatividade restrita, em 1905. Segue, abaixo, uma
tradugao deste primeiro pardgrafo:
“E sabido que a eletrodinanimca de Mazwell - como usualmente entendida no presente
- quando aplicada a corpos em movimento, conduz a assimetrias que nao parecem ser
werentes aos fenomenos. Tome, por exemplo, a acao eletrodinamica reciproca de um ima
e um condutor. O fenomeno observdvel aqui depende apenas do movimento relativo entre
o condutor e o ima, enquanto que a visao costumeira estabelece uma distincao clara entre
0s dois casos nos quais ou um ou o outro dentre estes corpos estd em movimento. Pois, se
0 ima estd em movimento e o condutor esta em repouso, aparece na vizinhanca do ima um
campo elétrico com uma certa energia definida, produzindo uma corrente nos lugares onde
as partes do condutor estao situadas. Mas, se o ima estd em repoouso e o condutor em
movimento, nao aparece campo elétrico na vizinhanc¢a do ima. No condutor, entretanto,
encontramos uma forca eletromotriz, para a qual ndo existe energia correspondente, mas
que dd origem - supondo a iqualdade do movimento relativo nos dois casos discutidos - a
correntes elétricas de mesma trajetoria e intensidade que aquelas produzidas pelas forcas
elétricas no caso anterior.”

Na relatividade, admitimos que o eletromagnetismo é uma boa teoria fisica. Com isso,
queremos dizer que a equagoes de Maxwell e a for¢ca de Lorentz devem ser covariantes, ou
seja, ter a mesma forma em todos os referenciais inerciais. Por isso, a relagao geral entre as
formas dos campos elétricos e magnéticos, observados por duas pessoas diferentes, Maria
e Joao, situadas em referenciais inerciais com movimento relativo, é obtida supondo que
as equagoes de Maxwell sejam validas nestes dois referenciais.

e a invariancia da carga elétrica

A carga elétrica é a entidade central do eletromagnetismo e o seu papel na relatividade
é, também, bastante especial: o seu valor independe do referencial. Quaisquer observado-
res, com velocidades relativas constantes, medem sempre o mesmo valor para a carga de
um sistema. Por exemplo, se a carga elétrica deste sistema vale ¢ no referencial de Maria,
ela também vale g no referencial de Joao. A carga é um invariante relativistico e, por isto,
a designamos simplesmente por ¢, e nao por ¢™ ou ¢’. A carga elétrica tem, portanto,
um status na relatividade, semelhante ao da velocidade da luz.

Esta caracteristica da carga nos permite concluir, imediatamente, que as densidades
de carga e de corrente devem depender do referencial. No caso da densidade de carga,
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isto ocorre porque ela representa uma carga distribuida por um volume e este depende
do referencial, pois é afetado pela contracao do espacgo. Ja a densidade de corrente esta
associada as velocidades das cargas, que também dependem do referencial.

e a covariancia das equacoes de Maxwell

No referencial Sj;, onde esta Maria, existe um sistema de cargas elétricas, que podem
estar tanto em repouso como em movimento e ela pode, a partir das equacoes de Maxwell,
calcular os campos elétrico EM ¢ manético BM. J 0ao, por outro lado, esta no referencial
Sy, que se move com velocidade v = vf, relativamente a Maria. Neste referencial, ele
também pode observar o mesmo sistema de cargas e pode, por meio das equagoes de
Maxwell, obter os campos E7 e BY.

Para obter as relacoes entre as vérias grandezas eletromagnéticas nos dois referenciais,
consideramos uma situacao genérica em que, no referencial de Joao, sao conhecidas as
distribuicoes de cargas e de correntes de um dado sistema fisico. Este sitema pode ser,
por exemplo, uma usina hidroelétrica, uma barra metélica carregada, um préton, uma
espira percorrida por uma corrente, um atomo de hidrogénio...

No seu sistema de referéncia, Jodo observa os campos elétrico £ e BY, criados pelas
cargas e correntes, e os descreve usando as suas coordenadas espago-temporais 7y e t, e
juntamente com as equagoes de Maxwell que, para ele, sao dadas pelas expressoes:

o o T(F t
VJ'EJ(FJ7tJ) = P (7;]7 J> ; (241)
0
.o B (7},
V7 x B (7)) = — 9B (7, ts) : (24.2)
oty
o oa o OE’ (7,1
V‘] X BJ<TJ,tJ) = ,uo ]J(T’J,tj) —|— ,Ltogo # . (243)
v’ B (7, t) =0, (24.4)
onde
- 0 0 = 0 -
S = + —— k| . 24.
\Y 6xJZ+8yJ‘7+8zJ (24.5)

J4 Maria, no referencial Sy, usando as coordenadas 7y; e t57, observa os campos EM
e BM e as distribuicoes de cargas e correntes p™ e 7M. Para Maria, os campos também
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sao determinados pelas equacoes de Maxwell que, agora, tém a seguinte forma:

o o Mz ¢
VM B (g, 1) = BT O;M’ ) (24.6)
0
= B BM (7, t
T BV (g, tay) = — 2B Ear) (24.7)
Oty
= M SM/— 2M /- 8EM(FM,tM)
Vo BY (P tar) = po 37 (P tar) + iogo B TR (24.8)
M
VM. BM (7 ) =0, (24.9)
sendo
- 0 0 o -
M= L+ k| 24.1
v 8xMZ+8yMj+8zM (24.10)

Ao escrever as equacoes de Maxwell com a mesma forma matemaética nos dois refe-
renciais, admitimos implicitamente o que é conhecido como covariancia destas leis fisicas.
Note que esta covariancia ndo significa supor as igualdades entre os campos E7 e EM , ou
entre BY e B, e nem das fontes de cargas p’ e pM e de correntes j7 e 7M. Na verdade,
a covariancia das equacoes de Maxwell significa que as relagoes entre campos e fontes
sao as mesmas nos dois referenciais. Esta questao é muito importante e o seu significado
somente podera ficar totalmente claro depois da discussao dos seus detalhes técnicos.

e a transformacao dos campos
Para relacionar as observacoes do mesmo sistema fisico feitas nos referenciais Sy e S7,
supomos que a velocidade de Joao relativamente a Maria seja ¥ = vj e que o evento de

referéncia seja o cruzamento de suas origens:

evento de referéncia R:

Su: (. yng, Zagsthy) = (0,0,0;0)
SJ : (x?,y?,z?;t}}) = (0707();0)

Neste caso, as transformagoes de Lorentz sao dadas pelas eqs.(20.58-20.61):

Ty =y, (24.11)
vy = v(ym —vty) (24.12)
Z] = ZM , (24.13)
ty =ty —vyn /), (24.14)
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como v = 1/4/1 —v?/c2.

Para obter as propriedades de transformacao dos campos consideramos, inicialmente,
as equagoes que nao contém cargas ou correntes, correspondentes as leis de Faraday e
Gauss magnética. Em coordenadas cartesianas, as eqs.(23.2) e (23.4), em S”, sdo escritas
como

oE! OE! 9B’

-4t =- - 24.1

8yj 82’] atj ’ ( 5)

J J 0B/
OF, 9B __ 95 (24.16)
GzJ 8$J 8tJ
OE’ J J

v OB 0B (24.17)
al‘] 8yJ 8tJ
B/ 0B/ B/’
0 + 9B, =0. (24.18)

81’] 8yJ 82J

No referencial Sy, por outro lado, as eqs.(23.6) e (23.8) correspondem a

oEM  OE)M oBM

= 24.1

8yM 8zM 8tM ’ ( 9)
0E£4 8Eé” 8334
@ZM B 81‘]\/[ T 8tM ’ <2420)
OEM M M

L OF; = — OB, , (24.21)
0z oymr Otmr

M 9BM M
95, + =+ 9B . (24.22)

Oz oym Oz

O nosso problema consiste, agora, em traduzir um desses conjuntos de equagoes no ou-
tro. Para fixar idéias, consideramos o caso Sy — S;. Com este objetivo, inicialmente re-
lacionamos as coordenadas espaco-temporais dos dois sistemas, usando as transformagoes
de Lorentz. Uma funcao genérica f[zM yM, zM;tM] das coordenadas do referencial S™
pode ser reexpressa em termos das coordenadas do referencial Sy, e passa a ser escrita

como f[xM(xJ7 ij ZJ) tJ)7 yM(va yJ7 ZJ)7 ZM<mJ7 ny ZJa tJ)v tM(xJa yJa ZJa tJ)] As deriva-
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das desta funcao, nos dois referenciais, sao relacionadas pela regra da cadeia:

0 8$J 0 ayj 0 (9zJ 0 8tJ 0

Dy~ Oryy By Oua gy | 0wy Oz Oy 01,0 R
TR T R TR R aRE rE TR
vl vk R =vE s =k it vk D
an - g:; aiJ + gf,; ai, + g:; ai, + gfﬂ‘; a% . (24.26)
Das relacdes (24.11)-(25.14), decorrem as igualdades:

ggﬂi - g;; - aaafL B ggi; - 5;; =0 (24.27)
g:; - gzy; - aa,:; - gjﬂj - gf; =0, (24.28)
(%; - a%; =1, (24.29)
a%; - (%I =7 (24.30)
%; -7 % ) (24.31)
gt% - (24.32)

Substituindo estes resultados nas eqs.(23.23)-(23.26), obtemos
% - a%, ) (24.33)
@%:7%—7%3%a (24.34)
% - a%, ’ (24.35)
’ 4 i (24.36)

TR TR

Depois desses preparativos, voltamos as duas equacoes de Maxell consideradas, as leis
de Faraday e Gauss magnética, equagoes (24.19-24.22) e, usando (24.33-24.36) e coorde-
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nando os termos, as reescrevemos como

g DB =y o BY] = g [BM] = - oL [y BY -y S B | (2aa)
B - (B = - o b+ b)) e
8%@;4] 5 DVEY v BY] == o5 [ BY 44 G EY] L (2430)
(8] e ) - ([ S ] (B =0, a0

As relacoes entre os campos nos dois referenciais sao obtidas comparando este con-
junto de resultados com as equacdes de Maxwell no sistema S”. Para encontrar a corres-
pondeéncia entre as varias componentes dos campos, consideramos isoladamente os termos
sujeitos as mesmas derivadas das coordenadas. Assim, usando as eqs.(23.15) e (23.37) e
comparando os termos operadaos por 9/9y’, 0/0 27 e 0/0t, identificamos

B = (BY — v BY) (21.41)

El =E) (24.42)

B =~ (Bjc” -2 EM> . (24.43)
C

E natural estender este procedimento as demais equacoes. Entretanto, ao tentarmos
fazer isto com as eqs.(23.16) e (23.38), encontramos uma dificuldade, associada ao fato de
apenas a tltima delas conter um termo envolvendo 9/dy”, indicado entre chaves. Esta
dificuldade pode ser superada notando que a eq.(23.40) também contém um termo sem
equivalente na eq.(23.18), novamente indicado entre chaves. Isto permite que os termos

indesejdveis possam ser eliminados por meio de combinagdes lineares das eqs.(23.38) e
(23.40).

Multiplicando a eq.(23.38) por 7, a eq.(23.40) por v v e somando os resultados, obtemos

0
'yEM—l—”vaM}——

90 [vEM — yvBY|=-—[B)], (24.44)

z

82][

depois de usar v*(1 — v?/c?) = 1. A comparagio com a eq.(23.18) nos fornece, além da
eq.(23.41), as novas relagoes

E! =y (EY +vBY), (24.45)
B] =B} (24.46)
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Um outro resultado é obtido somando as eqs.(24.38) e (24.40), multiplicadas por v v/c?
e 7y, respectivamente:

0 0
B~ 4 Y EM] 2 [pM [ BY 4y 2 EM 0. (2447
oz, |7 Ton BT B T g (24.47)
Esta expressao tem a mesma estrutura que a lei de Gauss magnética, eq.(23.20), e fornece
B! =~ (BZM + 2 EM ) , (24.48)
c

além das eqs.(23.44) e (23.47).

Finalmente, notamos que a comparagao das eqs.(23.19) e (23.40) permite-nos apenas
obter um vez mais as eqgs.(23.43), (23.46) e (23.49).

e resumo parcial: campos
As equagoes (23.41)-(23.43), (23.45), (23.46) e (23.48) constituem as relagoes entre as

componentes dos campos nos referenciais Sy, e Sy, que desejavamos obter. Colocando
todas elas juntas, escrevemos

E] =~ (EY +vBY) , (24.49)
E] =E} . (24.50)
E! =~y (EM—vB)), (24.51)
Bl =y (BY = S EY) . (24.52)
B/ = BM (24.53)
B =~ (B;” + CU—Q Ey) . (24.54)

Estes resultados mostam que as componentes do campo elétrico e do campo magnético
na direcao do movimento permanecem inalteradas, enquanto que as perpendiculares ao
movimento mudam. Por isso, é conveniente escrever E = EH +E e B = BH +B |, onde o0s
simbolos || e L indicam as componentes dos campos paralelas e perpendiculares ao vetor
velocidade. Neste caso, as transformacoes dos campos podem ser escritas de forma mais
compacta, como segue:

E{ =EM, (24.55)
B =~ [Ef T x EM} , (24.56)
Bl =B, (24.57)
Bl =v {éf —~ sz x EM} , (24.58)

(24.59)
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onde usamos U X Eﬁ” =0e ¥ Xx Bﬁ” = 0. As transformadas inversas podem ser obtidas,
como de costume, simplesmente trocando o sinal da velocidade e os rétulos J e M:

EN = y(E]-vB]), (24.60)
M J
EM = EJ, (24.61)
EM = v (E!/+vB]), (24.62)
BM — 4 (Bj +CU—2E;’> , (24.63)
M J
BM = BJ, (24.64)
BM = fy(B;' - %E") (24.65)
ou, alternativamente,
oM J
EM=EY, (24.66)
BM =y [Ej T x EJ} , (24.67)
oM _ RJ
Bl =B/, (24.68)
— — /17 —
BM = 4 {Bi + 5 X EJ] : (24.69)

¢ as transformacoes das densidades de carga e corrente
As relacoes entre as densidades de carga e de corrente nos referenciais S” e Sy; podem
ser obtidas a partir das duas equacoes de Maxwell nao utilizadas na segao anterior, que

representam as leis de Gauss elétrica e de Ampere-Maxwell.

No referencial S, em coordenadas cartesianas, as eqs.(23.1) e (23.3) sdo escritas como

OE? N OE! N oE!  p’

e (24.70)
%ff — 255 = Ho ij + HoEo aa_fj] ’ (24.72)

(24.74)
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J& no referencial Sy, as eqs.(23.7) e (23.9) sao dadas por
OEM OEM 9pEM M
= = =

ot gt g = (24.75)
a@i%j — %ffj = pio ja" + Hogo %f;]:[ ) (24.76)
%fg — gffj = Mo jéw + oo %ffj ; (24.77)
aBéM — e = pio J2" + pogo OB, (24.78)

Para obter as propriedades de transformagao das densidades de carga e de corrente,
substituimos as expressoes (23.33)-(23.36) nas equagoes (?7?)-(??), do referencial Sy, e,
usando pogg = 1/c¢?, obtemos

9 9 M 9 M) — PM 8 M
O T My EM _ 9 [B)'] = o 52" + poe i [v EX + v v B}(24.80)
ayJ v by T o5 Ly aZJ Ko g Ho€o atj Y Ly Y z
0 0 0 v , 0
oz, [B)'] - o, [B] +{8_yj [V;Eéw]} = po Jy" + pogo T [v '] (24.81)
0 0 v , 0
%[By]—a—w[VBM gEZM]:MoJZ +M0808t [v B — v v B{(p4.82)

Para prosseguir, utilizamos as eqs.(23.49)-(??) e expressamos as componentes de £
e BM em termos das de E/ e B7. No caso das eqs.(??) e (??), isto pode ser feito
imediatamente e temos

0 0 0
gy B = 7 [BY] = o ' + oo 5= [E] (24.83)
0 0 0
. [B]] - o, [B]] = o 32" + pogo =~ 5 (E]] . (24.84)

Comparando com as egs.(??) e (?7), obtemos as relagoes entre duas das componentes de
VE
= (24.85)
jl =g (24.56)

No caso das eqs.(??) e (?7), os termos entre chaves impedem a comparagao direta com
as equacoes no referencial S7 e, como anteriormente, precisamos eliminar estes termos
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por meio de combinagoes lineares. Assim, multiplicando a eq.(??) por v e somando com
a eq.(??) multiplicada por —y v/c?, encontramos

9 M M M M
5 1B g B - g [ B e g Y
. )
=po [v (3" —vp™)] + poco - 5 [EM] . (24.87)

Usando 7% (1 — v?/c?) = 1, os resultados (23.49)-(??) e comparando com a eq.(?7?), temos

g =7 () —vp) . (24.88)
Finalmente, multiplicando as eqs.(??) e (??) por v e —y v, respectivamente, temos
0
v EM B+ —[EM]+ —[vyEM - yuBY
azj[ v }_FayJ[y]_‘_aZth YU a:}
_ 7 (PM v M) (24.89)
€o
e a comparacao com a eq.(?7?) fornece
v
p’ =7 (pM = Jﬁ”) : (24.90)

e resumo parcial: densidades

As relagoes entre as densidades de carga e corrente nos sistemas Sy; e S; sao dadas
pelas eqs.(?77?), (?7), (?7) e (??7) e reescritas abaixo:

il =i, (24.91)

gl =7 (M —v M), (24.92)

il =i (24.93)
v o

p’ =~ (7 M= Jf) : (24.94)

Estes resultados mostram que as componentes da densidade de corrente perpendiculares
ao wvetor velocidade nao se alteram, enquanto que a paralela e a densidade de carga
combinam-se entre si.

As transformagoes inversas, que permitem escrever as grandezas Sy, a partir das de
S7. sao obtidas trocando o sinal de v e os rétulos M e J:

e =71 (24.95)
gy = (G +ve’), (24.96)
=il (24.97)

pM =~ (vp +3 Jy> : (24.98)
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E importante notar que as equacoes que regem as transformacoes das densidades de
carga e corrente sao totalmente semelhantes as transformagoes de Lotentz para 7 e t,
apresentadas na aula 20, sendo j andlogo a 7 e p, anédlogo a t.

e covariancia e leis fisicas

Uma das caracteristicas mais notaveis do eletromagnetismo é que as suas leis bésicas,
agrupadas nas equagoes de Maxwell, entre 1860 e 1870, sao compativeis com a relativi-
dade, restrita, uma teoria proposta em 1905. A evidéncia desta compatibilidade é que os
conjuntos de expressoes relacionando os campos E e B e as densidades ?? e j nos referenci-
ais S” e Sy permitem que as equacoes de Maxwell tenham a mesma forma em ambos. Do
ponto de vista histérico, a teoria proposta por Einstein foi baseada no eletromagnetismo,
como indica o préprio titulo do seu artigo de 1905: “SOBRE A ELETRODINAMICA
DOS CORPOS EM MOVIMENTO?”. Depois da relatividade, as equagoes de Maxwell ad-
quiriram o status de uma grande teoria fisica, pois elas sao validas em qualquer referencial
inercial.

Por outro lado, a relatividade mudou a maneira formal de encarar o eletromagnetismo,
uma vez que unificou tanto as densidades de carga e corrente como os campos elétrico
e magnético em entidades maiores. Um aspecto muito interessante deste novo modo de
olhar o eletromagnetismo diz respeito ao conceito de lei fisica. Até o momento, vimos
apresentando as equagoes de Maxwell como um conjunto de quatro leis: Gauss elétrica,
Faraday, Ampére-Maxwell e Gauss magnética. Entretanto, como mostramos na parte
desta aula onde discutimos as transformacgoes dos campos, as leis da Faraday e Gauss
magnética ndo sao independentemente covariantes, pois as tres equagoes (23.19)-(23.21)
nao se transformam nas trés equagoes (23.15)-(23.19) e, também a eq.(23.22) ndo se
transforma na eq.(23.18). Entretanto, o conjunto das quatro eqs.(23.19)-(23.22) se trans-
forma no conjunto das eqs.(23.15)-(23.18). Isso indica que, na relatividade, as leis de
Faraday e Gauss magnética passam a ser componentes de uma unica lei maior. Com
as leis de Gauss elétrica e de Ampere-Maxwell acontece algo analogo, pois a covariancia
relativistica somente ocorre entre os dois conjuntos de quatro equagoes, (23.69)-(23.72)
e (23.73)-(23.76). Assim, na relatividade, as quatro equagoes de Maxwell se fundem em
duas leis independentes.
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e exercicios

1. Usando os resultados obtidos nesta aula, mostre que as combinagoes de campos E?— B2
e F - B sao invariantes por mudanca de referencial. Para tanto, basta mostrar que
(E7)? — (B7)? = (EM)? — (BM)? e que E/ - B/ = EM . BM. Essas invariancias sio

muito importantes. Vocé consegue imaginar porquée?

2. Usando os resultados dados pelas eqgs.(23.33)-(23.36) e (23.49)-(23.54) mostre que, por
uma mudanga de referencial, a lei de Faraday em Sj; se transforma numa combinagao
linear das leis de Faraday e de Gauss magnética em S;. Obtenha o valor dos coeficientes
desta combinagao e interprete os seus significados no limite v — 0.

e resposta
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Capitulo 25

eletromagnetismo: mudancas de
referencial

e exemplo 1

Joao viaja num trem, onde existe uma barra em forma de paralelepipedo, de lados a,
b e ¢, na qual uma quantidade de carga () esta distribuida uniformemente. Este trem se
move para a direita em relacao a Maria, que estd parada numa estacao, com velocidde
¥ = vj, ao longo do eixo y. Os referenciais S; e Sy, , onde estdo Jodo e Maria, sdo
mostrados na figura 25.1. Neste exemplo, desejamos determinar as densidades de carga e
corrente observadas por Joao e Maria.

ey e

Figura 25.1: Os referenciais de S; e S)y;.

Como a barra estd em repouso em relacao a Joao, as densidades em S; sao dadas por

plo= (25.1)

il = 0. (25.2)
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Estes resultados e as eqs.(23.93)-(23.96) permitem obter as densidades em relagao a Maria:

g =0, (25.3)
) vQ
]fy:’ﬂfﬂ‘]:v%> (25.4)
=0, (25.5)
M J 7Q
_ _ =% 25.6
p V= (25.6)

O resultado para p™ pode ser explicado notando que, no referencial Sy, o lado da barra
paralelo ao movimento relativo aparece contraido por um fator v e o volume da barra é,
portanto, dado por a(b/7v)c. Por outro lado, a quantidade de carga () é um invariante
relativistico e o seu valor é o mesmo para qualquer observador. Assim, a densidade de
carga para Maria é, de fato, dada por p™ = Q/a(b/v)c =~ Q/abc.

O resultado obtido para a densidade de corrente também pode ser explicado em termos
geométricos. Para tanto, lembramos que, no referencial Sy, a corrente elétrica I*é dada
pela quantidade de carga d@), que atravessa uma superficie matematica perpendicular a
velocidade, num intervalo de tempo dt;;. Na figura 24.2 sao representadas as situacoes
nos instantes ty; e tyr + dtps, onde a regiao hachurada corresponde a parte da barra que
atravessou a superficie matematica no intervalo de tempo dt);. O volume desta regiao é
dado por a(v dty;)c e contém a carga d Q p* a(v dty)e. Portanto, a corrente em Sy, vale

dQ vQ
M _ _ M _
I = g —acvpt =vos. (25.7)

INSTANTE ty LS INSTANTE  tpp +dtpg

“—— b/Y-I—P
-3 ,7%,-

1
) 1
SUPERFICIE SUPERFICIE
MATEMATICA MATEMATICA

vdt

v

Y

Figura 25.2: A barra no referencial Sy;, em dois instantes diferentes.

A densidade superficial de corrente é, portanto, um vetor paralelo ao eixo y, cujo
modulo vale

™ v Q
M
Ty ac v abc ( )

Esta densidade de corrente esta relacionada a densidade de carga por

M

7Y =Tpu . (25.9)
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e exemplo 2

E dado um capacitor plano, no vacuo, formado por duas placas paralelas, quadradas,
de lados L, separadas pela distancia d e carregadas com cargas +@Q e —(Q).

Consideramos, neste exemplo, o caso em que este capacitor estd em repouso no refe-
rencial Sy, com as placas dispostas paralelamente ao plano xy. Este referencial, por sua
vez, move-se para a direita em relagao Sy, e o nosso problema consiste em determinar os
campos e densidades de carga e corrente nos dois referenciais. Esta situagao esta ilustrada
na figura 25.3.

Figura 25.3: O capacitor nos referenciais S; e Syy.

Neste problema, podemos antecipar que, no sistema S, existe apenas um campo ele-
trostatico, pois as placas estao em repouso. J& no referencial Sy;, o capacitor se move,
arrastando consigo as cargas e dando origem a correntes. Por isso, Maria observa campos
elétricos e magnéticos.

Para descrever estes campos, inicialmente colocamo-nos no referencial S;. Como nao ha
cargas em movimento e nem campos elétricos variaveis com o tempo, o campo magnético
vale B7 = 0. Se considerarmos que a distancia d, entre as placas, ¢ muito menor do que
o comprimento L dos lados, podemos desprezar os efeitos de borda e supor que o campo
elétrico seja nulo fora do capacitor. Neste caso, E7 pode ser calculado por meio da lei
de Gauss. Para tanto, tomamos uma superficie gaussiana (matematica) na forma de um
cilindro de raio r e altura a, com a base superior dentro do condutor e a inferior entre as
placas, como indicado na figura 25.4.

O fluxo do campo elétrico através da parte da superficie gaussiana imersa no condutor
¢ nulo porque, nesta regiao, E7 = 0. O mesmo acontece com o fluxo através da parede
lateral do cilindro, uma vez que ai a sua normal é perpendicular a E7. Assim, o fluxo
através de toda a superficie é dado por

bpr=nr* B, (25.10)
Por outro lado, a lei de Gauss permite escrever
Gt 71 07

Pps = = —, (25.11)
€0 €0
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-=-—-]
+++++++++!+++I++++++++ ¥/
1

1
VISTA LATERAL _y | :

DO CILINDRO I] 1'

GAUSSIANO E

(]

Figura 25.4: O capacitor no referencial S;.

onde o’ é a densidade superficial de cargas, dada por ??. Deste modo obtemos, para o
modulo do campo elétrico,

A 3 (25.12)
J
B = Z—O_goQLQe. (25.13)

o vetor campo elétrico E , quando se desprezam os efeitos de borda, vale E7 = 0, fora das
placas, e

Q

€0L2 ’

ol

B

(25.14)
entre elas.

Para obter os campos e as correntes no referencial S);, existem dois procedimentos
alternativos:

1. calculam-se as densidades de carga e corrente por meio dos resultados obtidos na aula
24 e, em seguida, calculam-se os campos usando as equagoes de Maxwell. Simbolicamente,
este procedimento ¢ representado por (p”,j7) — (pM,jM) — (EM, BM).

2. calculam-se os campos, usando os resultados da aula 24 e, a partir deles, as densidades,
por meio das equacdes de Maxwell. Ou seja, (E7, B7) — (EM, BM) — (p™, ™).

Os resultados obtidos destes dois modos sao sempre totalmente equivalentes, indi-
cando a completa consisténcia entre as regras de mudanca de referencial e as equacoes
de Maxwell. Na verdade, é precisamente este o significado da covariancia das leis basicas
do eletromagnetismo. Para deixar evidente esta equivaléncia calculamos, em seguida, as
grandezas no referencial Sy, através dos dois procedimentos.
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Procedimento 1: (pJ,jJ) — (pM,]M) — (EM,EM)

O primeiro passo ao longo deste caminho é conhecer as densidades no referencial Sy,
a partir dos dados no referencial S;. Existe, entretanto, um pequeno problema prelimi-
nar, uma vez que as leis de transformacao obtidas na aula anterior envolvem densidades
volumétricas de carga, enquanto que os dados do capacitor referem-se a densidades su-
perficiais de carga. Para relacionar estas duas grandezas, notamos que uma densidade
superficial de carga corresponde, na verdade, a um conjunto de cargas distribuido por uma
regiao de espessura muito pequena. No caso do nosso capacitor plano, as cargas estao
predominantemente nas superficies internas das placas, como indicado na figura 25.5.

Figura 25.5: As cargas no capacitor plano.

Chamando de 0 a espessura desta camada de cargas e lembrando que a quantidade de
carga nela contida é (), podemos escrever

Q=0c’L?=p’ 5 L*, (25.15)
e, portanto,
J
=2 (25.16)
)
As densidades volumétricas de carga e corrente na placa superior sio p/ = Q/6L?* e

77 = 0. Usando as eqs. (22.37)-(22.40), obtemos

Q
pM = 7[)‘]:%, (25.17)
™M v%. (25.18)

Como no exemplo anterior, p™ incorpora o efeito de contracao das placas e M = &
b
pois o capacitor tem as caracteristicas indicadas na figura 25.6.

Para calcular os campos no referencial S);, é conveniente reescrever estes resultados
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Z LA

>

DNENEAS
A/

Figura 25.6: O capacitor no referencial Sy;.

&

em funcao da densidade superficial de carga o e da corrente elétrica. Para tanto, multi-
plicamos estas duas expressoes por ¢ e 0 L, respectivamente, e obtemos

oM = ~o :7%, (25.19)
™M = vv%- (25.20)

O campo elétrico no referencial de Maria aponta na direcao —k e 0 seu médulo é determi-
nado a partir da lei de Gauss elétrica, para uma superficie como a da figura 25.4, e dado
por

oM 1@

EM - —_ _—
€0 golL?

(25.21)

Como no caso da linha de transmissao, o campo B ¢ muito mais intenso na regiao entre
as placas e o uso da regra da mao direita nos permite concluir que ele aponta na direcao
—i. O seu médulo é obtido por meio da lei de Ampere aplicada ao caminho C'; mostrado
na figura 25.6 e vale

vQ

BM = g IM = pg - (25.22)

Assim, os campos que Maria observa no interior do capacitor sao dados pelos vetores

EM = — gogz k| (25.23)

BM = v Tz b (25.24)

A configuragao dos campos no referencial de Maria é mostrada na figura 25.7.
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Figura 25.7: Os campos E e B no referencial de Maria.
Procedimento 2: (p”,j7) — (E/, B’) — (EM, BM) — (p™, ™)

Uma outra maneira possivel para chegar aos resultados dados pelas eqs.(26.19)-(26.20)
e (26.23)-(26.24) consiste em usar diretamente as transformacoes dos campos, obtidas na
aula anterior. Para tanto, partimos dos campos no referencial de Joao, que sao dados por

Q -
k
€0L2 ’

B =0, (25.26)

B = — (25.25)
quando se desprezam os efeitos de borda.

Utilizando as relagoes entre os campos nos referenciais Sy e Sy, dadas pelas eqs.(?7)-
(77),

Ef = B, BV =y |Bl-vxB|,
B o= B BV—n {éj+ —xE] |
obtemos
EM = (0,0,y E’) = (0,0,—;?2) , (25.27)
BM = (vE’/0,0) = (—MOZ—ZQ,O,O) . (25.28)

onde usamos ey = 1/puy. Estes resultados sao idénticos aos obtidos anteriormente. A

partir deles, podemos obter novamente as densidades de carga e corrente, utilizando as
eqs.(26.21) e (26.22).

Neste exemplo, mostramos que os dois procedimentos para o calculo dos campos e das
densidades sao totalmente equivalentes. Por isso, num dado problema, a escolha de um
dos caminhos é motivada apenas por critérios de conveniéncia.
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e exemplo 3

Estudamos aqui o comportamento do mesmo capacitor considerado no exemplo anterior
sO que, agora, ele tem as placas dispostas perpendicularmente ao movimento, como mostra
a figura 25.8.

+Q
z -Q
_Q i
4%
> =
y ¥

—p
x dfy

Figura 25.8: O capacitor nos referenciais Sy e Sy;.

Neste caso, no referencial S, os campos sao dados por

E/ = 25.29

B =

e}

(25.30)

Como a unica componente nao nula destes campos ¢ paralela ao movimento, as equagoes
de mudancga de referencial para os campos, eqs. (??7), nos permitem concluir que, no
referencial Sy,

EM — 25.31
R (25.31)

BM =

jen}

(25.32)

Ou seja, os campos nos interior do capacitor nos referenciais de Joao e Maria sao iguais.
Isto ocorre porque a contracao relativistica afeta apenas a distancia entre as placas, que
nao tem influéncia sobre o valor dos campos no interior do capacitor.

e exercicio

1. Um fio dielétrico, retilineo, muito longo, paralelo ao eixo y, esta carregado com densi-
dade superficial de carga A\, positiva.

a) determine os campos elétrico e magnético criados em todo o espago por este fio, no
referencial S, one o fio esta em repouso.
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b) determine os campos elétrico e magnético criados por este fio no referencial Sy, em
relacao ao qual o fio se move com velocidade vj.
¢) determine as densidades de carga e corrente do fio, no referencial Sy;.

e resposta

1.a) Para um ponto de coordenadas 7, y’ e Z7 em S, obtemos

E—;J: A $Ji+ZJ]€ éJZO
2meg (x7)? + (27)2 7

b) As egs. (??) fornecem

= A i+ 2k ~ vooA 2T — 2k
EM =+ : ., BY=95
2meg (x7)? + (27)? 2 2mey (27)2 + (27)?
Para completar esta resposta, é preciso expressar 7 e z7 em funcao de 2 e 2. Usando,
as transformagoes de Lorentz, egs. (?7?), obtemos 2™ = 27 e 2M = 27 o que fornece
- A M4 ME - voN 2Mi— Mk
EM =4 - , BY=95
2meg (xM)2 4 (2M)2 e 2meg (aM)2 + (2M)2

c) As leis de Gauss e Ampere em Sy fornecem AM =y A\ e IM =y vy .
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Capitulo 26

eletromagnetismo: mudancas de
referencial 11

e exemplo 1

Joao estd num trem, onde existe um fio metdlico retilineo, muito longo, paralelo ao
eixo y e de secao circular, de raio a. Neste referencial, o fio é percorrido por uma corrente
constante I, no sentido dos valores de y positivos. Maria, por outro lado, estd parada
na plataforma de uma estacao, em relagao a qual o trem se move com velocidade v = vj'
e, neste exemplo, desejamos obter os valores das densidades de carga e corrente que ela
observa. Os referenciais de Joao e Maria sao mostrados na figura 25.1.

O fio est4 em repouso em relacao a Joao e portanto, S’ corresponde ao sistema préprio
do fio. Neste referencial, hé igual nimero de cargas negativas (elétrons) e positivas (ions)
no material condutor. Estas cargas estao distribuidas de modo uniforme pelo material e,
no caso de correntes estacionarias, os ions estao praticamente em repouso enquanto que
os elétrons se movimentam com velocidade média constante em relagao ao fio. Por isso,
escrevemos

L 1#
“i— 7
Figura 26.1: Os referenciais de Joao e Maria.
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p’ =0, (26.1)
JI=0, (26.2)
]J
J _
Jy=— (26.3)
J'=0. (26.4)

As densidades no referencial de Maria sdo obtidas por meio das eqs.(24.91)-(24.94):

JIM =9, (26.5)
M J ]J
J, =J, =~ —5 (26.6)
IM=0, (26.7)
M_ AV v I’
reahTara (26.8)

Estas expressoes mostram que Maria observa tanto uma corrente mais intensa do que
Joao como uma densidade de positiva de carga. A interpretacao destes resultados no
contexto da relatividade é bastante interessante, como mostramos a seguir.

Para interpretar as obsevacoes nos dois referenciais, é preciso lembrar que um fio
metalico contém, na verdade, duas densidades de carga e corrente: a dos ions positi-
vos da rede cristalina, e a dos elétrons, rotuladas respectivamente por p (positivo) e n
(negativo).
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50, Q=0 2

£0, I Y,
2 S NN

m"‘w”$ f“f<o , J“T—b
Y -» ELETE@DN §

Figura 26.2: As densidades no referencial de Joao.

No referencial de Joao, a densidade total de cargas é nula e, portanto,

Pl =—p" . (26.9)

Além disso, o fio estd em repouso o que, na verdade, significa que é a rede cristalina
que esta em repouso e, assim,

» =0, (26.10)

Como a corrente I7 tem o sentido dos eixo y positivo, os elétrons movem-se com
velocidade média no sentido contrério e, por isso representada por @’ = —uy j. Assim, a
relacao ususal entre as densidades de carga e corrente nos fornece

= g =g pt =7, (26.11)

onde usamos (25.9). As distribuigoes de cargas em S; sdo mostradas na figura 25.2.

No referencial de Maria, as densidades positivas e negativas podem ser obtidas por
meio das eqs.(24.91)-(24.94) como

M — 0 (26.12)

JPM =y pP (26.13)
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JpM =0 | (26.14)
Pt =y ! (26.15)
(&
M=, (26.16)
IrM =y (—uy +v) p"’ (26.17)
JM = (26.18)
prM = (1 UCZJ) o (26.19)

Estes resultados sdo compativeis com as eqs.(25.5)-(25.8), pois ;'pM + j’”M = fM e

As caracteristicas das densidades positivas podem ser entendidas com base no que
foi discutido no exemplo 1 da aula 25. Ou seja, a contracao do espaco na direcao do
movimento faz com que, para Maria, a densidade de carga pPM seja maior do que pP’
por um fator . Por outro lado, em Sy, a densidade de carga pP™ se move com uma
velocidade v e, por isto, corresponde a uma densidade de corrente ij = pPM .

O caso das densidades negativas é um pouco mais sutil. Para estuda-lo, convém notar,
inicialmente, que p™ é, em mdédulo, menor do que pPM. Ou seja, as duas densidades de
carga, que eram iguais no referencial de Joao, passam a ser diferentes quando observadas
por Maria. Isto ocorre porque, em S, as situagoes das cargas negativas e positivas nao
sao totalmente simétricas, pois os elétrons estao em movimento, enquanto que os ions
da rede cristalina estao em repouso. Assim, para Joao, as grandezas eletromagnéticas ja
incorporam contragoes relativisticas.
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Neste problema, é possivel encontrar um referencial, designado por S,, onde os elétrons
estao em repouso. Em relacao a Joao, ele se move com velocidade @; = —uy j e, por isso,
para os comprimentos ao longo do movimento nos referenciais S, e S;, podemos escrever

L7 = /1 —u?/c2 L¢. (26.20)

Como vimos na aula anterior, isso faz com que as densidades sejam relacionadas por

1
[ — (26.21)

V1—u%/c? P

Por outro lado, a velocidade média dos elétrons no referencial de Maria é dada pela
regra relativistica de adigao de velocidades discutida na aula 23. Assim,

v —ul+w

=
1 —ulv/c?

(26.22)

e, portanto,

1
i ——— (26.23)

V1—ud /c? P

Eliminando p™¢ destas expressoes, obtemos

n 2 —uj n
pM:‘/ﬁpJ. (26.24)

Este resultado é idéntico ao dado pela eq.(25.19). Para mostrar isso, usamos a eq.(25.21)
e escrevemos

o _ \/ (1= uy v/c2)? (2 — u3)

Al —uyv/c?)? — (—uy +v)?

nJ __ (1—UJU/C2)2 n Uy v
P —\/ A=/’ —7(1—0—2)pf(é6.25)
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Finalmente, interpretamos o resultado para a densidades de corrente. Eliminando p™’
das eqs.(25.17) e (25.19), podemos escrever

“nM (—us+v) = v oam
— -~ v — ) 26.26
J = j=u"p ( )

Ou seja, o conteudo deste resultado é exatamente o esperado do ponto de vista fisico.
e exemplo 2

E dado um fio metalico, muito longo, de forma cilindrica e com secao transversal de
raio a. Este fio estd em repouso em relacao a Joao, disposto ao longo do eixo y e, neste
referencial, é percorrido por uma corrente constante 77, no sentido positivo do eixo. Maria
estd num outro referencial, em relacao ao qual Joao desloca-se com velocidade v = v j
O objetivo deste exemplo é calcular os campos para os dois observadores. Esta situagao
corresponde novamente a descrita na figura 25.1.

Neste problema, os dados referem-se ao sistema S; e, como discutimos na aula anterior,
existem dois procedimentos alternativos que podem ser utilizados para determinar os
campos no referencial de Maria:

1. calculam-se, inicialmente, as densidades de carga e corrente em Sy, e, em seguida, os
campos, por meio das equagoes de Maxwell; ou seja, (p”, j7) — (pM, jM) — (EM, BM).
2. calculam-se, primeiro, os campos no referencial de Joao e, a partir deles, os campos em
Sr, utilizando as regras de mudanca de referencial: (p”,j7) — (E7, B7) — (EM, BM).
Como também foi enfatizado na aula anterior, os resultados obtidos destes dois modos sao
sempre totalmente equivalentes e a escolha de um dado caminho é, em geral, motivada
apenas por razoes de conveniéncia.

A seguir, obtemos os campos no referencial de Maria, através destes dois procedimentos.
caminho 1: (57, 77) = (oM, ) = (BM, B)

No referencial de Joao, o campo elétrico EY ¢ nulo em todo o espaco, pois p/ =
pP? + p™) = 0. Para calcular o campo magnético B’ , num ponto genérico P que dista
d’ do eixo y, podemos utilizar a lei de Ampere. Para tanto, é conveniente construir um
caminho circular C, passando por P, pois a direcao e sentido de B neste ponto sao dados
pela tangente ao caminho. Como o ponto P pode estar tanto dentro como fora do fio,
existem duas situacoes a serem consideradas, como mostra a figura 25-3. No caso d’ < a,
temos

q - 1’
fBJ-dEZ om d”’ BJ:// po 37 - tdS = po — m (d”) 2 (26.27)
C S mTa
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Figura 26.4: Os vetores que definem a direcao e o sentido do campo magnético, no
referencial de Joao.

O caso j} > a, por outro lado, corresponde a

. - I’
j{BJ-dH:ZWdJBJ://,uoj‘]-ﬁdS:uo—27ra2. (26.28)
C S mTa

Para representar o campo magnético por meio de vetores, é preciso determinar a forma
do versor t" , tangente ao caminho C' no ponto P, como mostra a figura 25.4. A expressao
matematica deste versor pode ser obtida a partir do vetor posicao do ponto P em relagao
A origem, dada por 7% = a:{;ﬂ— y;ﬁj‘+ 2} E e do versor j, normal ao plano que contém C.
Para qualquer P sobre o caminho C', o versor tangente é perpendicular tanto a 7p como

a j, o que mdlca que tp deve ser propormonal ao produto vetorial destes dois vetores. De

fato, o vetor j x 7p = z}i — xhk é paralelo a #%. Para transformé-lo num versor, basta
dividi-lo pelo seu moédulo, que é dado por P2 + 242 =d’, e obtemos

th =22 (26.29)
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Assim, os vetores Ef e By, observados por Jodo no ponto P do seu referencial, sio
dados por

El=0, (26.30)

L =B} = : (26.31)
onde
B} = po I7 d’ /2ma? | (26.32)
no interior do fio, e
Bf = o I’ /27d” (26.33)

na regiao externa a ele.

Para determinar os campos no referencial de Maria, utilizamos as densidades de carga
e corrente obtidas no exemplo 1. A eq.(25.8) indica que, neste referencial, existe uma
densidade de carga positiva e, conseqiientemente, um campo elétrico EM , que aponta
radialmente para fora do fio e pode ser calculado pela lei de Gauss. Para tanto, conside-
ramos um ponto P genérico, distante d™ do eixo y, que pode estar tanto dentro como
fora do fio, e passamos por ele uma superficie gaussiana cilindrica de comprimento h,
como indicado na figura 25.5. E importante notar que o fato de o fio estar disposto para-
lelamente ao eixo y faz com que a sua secao transversal fique inaltereada pela mudanca
de referencial considerada neste problema. Por isso, também para Maria, o raio do fio
vale a.

Para o interior do fio, temos

. pM pM
// EM-ﬁdS:deMhEM:// e dV =7 (d™)? h— . (26.34)
S

\74 50 80
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Figura 26.5: Superficies e caminhos utilizados para o calculo dos campos, no referencial
de Maria.

No caso dM > a, por outro lado,

= pM pM
//EM-ﬁdS:ZWthEM:///—dV:wa2h—. (26.35)
s v o €o

No referencia de Maria, o campo elétrico aponta radialmete para fora do eixo y e,
portanto, a sua direcao e sentido sao paralelos a componente do vetor
M _ M7 M7 M : : oM M7 My
rp = Tpt + ypjJ + zp k perpendicular ao eixo y, dada por 7 = zpi + zpk,
cujo médulo é /M 2+ M2 = g™ Assim, a diregao e sentido do campo elétrico sao
dados por

o (@i + Yk
ry :d—M .

(26.36)

O céalculo do campo magnético no referencial de Maria é totalmente analogo ao feito
no referencial de Joao e, por isso, BM pode ser obtido diretamente a partir da eq.(25.31),
bastando substituir os indices J por M. Assim, os campos observados por Maria sao
dados por

(27 4 M k)

EM = pM pir : (26.37)

(26.38)
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onde

B = pM aM /2¢ , (26.39)
BY = o I d™ /27a* | (26.40)
para dM < a e
EY = pM a?/2e0d™ | (26.41)
BM = g I™ 27d™M | 26.42
P

para d™ > a. Para colocar esta resposta em funcao do dado do problema, que é a corrente
I’ no referencial de Jodo, basta lembrar que as egs.(25.5)-(25.8) nos permitem escrever
pM =~y vl?/(Pr a?) e IM =~ I7. Portanto, no interior do fio, temos

yo dY J
EY = I 26.43
P 2 2mega? ( )

pio dM J
BY = I 26.44
R Y ’ ( )
e, na regiao externa a ele,

M_ Y 1 J

Ep =— ——1 (26.45)

BM = Ho_ g (26.46)
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Para completar esta discussao, notamos que também é possivel expressar os campos Ef‘f
e éy diretamente em termos de B J. Para fazer isto, eliminamos I7 entre as eqs.(25.32)-
(25.33) e (25.43)-(25.46), para obter os seguintes resultados, validos tanto para o interior
como para o exterior do fio:

EN =~yv B}, (26.47)

BN =~ B}, (26.48)

onde usamos ¢ = 1/ 9 e a igualdade entre d™ e d”, pois estas distancias sao perpendicu-
lares a velocidade relativa. Notando que as coordenadas nas direcoes x e z também sao
iguais nos dois referenciais, obtemos relagoes vetoriais diretas entre os campos observados
por Joao e Maria, dadas por

EM = — ¥ x B} (26.49)

BM =~ BJ . (26.50)

Uma forma ainda mais compacta para a eq.(25.49) pode ser obtida usando a eq.(25.50)
para, escrever

EM = —§x BM . (26.51)

Ou seja, neste problema é possivel expressar o campo elétrico no referencial de Maria
em funcao do campo magnético neste mesmo referencial.

e caminho 2: (p’,j’) — (E7, B7) — (EM, BM) — (pM, M)

Neste outro caminho, podemos utilizar diretamente as eqs.(23.54)-(23.59) ou, alterna-
tivamente, as eqs.(23.65)-(23.68), que descrevem as relac¢oes entre os campos nos dois
referenciais. Neste exemplo, optamos pelo primeiro conjunto, escrito em termos das
componentes e utilizamos as expressoes dos campos no referencial de Joao, dadas pela
eqs.(25.30) e (25.31), para escrever
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J

Efzv(Ei—vB;’)z—wB}iz—? (26.52)
Ey=E] =0, (26.53)
J

EM =~ (E! +v B)) :wB;éZ—f;, (26.54)
BY =y (B/+ 2 BI) = B R 26.55
c — x+02 2] =7 PdJ7 ( : )
By =B] =0, (26.56)
BYM o ()~ L p) =gl (26.57)

z =7 z CZ ) Y PdJ7 .

com B dado pelas eqs.(25.32) ou (25.33), dependendo de o ponto considerado estar
dentro ou féra do fio. Este resultado é totalmente equivalente ao dado pelas eqs.(25.49) e
(25.50) e corresponde a resposta do problema, expressa em termos dos dados originais.

e exercicios

1. Considere a situagao descrita no exemplo 1 desta aula e suponha que, agora, a veloci-
dade do trem relativamente ao solo tenha o seu sentido invertido.

a) analise o problema fisicamente e tente identificar quais as densidades de carga e cor-
rente que variam de um caso para outro;

b) verifique as suas expectativas efetuando novamente os célculos, usando v = —v j para
a velocidade de Joao relativamente a Maria;

¢) interprete fisicamente os seus resultados.

2. Considere os resultados dados pelas eqs.(25.49) e (25.50) e mostre que, no referen-
cial de Maria, o campo elétrico aponta radialmente para ”fora”do eixo y e que o campo
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magnético tem a direcao e o sentido previstos pela regra da mao direita.

3. Considere novamente o fio condutor do exemplo 2 e determine, no referencial de Maria,
os campos elétricos e magnéticos devidos:

a) aos elétrons livres;

b) aos fons da rede cristalina;

c¢) obtenha, a partir dos resultados anteriores, os campos resultantes.

4. Antonio mede os campos elétrico e magnético criados por um fio retilineo muito longo
e muito fino, e observa as seguintes caracteristicas:

i) o campo elétrico aponta radialmente para o eixo do fio;

ii) as linhas do campo magnético sdo cincunferéncias, com centro no eixo do fio;

iii) a distancia b do eixo do fio, os médulos dos campos elétrico e magnético sao, respec-
tivamente, E e B.

a) determine as densidades de carga e corrente no referencial de Antonio;

Carlos observa o mesmo fio e nota que, no seu referencial, nao existe campo elétrico.

b) qual a velocidade de Carlos em relacao a Antonio?

¢) determine as densidades de carga e corrente no referencial de Carlos.
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Capitulo 27

os campos de uma carga em
movimento uniforme

Quando uma carga elétrica puntiforme esta em repouso em relagao a um referencial iner-
cial, a sua volta existe um campo eletrostatico, com médulo, direcao e sentido dados
pela lei de Coulomb. O objetivo desta aula é discutir a forma dos campos elétrico e
magnético observados num outro referencial, em relagao ao qual esta carga ela se move
com velocidade constante.

Este é, por si s6, um problema muito importante, pois ele nos permite compreender
aspectos sutis do comportamento da natureza. Além disso, como veremos nas aulas
seguintes, a producao de radiacoes eletromagnéticas, tais como luz ou ondas de radio,
estd sempre associada a existéncia de aceleragoes, ou seja, a movimentos nao uniformes.
Por isso, para poder compreender o significado eletromagnético da nao uniformidade de
um movimento, é preciso estudar o comportamento cargas em sistemas inerciais, que se
movem relativamente com movimento uniforme.

e a forma dos campos elétrico e magnético

Joao esta num referencial inercial, na origem do qual existe uma carga puntiforme g,
positiva, em repouso. Ele, por outro lado, move-se com velocidade v = vf em relagao a
Maria e o nosso objetivo consiste em determinar as formas dos campos nos dois referen-
ciais. Joao e Maria estao localizados nas origens dos respectivos referencias e os seus
relégios marcam ¢t/ = 0 e t™ = 0 quando estas origens se cruzam.

No sistema de Joao, o campo elétrico E7 ¢ dado pela lei de Coulomb e nao existe

campo magnético B7/. Num instante ¢/, Joao mede estes campos num ponto P do seu

sistema, descrito pelo vetor ™ = z7/7 + y‘?—i— Z‘]IZ, como mostra a figura 26.1.

Portanto, esta medida corresponde a um evento e, que ocorre no ponto (x‘] TR )

291
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v

Figura 27.1: O ponto P e a carga elétrica, no referencial de Joao.

e resulta em

B t7) = ¢ ™ q (x’i+y’j+ 27k) | 27.1)
Ameg (r7)3 Areo [(27)2 + (y7)2 + (ZJ>2]3/2

B/(#:t')=0. (27.2)

Note que estas expressoes nao dependem do instante ¢t/ em que a medida ¢é feita, ja que
a configuracao dos campos no referencial de Joao permanece sempre a mesma, ¢ eterna. Se
preferirmos representar este campo em termos das componentes paralela e perpendicular
ao movimento relativo, podemos escrever

EY(t7) = B (7 t7) + E{(7:t7) (273)
onde

-

2 () 7y = 4 y’j
Ej(r7;t7) Ameo [(27)2 + (372 + (2022 (27.4)

Bl(/;t)) = (@i 4 2’ . 27.5
( ) 4reg [(l"])Q + (yJ)2 + (ZJ)2]3/2 ( )
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Para obter os campos eletromagnéticos no referencial de Maria, usamos as equacoes
(23.63)-(23.66) , que nos permitem escrever

—

oM o q y’j
EM = F = , 27.6
Il ™ 4re, [(z7)2 + (y))? + (ZJ)2]3/2 ( )
R . J7 JE
EM =B —ox B7| = -4 eti - 2h) , (27.7)
ATeo [(27)2 + (y7)? + (ZJ)2]3/2
SM _ pJ _
B =Bj=0, (27.8)
- J7 TN 2
BY =~ |Bl+ 2 x El| =2 w i e (27.9)
c2 4meg [(xJ)Z + (yJ)2+ (ZJ)2]3/2

Uma caracteristica importante deste resultado é que, no referencial de Maria, o campo
magnético pode ser obtido a partir do campo elétrico. De fato, a condicao B’ = 0,
permite-nos escrever as egs.(26.7) e (26.9) como EM = ~EY ¢ BM = 47 x E7 /¢2, respec-
tivamente. Eliminando Ei entre estes dois resultados, obtemos a relagao

—
—

BM = 2 x EM (27.10)
C

Assim, o conhecimento de E™ ¢ suficiente para determinar univocamente B,

Nas eqs.(26.6)-(26.9), os campos elétrico e magnético observados por Maria, estao
escritos em termos das coordenadas do referencial de Joao. Para representar os campos
coerentemente no sistema de Maria, é preciso usar as transformagoes de Lorentz, dadas
pelas eqs.(20.22)-(20.25), que nos permitem escrever o campo elétrico como

v 4 Yy — vty
Ameo [(2M)? 4 2 (yM — vtM)? + (2M)2]2
q (M7 4 2ME)

+4 M2 2 (/M M2 M\213/2
meo [(xM)? + 2 (yM — vtM)? + (2M)?]
q ~ xMZ+(yM—vtM)j+leg

— 4meg [(xM)2 +,y2<yM _ UtM)Z + (ZM)Q]s/g . (27.11)
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vAE®

Figura 27.2: O ponto P e a carga elétrica em dois instantes diferentes, no referencial de
Maria; a bem da simplicidade do desenho, consideramos o ponto P no plano yz.

Esta expressao representa de modo completo o campo elétrico observado por Maria. E
interessante notar que, neste referencial, o campo no ponto P varia com o tempo. Isso
ocorre porque o vetor RM = M7 4 yMj 4 M E, que descreve a posicao deste ponto em
relacao a origem, ¢ constante, enquanto que a carga elétrica se move a medida que o
tempo passa, como indica a figura 26.2.

Do ponto de vista fisico, espera-se que a forma do campo no ponto P fique mais
transparente quando expressa em termos da posicao deste ponto relativamente a carga, e
nao a origem. De fato, é isto o que ocorre com o campo dado pela eq.(26.11). Chamando
de RM = XMi4+YMj+ ZM[ o vetor com origem na carga e extremiade em P, como mostra
a figura 26.3, e notando que a posicao da carga no instante ™ ¢ dada por 77{1]\4 = th,
temos

RM = —

=274+ (M — v tM)] + 2ME (27.12)

Assim, podemos reescrever a eq.(26.11) como

B y | XM 4 Yy M 4 gME
M= 1
Ameg [(XM)2 4 A2(YM)2 4 (Z2)2)2
q v RM
4dmeg [(XM)2+72<YM)2+(ZM)2]3/2 '

(27.13)

Esta udltima expressao permite-nos concluir que EM ¢ paralelo a RM se q > 0 e anti-
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Figura 27.3: O ponto P, a carga elétrica e os vetores usados na descricao dos campos, no
referencial de Maria.

paralelo, se ¢ < 0. Por isso, no referencial de Maria, o campo pode ser representado por
linhas de campo retilineas, que se cruzam sobre a carga e ”"saem”dela quando a carga ¢é
positiva e "entram”nela quando a carga é negativa.
Para estudar o modulo do campo, definimos o angulo # como sendo o angulo entre
b

o vetor RM e o eixo y positivo, mostrado na fiigura 26.3. Isto nos permite escrever a
componente de RM paralela ao movimento como

Y™ = RMcosd (27.14)

e a soma dos quadrados das componentes perpendiculares, como

(XM 4 (ZM)?2 = (RM)?sin? 6 . (27.15)

A funcao das coordenadas no denominador da eq.(26.13) pode, entdo ser colocada na
forma

(XM +42(YM)?2 + (ZM)? = 42 (RM)?cos®d + (RM)?sin? 0
sen 20
42

=72 (RM)? {00520 +

=7 (RM)? [1 v sen20} (27.16)

2
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e o campo elétrico, expresso por

—

E_’M q RM

_ (27.17)
4meg ~2 (RM)3 [1 _ Z—jsenw} 3/2

Esta expressao sintetiza todas as caracteristicas do campo elétrico de uma carga puntual
com velocidade constante, no referencial de Maria. Algumas destas proprpiedades de EM
sao analogas as do campo coulombiano E7 , observado por Joao, tais como:

i: o campo elétrico EM ¢ radial, pois EM ¢ RM t3m a mesma direcao;

ii: ele "sai”de cargas positivas e "entra’em cargas negativas;

iii: o médulo do campo elétrico varia com o inverso do quadrado da distancia da carga
ao ponto considerado;

Por outro lado, existem outras caracteristicas marcadamente diferentes, associadas ao
médulo de EM | dado por

1— %/
EM(RM ) = —1 [ . 27.1
S dmeg (RM)? [1— % sin?6] o2 271

Assim,

i |EM | depende de v, a velocidade da carga;

ii: ele depende, também, de #, o angulo entre a direcao do ponto P relativamente & carga
e 0 eixo y, o que significa que nao ha simetria esférica do campo.

Finalmente, ¢ interessante lembrar que o campo elétrico determina o campo magnético,
através da eq.(26.10).

e interpretacao dos resultados

Quando uma carga se move, o seu campo elétrico torna-se diferente do coulombiano.
A principal novidade é que esse campo elétrico nao é mais esfericamente simétrico, pois
ele agora depende do angulo 6, com um coeficiente proporcional a v?/c?. Para estudar a
forma desta dependéncia, é conveniente reescrever a eq.(26.17) como

q RM

e (R (27.19)

EM:ﬂu@[

onde
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SR 3
il |

)
A ]

Figura 27.4: O campo elétrico de uma carga com velocidade baixa, no referencial de
Maria, em dois instantes diferentes.

1—v%/c?

[1 — ‘c’—jsen 29} 5/2

Fv,0) = (27.20)

Nesta representacao, o fator entre colchetes tem a forma do campo coulombiano usual,
enquanto que o fator f(v,6) incorpora a dependéncia do médulo de EM com o angulo 6,
quando a velocidade da carga € v.

Uma conseqiiéncia imediata desta expressao é que, para velocidades baixas comparadas
a da luz, o fator f(v,0) torna-se praticamente igual a 1 e o campo EM pode ser consi-
derado, em boa aproximacao, como sendo esfericamente simétrico. Assim, no referencial
de Maria, temos simplesmente o arrastamento de um campo quase coulombiano, como
mostra a figura 26.4.

Uma caracteristica importante do fator f(v,0) é que ele nao depende do angulo azimu-
tal e, portanto, todos os pontos com um mesmo 6 e um dado RM tém o mesmo valor de
EM_ Estes pontos estdao apoiados sobre um cone de abertura angular 6, com um vértice
na carga, como mostra a figura 26.5.

Na tabela 26.1 apresentamos alguns valores da fungao f(v,0), que exemplificam as
dependéncias com o angulo e a velocidade. No caso do comportamento angular, podemos
notar uma simetria em torno da direcao # = 90°, que decorre do fato de a dependéncia
em 6 estar toda contida no fator sen 2.
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ey

Figura 27.5: O cone tem abertura 6, os vetores mostrados representam o campo elétrico
e todos eles tém o mesmo modulo.

| O(graus) [v=01c|v=05c|v=09c|v=099c

0 0.990 0.750 0.190 0.020
30 0.994 0.826 0.267 0.030
60 1.001 1.024 0.773 0.146
90 1.005 1.155 2.294 7.089
120 1.001 1.024 0.773 0.146
150 0.994 0.826 0.267 0.030
180 0.990 0.750 0.190 0.020
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A tabela mostra, também que, para qualquer valor ndo nulo de v, a fun¢ao f(v,6)
assume valores menores do que 1 para direcoes paralelas ao eixo y e maiores do que 1
para diregoes perpendiculares a ele. De fato, usando § = 0 ou = 180° na eq.(26.20),
temos

1

f(w,0=0)= f(v,0 =180°) = 7 <1. (27.21)

Por outro lado, para o plano que contém a carga e é perpendicular ao eixo y, escrevemos

f(v,06=90°)=~v>1. (27.22)

Assim, os médulos do campo elétrico nestas direcoes particulares sao dados por

M pM M pM 0 1 q 1
EM(RM 6 = 0) = EM(RM 0 = 180°) 5 | | (27.23)
EM(RM, 0= 00%) = 4 |- 1 _ (27.24)
’ 7 ame, (RM)2] '

Estes sdo os valores extremos de EM. Para valores de 6 nos intervalos 0 < 6 < 7/2
e m/2 < 0 < 7, temos que 0 < sen?d < 1 e, portanto EM(RM 0§ = 0) = EM(RM,
0 =180°) < EM(RM ) < EM(RM 0 = 90°). Assim, no referencial de Maria, para uma
distancia RM fixa, os maiores valores do médulo de EM estdo no plano que contém a
carga e é perpendicular a y, enquanto que os menores valores estao sobre este eixo, como
ilustra a figura 26.6.

A mesma situacao pode, também, ser representada por meio de linhas de campo, como
mostra a figura 26.7. Neste caso, o aumento da densidade de linhas campo sobre o plano
perpendicular a velocidade da carga corresponde ao aumento da intensidade do campo
naquela regiao.

Um outro aspecto importante dese problema é que a assimetria das linhas de campo
aumenta com a velocidade da carga. Quanto maior for esta velocidade, tanto maior sera a
concentracao de linhas de campo na direcao perpendicular ao movomento, como evidencia
a linha da tabela 26.1 correspondente a 90°.
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Figura 27.6: Os campos elétricos a mesma distancia da carga nos referenciais de Joao e
Maria, nos planos xz e yz.
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Figura 27.7: As linhas de campo elétrico nos referenciais de Joao e Maria, nos planos xz
e yz.
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e um pouco de intuicao

O fato de o campo elétrico de uma carga em movimento ser menos intenso ao longo da
direcao da velocidade e mais intenso nas direcoes perpendiculares a ela, quando comparado
ao campo de uma carga idéntica e em repouso, pode ser associado a uma espécie de
migragao das linhas de campo devida ao movimento.

As linhas de campo elétrico de uma dada carga podem ser pensadas como um conjunto
de varetas rigidas, cada uma delas de comprimento infinito e com uma das pontas presa a
carga. Além disso, podemos também pensar que cada uma das linhas esta ” costurada”no
espaco, "grudada”nele. Quando a carga estd em repouso, estas varetas estao distribuidas
isotropicamente em torno da carga. Por outro lado, se a carga estiver em movimento, as
varetas passam a se acumular na direcao transversal a velocidade, devido a contracao do
espaco.

O funcionamento deste mecanismo pode ser ilustrado, determinando a orientacao de
uma linha de campo elétrico genérica, de uma carga que se move com velocidade v, ao
longo do eixo y. Para tanto, colocamo-nos, inicialmente, no referencial de Joao, onde a
carga esta em repouso, e consideramos a linha L, situada sobre o plano yz e formando o
angulo 67 com o eixo y, como mostra o lado esquerdo da figura 26-8. Um ponto P sobre
esta linha tem coordenadas P : (0,y3, 2%) e, para 67, vale a relagao

J
tang’ = 2 . (27.25)

No referencial de Maria, por outro lado, o espago de Joao aparece contraido e, portanto,
as coordenadas do ponto P passam a ser P : (0,y¥ = yl/v, 28 = z}). Conseqiiente-
mente, a linha L, em Sy, faz um angulo 8™ com o eixo y, onde

tandM — oy _ J
anf™ = —+ = tanf"”. (27.26)
Yp

Este resultado indica que, para velocidades nao nulas, 0¥ > 7. Ou seja, que a linha
L "migra”em direcao ao plano perpendicular ao movimento. Tudo se passa como se, ao
se contrair numa mudanca de referencial, o espaco carregasse consigo as linhas de campo
elétrico grudadadas nele.

Esta caracteristica do campo elétrico esta diretamente relacionada ao fato de a carga
ser uma grandeza que independe do referencial. De acordo com a lei de Gauss, o fluxo
do campo elétrico através de uma superficie fechada qualquer é proporcional a carga nela
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Figura 27.8: A migracao das linhas de campo elétrico.
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Figura 27.9: Superficies gaussianas nos referenciais de Joao e Maria.

contida. Como esta carga é um invariante por transformacoes relativisticas, o mesmo
acontece com o fluxo do campo através da superficie que a contém.

Consideremos, por exemplo, a figura 26.9, que mostra como Joao e Maria observam
uma mesma caixa cilindrica, que envolve a carga ¢. Nos dois referenciais, as superficies
perpendiculares a direcao do movimento sao idénticas, enquanto que, em Sy, a superficie
paralela a diregdo do movimento aparece contraida por um fator 1/7. Para estudar o
comportamento do fluxo do campo elétrico através dessas duas superficies, consideramos,
inicialmente, o que acontece com as ”tampas” circulares.

No referencial Sy, o fluxo de E7 sobre a "tampa’direita do cilindro é dado por

a 27
- = _)']. 7 J — q h
Gps = // E’-jdS —/0 do a/o do Treg [o2 7 12 (27.27)

onde a = \/(x7)%? 4+ (27)2. Efetuando a integragao, obtemos

tampa q 1
S =— |l - ——| . 27.28
‘ [ va?+ h2] ( )
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Ja no referencial de Maria, o fluxo de EM sobre a superficie direita do cilindro é
calculado usando-se a eq.(26.13) e obtemos

a 2m
tampa oM T ioM q 7<h/’y)
i —// E™ . jdS —/0 dov a/o deo (27.29)

dmeg [0 +y2(h/y)?P/2

onde usamos o fato de que, em Sy, a altura do cilindro é h/y. Comparando este re-
sultado com a eq.(26.27), podemos concluir que os fluxos sobre as tampas dos cilindros
sao idénticos nos dois referenciais. Isto corresponde a idéia de que o mesmo ”numero”de
linhas de forca atravessa as bases de ambos os cilindros.

Por outro lado, a lei de Gauss aplicada as duas superficies fechadas nos fornece

¢cilindro _ cilindro — / EJ . ﬁJdSJ — // EM . ﬁMdSM — g ) (2730)
SJ SM

BJ - M
E E o

Para que isto aconteca, os fluxos atrvés das superficies laterais dos dois cilindros devem
ser iguais e, portanto, as linhas de campo no referencial de Maria, devem ser ”arrasta-
das”em direcao ao plano perpendicular ao movimento.

e 0 campo magnético

No referencial de Maria existe um campo magnético que, como discutimos anterior-
mente, pode ser obtido a partir do campo elétrico, por meio da eq.(26.10). Assim,

I 1P AR C R AT
== X
2 Ameg [(XM)2 4 A2(YM)2 4 (ZM)2]3/2
o v [-XME+ 2]

= g dneg [(XM)2 " 72(YM)2 + (ZM)2]3/2 : (27.31)

Esta expressao mostra que o campo magnético é sempre perpendicular a v e EM ¢
seu modulo é proporcional ao seno do angulo entre estes dois vetores. Deste modo, \EM |
¢ nulo ao longo do eixo y, e maximo no plano que contém a carga e é paralelo a xz.
Além disso, a simetria em torno do eixo y, direcao do movimento, faz com que as linhas
do campo magnético sejam circulos com centro neste eixo. Este resultado indica que a
direcao e o sentido de BM gio coerentes com o uso da regra da mao direita, enquanto que
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o seu médulo é diretamente proporcional ao do campo elétrico. Como o médulo de EM
aumenta com a velocidade nas diregoes perpendiculares a velocidade, o mesmo acontece
com a intensidade do campo magnético, dada por

v g T (XM + (ZM)

BM = —
02 47]-80 [(XM)2+,)/2(YM)2 _I_ (ZM)2]3/2 .

(27.32)

O fato de BM ser proporcional a v indica que, no sistema de repouso da particula,
temos o resultado esperado de um campo magnético nulo. Por outro lado, para qualquer
velocidade v nao nula, ha um campo magnético em todo o espaco. No limite de particulas
extremamente relativisticas, o campo magnético fica predominantemente confinado no
plano perpendicular ao movimento, o que acontece também com o campo elétrico.

Para completar esta apresentacao dos campos de uma carga em movimento uniforme,
¢ interessante discutir como Maria explica a existéncia de um campo magnético no seu
proprio referencial. E correto pensar que, em Sj;, o movimento da carga esta associado a
uma corrente elétrica IM que, pela lei de Ampere, d4 origem a B™. Entretanto, ¢ dificil

tabel lacio matematica entre IV e BM te elétrica exist
estabelecer a relagdo matematica entre e , porque a corrente elétrica existe, em
cada instante, apenas no ponto onde esta a carga.

Por isso, é mais conveniente associar o campo magnético a variagao temporal do campo
elétrico, por meio da lei de Maxwell. Para calcular o campo BM num ponto P genérico,
tomamos o caminho fechado C, passando por este ponto, sobre o qual apoiamos uma
superficie plana S, como mostra a figura 26-10. Como a direcao e o sentido de BM sio
conhecidos de antemao, a lei de Maxwell nos permite obter o médulo do campo, que esta
relacionado ao fluxo da variacao temporal do campo elétrico através da superficie S.

A eq.(26.11) nos permite escrever

dEM q 32 (y™M — vtM) [a:MZ+ (y™M — vtM) ] + zME}
=— = Y
B ame T [ (P

- J } (27.33)

()2 + 72y — ot (M2

e o fluxo de dEM/dtM através da superficie S, cuja normal é f, ¢ dado por
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Figura 27.10: O caminho e a superficie usados no cdlculo do campo magnético, no refe-
rencial de Maria.

dEM
dEM/dtM = // M ndS

=0 / { +j”(}fif (ZM)2 PP

1
[(XM)2 4 A2(YM)2 4 (ZM)2]2 } |

(27.34)

onde usamos as variaveis definidas na eq.(26.12). Para efetuar a integracao, é conveniente
utilzar as mesmas varidaveis empregadas na eq.(26.27) e escrevemos

a 2T 3 YM 1
quEM/dtM = _4q4 y U/ Q doz/ do 1 ( ) 572 3/2
Areq 0 0 [a2 +42(YM)?] [a? +2(YM)?]
. Va2 (V)2 ; 32(YM2
yvTw 8 35/2 - 33/2

2

q a
= 2 7.35
471'60 YU LT [a2 + VZ(YM>2]3/2 (72 )

47T€0 yYM

com 3 = \/a? 4+ ~2(YM)2

Usando o fato de | BM | ser constante sobre o caminho C' e a eq.(26.33), podemos escrever
a lei de Maxwell como
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- OEM
BM . d¢= —— - fidS
fc ¢ = Moo / /s M nao ,
21 a BM = 110g0® yng gy (27.36)

e, portanto,

a

q
. 27.37
4eg v [a2 +72(YM)2]3/2 ( )

BM — oo U

Este resultado é idéntico ao da eq.(26.32), indicando que, de fato, Maria pode atribuir
a existéncia de um campo magnético no seu referencial a variacao temporal do campo
elétrico.

e exercicios

1. Mostre que a diregao e o sentido do campo magnético expresso pela eq.(26.10) sao
coerentes com a "regra da mao direita”.

2. Considere a figura 26.3, suponha que os vetores ™ e 7 sejam conhecidos e calcule:

q
a) a distancia do ponto P a carga q;
b) a distancia da proje¢ao do ponto P no plano zy a carga q;
c) cosb.

3. Considere as linhas de campo elétrico de uma carga em repouso, situadas sobre o plano
yz e formando os angulos de 30, 45° e 60° com o eixo z. Determine as orientacoes destas
mesmas linhas quando a carga se move com velocidade v = 0,95¢, ao longo do eixo y.

4. Faga um desenho semelhante a figura 26.6 representando, em escala, o campo elétrico
de uma caraga que se move com velocidade v = 0,95¢. Adote uma escala tal que a maior
flecha possivel tenha 10 cm.

5. Faca um desenho andlogo ao da figura 26.6, representando o campo magnético por
meio de flechas.



Capitulo 28
radiacao I

Uma carga elétrica puntiforme em repouso tem, ao seu redor, um campo eletrostatico
radial e esfericamente simétrico. Quando esta carga se move com velocidade constante,
ela “arrasta” consigo um campo elétrico radial que nao apresenta simetria esférica e um
campo magnético que pode ser determinado pelo campo elétrico, através da expressao
26.10, da aula anterior. O objetivo desta aula e da seguinte consiste em estudar como se
comportam os campos desta carga quando ela é acelerada. Veremos que, neste caso, as
linhas de campo elétrico deixam de ser retilineas e que isto corresponde a existéncia de
ondas eletromagnéticas. De modo muito geral, a aceleragao de uma carga elétrica esta
sempre associada a producao de ondas eletromagnéitcas, ou seja, a radiagao. E a reciproca
também é verdadeira: toda radiacao eletromagnética é devida a cargas acele-radas. Para
podermos discutir este processo extremamente importante é preciso, inicialmente, compre-
ender um pouco melhor se comportam os campos de uma carga em movimento uniforme
a medida em que ela se move.

e a direcao do campo elétrico

Quando uma carga elétrica ¢, positiva, se move com velocidade constante v ao longo do
eixo y, as suas linhas de campo tém, num dado instante, as caracteristicas mostradas na
figura 27.1. Suponhamos que um observador, fixo em um ponto P do espaco, deseje medir,
neste instante, a direcao deste campo elétrico. Para tanto, ele poderia usar uma “bissola
elétrica”, como a da figura 27.2, constituida por duas cargas puntuais de sinais opostos,
separadas por uma barra isolante. Esse aparelho, que nada mais é do que um dipolo
elétrico com centro fixo, tende a se alinhar paralelamente ao campo elétrico existente nas
vizinhancgas do ponto onde ele esta localizado. Se este sistema tiver pouca inércia, este
alinhamento pode ocorrer muito rapidamente.

Como o campo elétrico criado pela carga ¢ em movimento uniforme é sempre radial,

esta carga e as duas do dipolo elértico estao sempre alinhadas, como mostra a figura
27.3. A medida em que a carga se move, a “bussola elétrica” acompanha esse movimento,
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Figura 28.1: Linhas de campo de uma carga positiva em movimento uniforme e o ponto
P, onde se encontra um observador.
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Figura 28.2: A “bussola elétrica”.
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Figura 28.3: A “bussola elétrica”, apontando para a carga em dois instantes diferentes.

girando em torno do ponto P. Como a “bussola” indica a dire¢ao de E, o observador pode
afirmar que o movimento da carga é acompanhado por uma rotacao do campo elétrico
em torno do ponto P.

Esta situagao bastante simples d4 margem a varias perguntas interessantes. Uma delas
é a seguinte: num certo instante, a “bussola elétrica” aponta para onde a carga esta ou
para onde ela esteve? Para elucidar esta questao lembramos que, no caso de uma carga em
movimento uniforme, o campo elétrico é sempre radial, o que faz com que a sua direcao
no ponto P seja, em qualquer instante, a da reta que une este ponto a carga. Portanto,
o dipolo aponta para onde a carga esta. Isto ocorre porque a carga e as suas linhas de
campo formam um tnico desenho, que se translada sem modificagoes. Em particular, as
linhas de campo nao podem ser simultaneamente retilineas e apontar para onde a carga
esteve, ja que isto corresponderia a desgrudar as linhas da carga, e a lei de Gauss seria
violada.

As linhas de campo elétrico de uma carga com velocidade constante nao sao analogas
aos raios emitidos por uma fonte luminosa puntiforme, tal com uma lampada pequena.
A lampada emite luz, mas a carga nao emite campo e, por isto estas duas situagdes nao
sao semelhantes. Por exemplo, se pusermos uma lampada acesa e uma carga elétrica
num unico carrinho pequeno, que se move com velocidade constante, aparelhos de medida
das direcoes do campo e dos raios de luz, colocados num mesmo lugar, apontariam em
direcoes diferentes. O detetor de luz apontaria para onde o carrinho havia estado alguns
instantes antes, enquanto que o dipolo elétrico apontaria exatamente para onde ele esta,
pois as linhas de campo elétrico nao se atrasam, como acontece com os raios de luz. Esta
situacao estd ilustrada na figura 27.4.

O fato de as linhas de campo elétrico de uma carga em movimento uniforme serem
retas que passam por ela da origem a uma outra questao: é possivel que um observador,
medindo apenas a direcao deste campo elétrico num dado instante, possa saber com
certeza a posicao da carga neste mesmo instante, independentemente da distancia dela
ao ponto onde ele se encontra? A resposta é sim, ele pode. Para tanto, basta que ele
calcule a intersecao da direcao do campo elétrico que ele mede, com o eixo y. Por outro
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Figura 28.4: A lampada e a carga, observadas por meio de raios de luz e linha de campo
elétrico.

lado, esta resposta parece ser paradoxal pois, no contexto da relatividade, nao é possivel
a transmissao instantanea de informacao entre dois pontos do espaco. A maior velocidade
com que essa informacao pode viajar é a velocidade da luz. Para podermos entender
porque este paradoxo é apenas aparente, é preciso saber o que acontece com os campos
de uma carga quando ela é acelerada.

¢ 0 efeito da aceleracao

Imagine um observador no interior de um laboratorio, na forma de um cubo, com as
dimensoes e localizacao indicadas na figura 27.5. Na sua parede traseira, contida no plano
yz, esta instalada uma bussola elétrica e, nas paredes laterais esquerda e direita, existem
orificios juntos ao eixo y. Uma carga elétrica positiva move-se, com velocidade constante
v, ao longo do eixo y, passando pela origem no instante ¢ = 0. E possivel, numa situacao
como esta, que um observador no interior do laboratério, olhando apenas o dipolo elétrico,
possa prever o instante em que a carga entrara no laboratorio, pelo buraco na parede?

De modo geral, a resposta é nao. Isto é, nao necessariamente. O que se pode afirmar
com certeza é que, se nao houver alteracao no movimento da particula até o instante
t = 2¢/v, a bussola estard apontando para o buraco da parede esquerda exatamente no
instante em que a carga nele aparece. Mas, para que isso aconteca, ¢ fundamental que
a velocidade da carga nao seja alterada. O nosso objetivo aqui é estudar o que acontece
quando essa condicao nao é satisfeita.

Suponha, por exemplo, que sobre o eixo y, um pouco antes do buraco na parede
esquerda, haja um obstaculo capaz de parar a particula, nao permitindo que ela entre no
laboratério. Quando a carga para, o que acontece com a bussola elétrica? Sera que ela
pode parar de girar exatamente no mesmo instante? Para que isto ocorra, seria necessario
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Figura 28.5: O laboratorio é o cubo de lado ¢ e o dipolo elétrico esta pendurado na parede
traseira.

que o dipolo elétrico fosse instantaneamente informado de que a carga parou. Entretanto,
de acordo com a relatividade, isso nao pode acontecer.

De fato, uma das conseqiiéncias mais importantes da teoria da relatividade é a im-
possibilidade de troca instantanea de informagao entre dois pontos. Isto corresponderia
a esta informacao viajar com velocidade infinita enquanto que, segundo a relatividade,
a maior velocidade com que um sinal pode ir de um ponto a outro é ¢, a velocidade da
luz. Por isso, bussola elétrica leva necessariamente algum tempo para saber que a carga
parou. O que faz ela enquanto isso? Qual é o campo elétrico na regiao em que ela se
encontra, desde que a carga para até a chegada desta informacao nesta regiao?

Do ponto de vista logico, a resposta a tal pergunta é simples: se a informacao de que a
carga parou ainda nao chegou as vizinhancas bissola, entao o campo elétrico nessa regiao
se comporta como se acarga ainda estivesse em movimento. A bissola, portanto, continua
a girar, apontando para a posicao em que a particula deveria estar se a sua velocidade nao
houvesse sido alterada. Apesar de poder parecer estapafurdia, tal resposta é consistente.

Para compreender melhor o que acontece numa situagao destas, consideremos uma
carga ¢, que se move com velocidade v ao longo do eixo y, sobre o qual existe um obstéculo,
num ponto distando ¢ da origem, como mostra a figura 27.6. Se chamarmos de t = 0 o
instante em que a particula passa pela origem, o choque com o obsticulo ocorre em
t;y = ¢/v. A partir dai, a particula permanece em repouso e a informagao de que ela
parou comeca a viajar em todas as direcoes do espaco, com velocidade ¢. Assim, num
instante to = ¢/v + T, a superficie esférica que carrega a informagcao tem centro na carga
e raio ¢ T'. Ela divide o espaco em torno da carga em tres regioes distintas: o interior da
esfera, onde todos os pontos ja foram informados de que a carga parou, o seu exterior,
onde isto ainda nao aconteceu, e a propria superficie, que contém a informacao acerca da
variacao de movimento da carga. A medida em que o tempo passa, o raio desta bolha vai
aumentando e cada vez mais pontos vao sendo informados de que a carga foi acelerada.
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Figura 28.6: A propagagao da informagao: (a) e (b) a carga antes de atingir o obstéculo;
(c) o instante do choque; (d) e (e) a propagagao da “bolha de informagao”.
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Figura 28.7: O comportamento da “bussola elétrica”.
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Suponhamos, agora, que o campo elétrico da carga ¢ seja monitorado por uma bissola
elétrica, localizada no ponto P = (0, a,b), sobre o plano yz, como na figura 27.7. Até
o instante t; = /v, a particula move-se uniformente para a direita, e a bissola aponta
continuamente para ela. Neste instante, a carga encontra o obstaculo, e passsa a perma-
necer em repouso. A informacao de que isto aconteceu comega, entao, a viajar em todas
as direcoes do espaco, com velocidade c¢. Assim, o intervalo de tempo entre a parada da
particula e a chegada desta informagao ao ponto P é

Ap= Y@z 070 (28.1)

C

Portanto, para (/v < t < (/v + At, a buissola continua a girar, apontando para a
posicao do eixo y em que a particula estaria se nao houvesse parado, como indicado na
figura 27-7. No instante t+ At, a informacao de que a carga esta parada chega ao ponto P
e a bussola passa a apontar novamente para ela, o que permanece valido para t > ¢/v+At.

e a rotacao da bussola elétrica

O exemplo anterior envolve uma caracteristica muito interessante, qual seja, a rotagao
do dipolo no intervalo ¢/v < t < £/v+At, que parece ocorrer “sozinha”, automaticamente.
Isso nos leva a questao: o que causa a rotacao da bissola? Ou, o que é equivalente, por
que a direcao do campo elétrico no ponto P varia com o tempo? Uma resposta apenas
parcialmente correta seria afirmar que o dipolo gira porque a carga se move.

Como foi visto acima, esta explicacao pode ser boa para o caso em o movimento da
particula é uniforme. Quando este movimento é interrompido, vimos que o campo elétrico
no ponto P continua a girar por um intervalo de tempo At depois de a carga ter parado,
o que indica a existéncia de algo agindo no ponto P, responsavel pela variacao do campo
elétrico.

Este “algo” sao campos eletromagnéticos, regidos pelas equagoes de Maxwell, espe-
cialmente as leis de Faraday e Ampere-Maxwell. A primeira delas diz que um campo
magnético variavel com o tempo cria um campo elétrico, enquanto que a outra afirma que
um campo elétrico dependente do tempo cria um campo magnético.

De modo muito geral, a carga é responsavel por um campo elétrico no ponto P. Quando
ela se move, este campo varia com o tempo e, simultaneamente, reorienta a bussola e cria
um campo magnético. Por sua vez, a variacao deste com o tempo recria um novo campo
elétrico, que por sua vez recria um campo magnético, que por sua vez recria... FEsta é uma
situacao totalmente analoga a das ondas eletromagnéticas, discutida em aulas anteriores.

Assim, os campos elétrico e magnético de uma carga em movimento uniforme variam
com o tempo “por conta propria”, sendo esse fato o responsavel pela rotacao da bissola
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elétrica no intervalo ¢/v < t < /v + At, entre a parada da particula e a chegada desta
informacao ao ponto P. Para tornar este fato mais claro, suponhamos que, num instante
qualquer, designado por 7', sejam conhecidos os campos E e B numa regiao fora do eixo
y. Este conhecimento determina, automaticamente, os campos E e B na mesma regiao,
no instante seguinte 7"+ dt, sem que seja necessario fazer referéncia & posicao da carga.

A relagao entre os campos elétricos, num mesmo ponto, em dois instantes consecutivos,
pode ser expressa como

—

= E(Ft
BT +dt) = BT +ar |22

o (28.2)

t=T

Por isso, se soubermos E (7, T), o conhecimento de OF /Ot permite o célculo de E (7, T+
dt), o campo elétrico no instante seguinte. Por outro lado, a derivada temporal de E esta
relacionada a B pela lei de Ampere-Maxwell,

- 1 OE(7,t)
V x B(1,t) = = 28.3
x B = (28,3
Assim, podemos escrever
E(F, T +dt) = E(7,T) + ¢ [V x B(F,T)]dt . (28.4)

Conhecendo E(7,T) e B(7,T), seremos capazes de calcular o campo elétrico no instante
T + dt. Deste modo, o conhecimento de E e B no presente determina o E no futuro
imediato! Portanto, a rotacao do campo elétrico com o tempo num ponto P é causada
pelos proprios campos nesse ponto e nao é necessario saber o que a particula estd fazendo
nesse instante. Ou seja, E gira de forma autonoma...

O campo elétrico gira por conta prépria porque o movimento da particula desencadeou
um processo em que E e B variam com o tempo de tal forma que fazem com que em
um dado ponto, o campo elétrico E sempre aponte para a posicao onde a particula esta
ou deveria estar. O comportamento do campo magnético pode ser explicado, de modo
totalmente analogo, sem mencao ao movimento da particula.

—

B(F,T +dt) = B(F,T) + dt (28.5)
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Pela lei de Faraday,

. OB(F, t
v x By = 2BY (28.6)
ot
e, portanto,
B(F,T 4 dt) = B(F,T) — dt[V x E(7,1)] (28.7)

Resumindo; o que permite a “bussola” “acompanhar” a direcao do campo elétrico, no
caso de velocidade constante, é o fato de a variacao espago-temporal dele ser sempre a
mesma. Quando h& aceleracao da particula, muda a forma da variacao espaco-temporal
do campo, e a informagcao sobre esta mudanca, que ocorre num dado ponto do espaco, nao
pode chegar instantaneamente a cada ponto do espago, mas leva um tempo compativel
com uma velocidade ¢ da informacao.

E de fato, como veremos nas préximas aulas, a onda gerada por esta variacao na
velocidade que “informa” cada ponto do espaco sobre o novo movimento da carga. Vamos
discutir quais sao as condigoes fisicas que dao origem as ondas eletromagnéticas, ou seja,
que situagoes fisicas geram no espago campos EeB que obedecem as equagoes de Maxwell
e satisfazem uma equacao de onda, com propagacao de energia eletromagnética, com a
velocidade da luz, no vacuo.

Discutimos anteriormente que é possivel a existéncia de ondas eletromagnéticas no
vacuo e suas principais caracteristicas. Estudamos também uma possivel maneira de
produzir estas ondas, que foi nas chamadas linhas de transmissao. Vimos como é possivel
gerar uma onda por aplicagao de uma tensao variavel no tempo, entre os dois condutores
da linha. A aplicacao desta diferenca de potencial varidvel faz com que haja dentro dos
condutores, um movimento de cargas com velocidade varidvel no tempo, que em ultima
analise ¢ responsavel pela onda eletromagnética gerada no vacuo entre os mesmos.

Para argumentar sobre a validade desta interpretagao, vamos, nas aulas que seguem,
estudar as consequéncias, nos campos F e B, da alteracao de velocidade, ou seja, da
aceleracao de uma particula carregada.

e exercicios

1. Uma carga q se move com velocidade v ao longo do eixo y. O campo elétrico criado por
essa carga ¢ observado no ponto P = (0, ¢, ¢). Calcule a velocidade angular w de rotagao
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desse campo elétrico em funcao de tempo. Em que instante essa velocidade é maxima?
Faca uma grafico w x t.

2. Uma carga ¢ se move com velocidade v ao longo do eixo y até se chocar com uma
barreira localizada no ponto Pg = (0,¢,0). A particula para apés o choque. O campo
elétrico criado por essa carga é observado no ponto P = (0,¢,¢). Calcule a velocidade
angular w de rotacao desse campo elétrico em fun¢ao do tempo. Faca um grafico w x t.

3. Uma particula com carga g se move com velocidade v = 0, 8¢ ao longo do eixo dos y.
Desenhe, em escala, o vetor campo elétrico medido por um observador situado no ponto
P = (0,¢,/) nos instantes:

a)t = 0; b)t ={/v; c)t =30/v

Compare, em cada instante, o campo elétrico da carga em movimento com o criado por
uma carga de mesma intensidade e parada na mesma posicao.

4. Uma particula com carga ¢ se move com velocidade v = 0,8c ao longo do eixo dos
y. Calcule, no instante em que a particula passa pela origem, o vetor campo elétrico nos
seguintes pontos de uma superficie esférica de raio R e centro na carga:

a) P, = (0,R,0) b) P, = (0,—R,0)
C) PSZ(O,O,R) d) P4:|:0, %, %:|

Onde o moédulo do campo elétrico é maior? Compare, nesses pontos, o campo elétrico
da carga em movimento com o de uma carga de mesma intensidade e parada na origem.
Faca um desenho, em escala, desses vetores no plano xy.

5. Qual a forma da superficie em que |E] = cte, para uma particula de carga ¢ que se
move com velocidade v ao longo do eixo dos y?

6. Qual deve ser a velocidade de um elétron para que seu campo elétrico num ponto na
direcao do movimento seja 1% menor que o que ele criaria no mesmo ponto se ele estivesse
parado?
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7. Duas particulas de carga ¢ se movem paralelamente ao eixo y com velocidade v, como
mostra a figura. A separacao entre elas é d. Mostre que as forgas entre elas no referencial
do laboratoério e no referencial em que elas estao paradas sao iguais.

8. Duas particulas com carga ¢ se movem ao longo do eixo y com velocidade v. A
separacao entre elas é d, como mostra a figura. Calcule as forcas que agem entre elas nos
referenciais do laboratoério e da particula. Qual a relacao entre essas forcas?

9. Uma particula com carga ¢ se move ao longo do eixo y com velocidade v = 0, 8c. Como
o observador de laboratério vé a linha de campo que no referencial da particula forma 45°
com o eixo y?

10. Descreva, qualitativamente, as trajetorias de duas particulas de mesma massa e carga
que sao jogadas uma contra a outra com velocidade v e —v. No instante inicial a separacao
entre as particulas ¢ muito grande e elas se movem ao longo das retas z = b e z = —b,
respectivamente. Considere os casos a) v << ce b) v = c.

11. Mostre que o fluxo do vetor de Poynting de uma particula com velocidade constante
U= m?, através de uma superficie esférica de raio R centrada na carga, tem valor nulo.
Discuta o que representa a variacao temporal da energia eletromagnética e o valor nulo
do fluxo de S.
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Capitulo 29
radiacao 1I

e carga acelerada e radiacgao

Nas aulas anteriores estudamos o campo elétrico de uma carga em movimento uniforme.
Vimos também que, quando a carga é brecada, o campo elétrico em um dado ponto P
do espaco continua, durante um certo intervalo de tempo, a ter valores como se a carga
mantivesse sua velocidade constante. S6 depois de certo tempo, o campo assume o valor
de uma situacao estatica.

Isto acontece porque, durante o citado intervalo de tempo, o ponto P nao recebeu
ainda a informacao de que foi alterado o estado de movimento da carga. E nada no
universo fisico, segundo a relatividade, se move com velocidade maior que c. Sé depois
de a informagao chegar no ponto P o campo passa a ter o valor de campo eletrostatico
dado pela Lei de Coulomb.

Vamos analisar, de forma um pouco mais elaborada, o campo elétrico de uma carga, em
movimento uniforme, que é brecada até parar. Vamos definir como instante ¢, aquele em
que a carga comega a ser desacelerada. Portanto, para instantes anteriores a to(t < t), as
linhas de forca do campo elétrico no referencial do lab sao como as mostradas na figura
28.1.

Vamos supor também que a desaceleracao seja muito grande, ou seja, que depois de
um pequeno intervalo de tempo 7, a carga esteja completamente parada.

A questao que nos propomos responder é: como sao as linhas de forca do campo elétrico
em todo o espago num instante t > ty + 7 para o referencial do lab?

No instante em que a carga péra, ou seja, em ty+7, inicia-se a propagacao da informagao

de que hé uma carga estatica no espago. Vamos supor que esta informacao viaje com a
maior velocidade possivel, ou seja, c. Também, dada a isotropia do espaco, é razoavel

319
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lab

Figura 29.1: As linhas de campo de uma particula que se move com velocidade v = vf no
referencial de laboratorio.

supor que esta informacgao se propague em todas as dire¢oes com igual velocidade. Desta
forma, todos os pontos que estiverem dentro da esfera de raio ¢(t — ty — 7) jd receberam a
informacao de que ha uma carga parada no ponto 0’. Logo, todos os pontos dentro desta
esfera, que chamaremos regiao I, tém campo eletrostatico, ou seja, campo radial e com
simetria esférica com centro na carga parada, no ponto 0’ da figura 28.2a.

Porém, ja no instante ¢y, quando a particula estava no ponto 0”7, comecou a se propagar
a informacao de que ja nao havia no espaco uma particula com velocidade constante v.
Assim, todos os pontos dentro de uma superficie esférica com centro em 0”e raio ¢(t — ty)
“sabiam” que algo se modificava no espaco. Esta esfera tem centro em 0”com um raio
c(t —to) > c(t — tp — 7), como mostra a figura 28.2b.

No limite 7 = 0, estas esferas sao concéntricas. Na figura 28.2b, ficam definidas duas
outras regioes: uma entre as superficies esféricas, que chamaremos regiao II, e outra fora
da superficie mais externa, que definiremos como regiao III.

Todos os pontos da regiao III nao receberam ainda qualquer informacao de mudanca no
estado de movimento da particula. Assim, em todos esses pontos ha campos E gerando
B que gera E, da mesma forma que ocorria no espaco todo em instantes anteriores a
to. Isto quer dizer que o campo E aponta para a posicao onde a particula estaria caso
nao encontrasse quem a brecasse. Esta posicao é a posicao () na figura 28.2b, distante
v(t—to—7) de 0’. As linhas desenhadas na regiao III da figura 28.2b séo as linhas de forga
do campo E num instante ¢ de uma particula que se “encontra” em (), com velocidade
vf. Os pontos da regiao II sabem que ja nao ha uma particula com velocidade constante
v;', mas ainda nao sabem que ela parou. Como seria o campo elétrico nesta regiao de
transigao?

Por hipdtese, s6 ha uma carga no espaco que ¢ esta que até ty tinha movimento uniforme
e depois de ty + 7 esta parada em 0’. Assim, deve haver continuidade das linhas de forga,
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c(t-t;- T)

i L (a)

“.

Y
- Su,

0'= POSICAD DA
CARCA PARADA

0" = POSICAC EM QUE
A CARGA COMECOU A
DESACFLERAR

Q= POSICAQ EM QUE A
CARGA ESTARIA SE
NAO TIVESSE PARADO

Figura 29.2: A “construgao” das linhas de campo elétrico de uma carga puntiforme que

é rapidamente brecada a partir de uma velocidade constante v.
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uma vez que as linhas que “nascem” na carga devem “morrer” no infinito. A figura 28.2¢
mostra “possiveis” linhas de forga da regiao II, que garantem a continuidade das linhas
exigida pela lei de Gauss. Note que, como o campo E & tangente a linha de forga, existe
nesta regiao IT uma componente transversal (perpendicular & radial) do campo elétrico.
De novo, no limite 7 ~ 0 s6 existe a componente transversal de E.

Vamos agora, com a imagem da “foto” das linhas de for¢a no instante ¢, pensar no que
deve ocorrer com estas linhas através do tempo, desde o instante t, em que a particula
comecou a ser brecada.

O que ocorre é que até ty, todo o espago era, digamos assim, uma regiao III. Neste
instante comeca a nascer a superficie externa da regiao II, que avisa: “algo mudou”!
Este “aviso” corresponde a criacao da regiao II. Conforme o tempo passa, ja no instante
to+ 7, aparece a superficie interna da regiao II que propala: “ai vem um campo estatico”
Podemos pensar, entao, em duas bolhas nao concéntricas, que crescem com o tempo com
velocidade constante c¢. E se esperarmos um tempo infinito, todo o espago que até t, era
regiao I1I ficard com campo eletrostético (regiao I).

Supusemos no inicio que a informagao viajava com velocidade c¢. E por isto que as
bolhas viajam com essa velocidade.

Recapitulando o que ocorreu: até ty a particula tinha movimento uniforme e os campos
(E , é) variavam no espagco-tempo de acordo com essa realidade. Entre ty e ty + 7 ocorre
uma brusca variagao neste movimento: um choque. Af aparece uma “bolha” que viaja com
velocidade ¢. Dentro da bolha interna, que cresce com o tempo, ha campo eletrostatico.
Este campo vai “sumindo” com o campo de particula em movimento uniforme. E esta
transicao é feita pela regiao II, que tem, necessariamente, uma componente transversal
do campo, ou seja, perpendicular a direcao radial.

Poderiamos fazer uma certa analogia entre esta situacao fisica e a de uma corda longa
parada. Num dado instante ¢y, da-se um chocoalhao em uma das extremidades, apare-
cendo entao um pulso, que se propaga na corda na direcao horizontal. Para a frente e
para tras do pulso, a corda continua parada. O pulso se propaga no espaco-tempo, como
uma onda.

Voltando ao problema eletromagnético, a regiao II é como um pulso que viaja com
Velocidade ¢ na direcao radial, e nesta regiao ha uma componente transversal do campo,
E Estas sao caracteristicas que existem em ondas. Para sacramentar esta 1nterpretacao
Et deve satisfazer uma equacao de onda, devendo haver um campo magnético B a cle
associado, que também satisfaca uma equacao de onda.

Voceé pode achar esta discussao muito especulativa, porque partimos da suposicao de
que a “informacao” viajava com velocidade c¢. Mas analisar o mundo fisico de forma
coerente, a partir de seu comportamento previamente conhecido, e chegar a novos conhe-
cimentos, é de fato o processo de criacao em fisica. A formalizacao é apenas a forma
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adequada (e precisa) de descrever este comportamento da natureza. Uma dedugao formal
dos campos na regido intermedidria pode ser encontrada na referéncialll.

Note que, na regiao III, ha F e B como esquematizado na figura 28.1, ou seja, o campo
B “entra” abaixo do eixo y e sai acima dele. Nao ha B na regiao I, e na regiao II o campo
B deve “sair” em pontos abaixo de y e entrar em pontos acima do eixo.

A alteracao no tipo de comportamento de E e B no espaco-tempo, ocorre com a
passagem do pulso eletromagnético que foi gerado na mudanca do estado de movimento
da carga. Em resumo, a onda eletromagnética tem origem na desaceleragao da particula.

e questoes

1. Faga cuidadosamente um esquema das linhas de for¢a dos campos elétrico e magnético
num instante t > ty, na situagao em que uma unica carga estatica no espago ¢ rapida-
mente acelerada a partir de ¢y, durante um intervalo de tempo 7, até atingir a velocidade
constante v.

2. A partir das linhas de forca mostradas na figura 28.2c, justifique o comportamento da
“bussola” elétrica da segao anterior.

Uma outra situacao interessante que ajuda a ilustrar o processo de geracao de ondas
eletromagnéticas, é o caso de mudanca na direcao do movimento uniforme da particula.

Considere uma carga puntual ¢, que se move com velocidade v = vi. No instante %,
a carga muda sua direcdo de movimento e em (g + 7) passa a se mover com velocidade
U= —vj.
A figura 28.3 mostra as linhas de for¢a do campo elétrico em todo o espaco.

Nesta figura a carga estava em 07 (eixo x) em t;, quando a particula comegou a mudar
de direcao e, em ty + 7, a particula ja estava com velocidade constante na direcao de y
negativo.

As linhas de forca foram desenhadas para o instante t > ¢y + 7 em que a particula se
encontra em ). Todos os pontos dentro da esfera centrada em 0’ com raio c[t — (¢o + 7)],
ja receberam a informagao (pulso de onda) da mudanga de diregdo da carga. Por isto, as
linhas de forca nesta regiao I “saem” da posicao real () de carga neste instante, sendo a
distancia entre @ e 0° dada por v[t — (o + 7)]. Os pontos na regiao III ndo receberam a
informacao da mudanca de direcao da carga, portanto, apontam para o ponto Q’, distante
v[t — (to + 7)] de 0’ que é a posicao onde a carga estaria se nao tivesse mudado a dire¢ao
de seu movimento. Novamente, a lei de Gauss exige uma continuidade das linhas de
forca, e hd uma componente de E perpendicular a direcao de propagacao. Este campo é
compativel com a existéncia de uma onda gerada pela aceleracao da carga.
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1ah

Q'= POSICAO ONDE A CARCA ESTARIA SE $UA VELOCIDADE NAO TIVESSE MUDADO DE DIRECAO.

Figura 29.3: O campo elétrico de uma carga cuja direcao de sua velocidade ¢ alterada.

Questao 3: Suponha uma carga que a cada intervalo 7 de tempo muda quase instan-
taneamente o sentido de sua velocidade de moédulo constante. Como seriam os campos
E ¢ B de onda gerada por este movimento de vai e vem das cargas? Relacione este seu
resultado com a onda senoidal gerada na linha de transmissao discutida anteriormente.

e processos usuais de producao de radiagao

Para terminar nosso estudo da radiacao, vamos considerar situagoes que ocorrem
freqiientemente na tecnologia e na pesquisa em Fisica. Sao os casos de um dipolo os-
cilante, presente na radiotecnia, e de uma carga uniformemente acelerada, por exemplo,
em um acelerador de particulas. E possivel, nestes casos, tirar conclusoes interessantes a
respeito da radiacao, discutindo apenas seus aspectos qualitativos.

Um dipolo oscilante é constituido de duas cargas de sinais opostos, oscilando entre
dois pontos, com mesma frequéncia e em sentido contrario. Poderia ser o caso de uma
corrente oscilante em uma antena de uma estacao de radio. O campo deste dipolo é a
superposicao dos campos das duas cargas, e sua construcao nao ¢é trivial. No entanto,
podemos simular esta situagao utilizando apenas os aspectos qualitativos da radiacao.
Para isso, consideremos um modelo simplificado de dipolo, onde as cargas oscilam entre
dois obstaculos, e no intervalo entre um choque e outro tém velocidades constantes. O
campo de apenas uma das particulas esta desenhado na figura 28.4. Superpondo-se este
campo ao da particula de carga oposta, obtemos o campo do dipolo oscilante.

Se a aceleragao destas particulas fosse uma funcao senoidal, as linhas de campo seriam
mais arredondadas. Obteriamos entao o campo do dipolo oscilante, mostrado na figura
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Figura 29.4: Linhas de campo elétrico de uma carga que oscila entre dois pontos com
velocidade v = 0.9¢.

28.5.

Através da figura 28.5 podemos verificar uma propriedade interessante da radiacao do
dipolo oscilante, qual seja, que sua intensidade possui uma dependéncia angular. Ela é
maxima no plano perpendicular ao eixo do dipolo e nula ao longo dele. E esta a razao
por que as antenas de radiotransmissao sao verticais. Isto faz com que a direcao onde a
intensidade de radiacao é nula, seja dirigida para fora do planeta, onde nao ha receptores.
Desta maneira, a poténcia irradiada é maxima na diregao paralela a superficie da Terra.
Na regiao intermediaria entre o plano equatorial e a direcao do eixo do dipolo, o fluxo de
energia irradiada depende do angulo, conforme estd mostrado na figura 28.5.

Outro caso de interesse, é o da radiacao devida a uma carga uniformemente acelerada.
Para construir o campo elétrico desta particula consideramos, inicialmente, uma situacao
simplificada, onde a velocidade aumenta em saltos de 0,2c¢ até atingir v = 0,8c. Este
campo esta representado na figura 28.6.

No caso (a), a aceleracao uniforme é simulada por sucessivas etapas de aceleragao
instantanea e velocidade constante, correspondendo as linhas quebradas. Numa simu-
lacao mais realistica da aceleragao uniforme, a distincao entre os dois tipos de etapas é
imperceptivel, e as linhas de campo sao curvas continuas, ilustradas na figura 28.6b. Estas
linhas de campo tém componentes transversais, que levam a informacao de que a carga
foi acelerada. Correspondem a parte elétrica de uma onda eletromagnética.

A energia irradiada por uma carga uniformemente acelerada possui uma dependéncia
angular representada na figura 28.7. Ela é simétrica em relagao ao plano do movimento,
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Linhas de campe clétrico produzidas por
duas cargas de sinais opostos, oscilande
na mesma Fregiitncia ¢ em sentidos con-
irérios (dipolo elétrico oscilarie).

Figura 29.5: O campo elétrico de um dipolo oscilante.

(L]

Figura 29.6: O campo elétrico de uma carga acelerada. (a) Em saltos de velocidade de

0.2¢. (b) Com aceleracao constante.
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Figura 29.7: Dependéncia angular da radiagdo de uma carga uniformemente acelerada.

sendo nula na diregao da velocidade, e méxima sobre uma superficie conica com vértice
na particula.

Quando uma carga é acelerada em um acelerador linear, parte da energia que lhe é
fornecida é perdida em forma de radiacao. A intensidade de energia irradiada é significa-
tiva quando a carga atinge a velocidade préxima a da luz e, por isso, é necessario que se
tenha cuidado com a blindagem do aparelho que a acelera, para evitar a contaminacgao
do ambiente.

Finalizando nossa discussao, queremos ressaltar que, na relatividade, a velocidade finita
de propagacao da informacao torna o campo uma realidade fisica. A compreensao da
natureza da radiacao é consequéncia dos postulados da relatividade, e da realidade do
conceito do campo, atualmente de importancia fundamental para a Fisica.

O campo na relatividade tem significado profundo. A respeito da evolucao do conceito
de campo, Einstein e Infeld!? escreveram o seguinte:

“[Nos primérdios do século XIX] o conceito de campo nada mais era do que um meio
para facilitar a compreensao de fendémenos do ponto de vista mecanico. Na nova linguagem
de campo, é a descricao do campo entre duas cargas, e nao as cargas em si, o que é
essencial para uma compreensao de sua acao. O reconhecimento dos novos conceitos
cresceu consistentemente, até que a substancia foi ocupada pelo campo. Percebeu-se que
algo de grande importancia havia aparecido em Fisica. Uma nova realidade foi criada, um
novo conceito para o qual nao havia lugar na descricao mecanica. Lentamente e com luta,
o conceito de campo firmou para si um lugar de predominancia em Fisica e permaneceu
um dos conceitos fisicos basicos. O campo eletromagnético é, para a Fisica moderna, tao
real quanto a cadeira que sentamos.”

e referéncias
[1] J.R. Tessinan - American Journal of Physics 35 (1967) 523.

[2] “A evolugao da Fisica”, A. Einstein e L. Infeld - Zahar editores, Rio de Janeiro, 2¢
edi¢ao (1966) p. 125.
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Capitulo 30
radiacao: o espelho

Espelho, espelho meu, existe alguém mais inteligente do que Eu?!

Voce se olha no espelho e vé a sua prépria imagem. Isso acontece porque o seu rosto é
iluminado por alguma fonte de luz externa, como a do sol que entra pela janela ou a de
uma lampada proxima. Essa luz é difundida no seu rosto e parte dela vai em dire¢ao ao
espelho, “bate” nele e volta. Vivenciamos esta situagao diariamente e tudo parece muito
simples. Entretanto se vocé refletir um pouco, o problema mostra uma face complexa. E
podemos especular: como é que a luz “bate” no espelho? Porque ele reflete a luz?

Um espelho comum, tal como os que temos em casa, é constituido por uma fina camada
de metal depositada sobre uma lamina de vidro. O vidro tem apenas a funcao de suporte
mecanico, ou seja, serve para sustentar a camada metdlica e impedir que ela oxide e se
desfaca, nao tendo papel dptico importante. A reflexao é, de fato, produzida pelo metal.
Mais precisamente, pelos movimentos acelerados dos elétrons livres no seu interior.

Para discutir o lado eletromagnético deste fendmeno, nesta aula estudamos a radiacao
produzida por um plano infinito carregado que oscila. Embora planos infinitos nao existam
na natureza, eles permitem capturar os aspectos essenciais do problema, por meio de um
tratamento matematico simples.

e a luz incide sobre o espelho

No caso em que o espelho da figura 29.1 ¢ iluminado por uma luz monocromatica de
freqiiéncia w, polarizada linearmente segundo o eixo ¢, o campo incidente, denotados pelo

IFébula infantil adaptada & vaidade dos fisicos...
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Figura 30.1: A luz incide sobre o espelho, situado no plano z = 0.

indice 7, tém a forma

5 = By cos(kz +wt) J (30.1)

. Ey, B

B, = =% cos(kz+wt)i. (30.2)
c

Quando o metal do espelho é banhado por esses campos, eles causam sobre um elétron
livre uma forca dada por

—

F=—c (E i f?,-) , (30.3)
onde e é o médulo da sua carga e v é a sua velocidade.

Para determinar a importancia relativa das componentes elétrica e magnética dessa
forca, lembramos que, num metal a temperatura ambiente, os elétrons livres podem ter
dois tipos de movimento. O primeiro deles é desordenado, com velocidades tipicas da
ordem de 10° m/s. Quando um campo elétrico externo estd presente no interior do metal
existe, também, uma velocidade média ordenada, tal que <v >~ m/h ~ 1073 m/s. O
campo elétrico da luz que incide sobre o espelho faz com que uma velocidade < v >
ordenada apareca no seu interior, sendo que |<v>|<< ¢. Como os mddulos dos campos
magnético e elétrico sio relacionados por |B;| = |E;|/c, podemos concluir que a forca de
origem magnética é totalmente desprezivel. Por isso, a forca que age sobre o elétron é
dada por

-

F; = —e Ey; cos(wt) J | (30.4)
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sendo que usamos o fato de o espelho estar localizado sobre o plano z = 0. Ela faz com
que o elétron oscile com a mesma freqiiéncia w da onda incidente. Para simplificar o
tratamento deste movimento, suporemos que a massa do elétron possa ser desprezada?.
Como o movimento de um objeto sem inércia sujeito a uma forca externa é sempre paralelo
a essa forca, escrevemos

—

U= —up cos(wt) j , (30.5)

onde vy ¢ uma amplitude. O mesmo tipo de raciocinio se aplica a todos os elétrons livres
do metal e o movimento coletivo resultante pode ser modelado por meio da oscilagao
de um plano carregado negativamente. Esse movimento de cargas é acelerado e produz
radiacao. Para estudar como isso acontece, precisamos determinar a forma dos campos
elétrico e magnético criados por esse movimento.

e plano infinito sujeito a aceleracoes bruscas

Para simular o que acontece com os elétrons dentro do metal consideramos, inici-
almente, um plano carregado negativamente, com densidade superficial de carga —o”,
sendo ¢’ > 0. Supomos que esse plano esteja em repouso no referencial de Joao e que ele

seja paralelo aos eixos x e y. Nesse caso, as equagoes de Maxwell nos fornecem

J

J
>0 =T F <008 =+2F, (30.6)
€0 €o

B’ =0. (30.7)

Os campos no referencial de Maria, em relacao ao qual o de Joao se move com velocidade
v 7, podem ser obtidos pelas regras mostradas na aula 23 e sao dados por

M M

20 » EM = T f s<0o EM=17f, (30.8)
€0 €o

oM = 507, (30.9)

BM = L« EM, (30.10)

onde v =1/4/1 —v?/c2.

Esses resultados permitem-nos ter uma idéia da forma dos campos em torno de um
plano carregado, que esta em repouso e é acelerado durante um intervalo de tempo At, até
atingir uma velocidade constante v = vj'. Como o que acontece com uma carga puntiforme
acelerada, a variacao da velocidade do plano carregado produz radiacao. A principal
diferenca entre os dois casos é que, devido ao carater extenso do plano, muitos pontos
estao envolvidos e existem muitas bolhas de informacao produzidas simultaneamente. Por
isso, as transicoes entre as regioes de campos diferentes correspondem, agora, a planos

20s efeitos devidos & massa do elétron serdo devidamente considerados nas aulas finais do curso.
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infinitos paralelos ao plano carregado. Essa situacao esta representada na figura 29.2.
Como o plano ¢ infinito, o emprego de linhas de campo torna-se dificil e as intensidades
sao representadas pelas suas expressoes matematicas.
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Figura 30.2: A velocidade do plano carregado e os campos a sua volta, em funcao do

tempo.

Casos mais complicados, onde existem varias alteragoes na velocidade, podem ser com-
preendidos pela aplicagao repetida do mesmo tipo de raciocinio.

e radiacao do espelho

Para determinar os campos criados pelo espelho, designados pelo indice r, devemos
somar as contribuicoes dos fons positivos com a dos elétrons livres que oscilam no seu
interior. Essa oscilacao coletiva tem uma velocidade tipica muito menor do que a da
luz, da ordem de < v > /c ~ 107!, o que nos permite adotar v = 1 e desprezar os
efeitos associados a contragao da densidade de cargas. Por isso, eliminamos os indices da
densidade de carga e escrevemos 0/ = oM = 0.

No interior da fina lamina metdlica, que supomos estar no vacuo, as densidades das
cargas positivas dos ions e das cargas negativas dos elétrons livres sao iguais, em modulo.
Isso faz com que o campo elétrico resultante féra do metal seja nulo, ja que as contribuicoes
das duas densidades de carga sao iguais e opostas. O mesmo nao acontece com o campo
magnético, pois a densidade positiva esta em repouso, enquanto que a negativa oscila.

O modulo do campo magnético criado por este movimento num ponto muito préximo
do metal, distante e dele, é calculado a partir da lei de Ampere aplicada ao caminho
mostrado na figura 29.3. A regra da mao direita determina a direcao e o sentido e temos

z2=+€— BT:MLZ',Z:—E% BT:—'MLZ', (30.11)
2a 2a
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Figura 30.3: O caminho utilizado na lei de Ampere.

onde I é a corrente que atravessa o caminho matematico e a é o comprimento dos seus
trechos horizontais.

A intensidade da corrente ¢é obtida a partir da eq.(30.5), que corresponde a velocidade
todos os pontos do plano carregado negativamente. A corrente que atravessa o caminho
matematico é obtida a partir da figura 29.4 e dada por

I =0av=o0auvycos(wt) , (30.12)

sendo que utilizamos o fato de a carga do elétron ser negativa. Assim,

] Mo 0 Vg - 5 Ho0 Vo 2

z=+4+e— B, = 5 cos(wt)i, z=—€— B,=— —5 cos(wt) i . (30.13)
Esses resultados indicam que a oscilagao dos elétrons livres no interior do metal produz,
nas proximidades da sua superficie, campos magnéticos que variam com o tempo. De
acordo com a lei de Faraday, essa variagao temporal da origem a campos elétricos, que
também variam com o tempo. Ou seja, a oscilagao dos elétrons produz uma onda ele-

tromagnética nas vizinhancas do metal, cujo campo magnético a uma distancia € é dado
pela eq.(30.13).

Como no caso de qualquer onda eletromagnética que se propaga no vacuo, os campos
elétrico e magnético sao ortogonais entre si e seus modulos relacionados por |E | = |§ |/c.
Como acontece sempre que ondas sao produzidas por uma fonte, elas se propagam para
longe da regiao onde a producao ocorre. Isto também vale no caso de ondas eletro-
magnéticas produzidas pelo movimento acelerado dos elétrons do metal do espelho. As-
sim, a velocidade da radiagao produzida pelo espelho é dada por

—

>0 = & =ck, 2<0— & =—ck (30.14)
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Figura 30.4: O trecho hachurado atravessa o caminho num tempo At.

e, conseqiientemente, o campo elétrico a distancia € do metal é expresso por

z=4e— E,=— C“gﬂ cos(wt)j, z=—e— E,=— CHog % cos(wt) 7 . (30.15)
As eqs.(30.13) e (30.15) descrevem os campos nas proximidades do espelho e dependem
de cos(wt). Para pontos distantes dele, é preciso incorporar a esta fase os atrasos devidos
a propagacao da onda, como fizemos no caso da linha de transmissao. Assim, para
valores positivos de z, cos(wt) — cosw(t — z/c)] e, para valores negativos, cos(wt) —
cos[w(t + z/c)]. Juntando todos esses resultados, podemos escrever as expressoes que
descrevem os campos produzidos pela oscilacao dos elétrons em qualquer ponto do espaco

- —

2>0— E,=— Ey cos(kz—wt)j, B, = Ey,/ccos(kz—wt) i, (30.16)

!

—

J
2<0— E,=— Ey cos(kz+wt)j, B, = — Ey,/ccos(kz+wt) i, (30.17)

onde
C Lo O UV,

Eop = == (30.18)

e a conservacao da energia

Num problema como este, o plano carregado negativamente nao pode oscilar sozinho.
No caso do espelho, a energia necessaria a oscilagao provem da luz incidente e a poténcia
fornecida a um elétron é obtida a partir das eqs.(30.4) e (30.5) e dada por

Pi = .ﬁz U= €E02' Vo COS2(wt) . (3019)

A poténcia fornecida a um pedago de metal com area A é obtida pelo produto de p;
pelo numero de elétrons livres nele existentes, que é dado por 0 A/e. Assim, a poténcia
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fornecida por unidade de area da placa vale

Pi/A = Ey; 0 vy cos?(wt) . (30.20)

Ja a poteéncia irradiada pelo metal por unidade de area, pode ser calculada usando
uma propriedade extremamente interessante do processo de radiacao. Inspecionando as
equagoes (30.16) e (30.17), notamos que o campo elétrico E, é continuo sobre o plano
z = 0, indicando que as cargas que oscilam estao imersas no campo elétrico que elas
mesmas criam. Por esse motivo, o préprio ato de criagao requer que um trabalho seja
realizado. A forca que o campo irradiado causa sobre um elétron é dada por

—

F. = e Ey, cos(wt) j (30.21)
e a poténcia fornecida pelo elétron é
pr=FE. 7= — e Ey vy cos(wt) . (30.22)
A poténcia irradiada por unidade de area é dada por
P./A = —Ey, 0 vy cos*(wt) . (30.23)

Note que os sinais de p, e p; sao opostos.

Quando um espelho é iluminado por luz ocorrem correntes no seu interior, que podem
causar dissipacao por efeito Joule. Entretanto, num espelho real essa dissipacao é muito
pequena e pode ser desprezada. Isso equivale a dizer que toda poténcia incidente sobre o
metal ¢é reirradiada. Igualando as egs.(30.20) e (30.23), obtemos

Eoi = Eg, . (30.24)

Assim, num espelho perfeito, os médulos dos campos elétrico e magnético das ondas
incidente e refletida sao iguais.

e a luz “bate” no espelho...

Usando Ey; = Eo. = Ey, e as egs. (30.1), (30.2), (30.16) e (30.17), reescrevemos os
campos antes e depois do espelho como

e antes do espelho (z > 0):

— — — E —

E; = Eycos(kz +wt)j, Bi— cos(kz + wt)i, (30.25)
c

— — — E —

E, = Eycos(kz —wt)j, B,— cos(kz — wt)i, (30.26)
c

sendo o campo resultante dado por

(E;+ E,) = Eo[cos(kz+ wt) — cos(kz —wt)] ], (30.27)

(B; + B;) = Eo/c[cos(kz + wt) + cos(kz — wt)] i (30.28)
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e depois do espelho (z < 0):

— — — E —
E; = Eycos(kz +wt)j, B; = —cos(kz+wt)i, (30.29)
c
E. = —Eycos(kz+wt)j, B, = — cos(kz+ wt)i, (30.30)
c
e, neste caso,

(E;+E,) =0 (30.31)
(B; + B,) =0 (30.32)

Note que as diferencas de fase entre as ondas tem papel determinante nestes resultados.

Eles indicam que, na regiao a frente do espelho, existem duas ondas que se propagam
em sentidos diferentes enquanto que os campos resultantes sao nulos na parte de tras,
como mostra a figura 29.5. E muito importante que voceé inspecione cuidadosamente esta
figura. E importante notar que:

1. os campos I e B sao ortogonais entre si;
2. o campo F, é continuo sobre o eixo y;
3. o campo magnético é descontinuo sobre o eixo y.

E deste modo que o eletromagnetismo explica como a luz “bate” no espelho e nao aparece
atras dele...
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Figura 30.5: Campos elétricos e magnéticos das ondas incidente e irradiada.
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campos magnéticos na matéria:
diamagnetismo e paramagnetismo

Até este ponto do curso estudamos a criagao de campos pelas cargas elétricas, os efeitos
desses campos sobre outras cargas e a propagacao de campos através do espago vazio.
Neste estudo, concentramo-nos principalmente na estrutura dos fenomenos basicos, fa-
zendo poucas referéncias a fenomenologia da matéria que nos cerca. Entretanto, o estudo
do comportamento elétrico da matéria é extremamente rico e interessante. Por isso, nesta
e nas proximas aulas vamos discutir alguns dos efeitos mais importantes que podem ser
atribuidos as caracteristicas elétricas da matéria.

As principais propriedades da matéria, numa escala que vai desde o tamanho da terra
até as menores particulas elementares conhecidas, sao determinadas ou fortemente influ-
enciadas pelo eletromagnetismo. Cargas elétricas estao presentes nos atomos, nos nucleos
atomicos, nos prétons e neutrons que constituem os ntcleos e nos quarks, que constituem
protons e neutrons. Em geral, as cargas elétricas que constituem os varios entes materiais
nao estao paradas em seu interior; ao contrario, elas estao se movendo, e as propriedades
da matéria resultam de um equilibrio dinamico, envolvendo trocas de energia potencial e
cinética. As equacoes de Maxwell indicam que cargas elétricas em movimento dao origem
a campos elétricos e magnéticos. A expressao da forga de Lorentz, por outro lado, indica
que cargas em movimento podem sentir a presenca de campos elétricos e magnéticos. Por
isso, é de se esperar que o comportamento de qualquer pedago de matéria, seja ele um
grao de areia, uma molécula, um dtomo, um nicleo ou mesmo um proton, seja o resultado
de um complexo conjunto de interagoes elétricas e magnéticas.

Tomemos, por exemplo, o mais simples dos atomos, o do hidrogénio. Ele é formado por
um elétron e um proton. Protons e elétrons isolados sao particulas carregadas que tém
spin, ou seja, uma rotagao intrinseca. Por isso, eles tém em volta de si campos elétricos
e magnéticos. No atomo de hidrogénio o proton e o elétron estao ligados entre si por
uma forca de origem elétrica, que é a interacao dominante, mas nao tnica. No interior
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deste sistema existem também dois tipos de interagoes magnéticas: uma entre os spins do
préton e do elétron e a outra entre o spin do proton com o movimento orbital do elétron.
Essas interagoes sao conhecidas no jargao da fisica atomica como interagoes spin-spin e
spin-orbita. Elas dao origem a pequenos deslocamentos nas linhas espectrais do atomo
de hidrogénio, que podem ser medidas experimentalmente.

Interagoes elétricas e magnéticas como as mencionadas acima também ocorrem tanto
em outros atomos e moléculas como nos nucleos atomicos, e sao internas a esses siste-
mas. Podemos, ainda, pensar em interagoes entre as cargas desses sistemas com campos
elétricos e magnéticos externos, produzidos por geradores, eletroimas ou outros apare-
lhos. Neste caso, os campos externos perturbam o funcionamento “normal”do sistema
microscopico, e esta perturbacao pode ser percebida por meio de uma resposta do sis-
tema que, muitas vezes, pode ser medida experimentalmente. Na verdade, essas medidas
constituem uma fonte de informagao importante acerca do que acontece no interior de
sistemas microscopicos. Em geral, podemos perturbar os sistemas microscopicos por meio
de campos elétricos ou magnéticos, estaticos ou dependentes do tempo. Em cada caso
teremos um tipo de resposta diferente.

Vamos, inicialmente, estudar as respostas de varios materiais a estimulos magnéticos
estaticos.

Estudos experimentais sobre a resposta de diferentes substancias quando colocadas
em uma regiao do espago onde ha um campo magnético B nao uniforme mostram que
dependendo do material pode haver trés tipos distintos de comportamento. Algumas
substancias sofrem a agdo de uma forga muito pequena, da ordem de 107*N/g (note
que 1g de material tem peso 100 vezes maior que esta forga) no sentido da intensidade
decrescente do campo magnético. Outras substancias experimentam uma forga da mesma
ordem de grandeza no sentido crescente do campo magnético. Em ambos os casos, o
resultado independe do sentido de B. H4 ainda um terceiro tipo de material que sofre
uma forga intensa no sentido de B crescente.

Substancias que experimentam forcas fracas no sentido do campo decrescente sao
chamadas diamagnéticas. As que sentem forcas fracas no sentido crescente do campo
magnético sao denominadas paramagnéticas. O terceiro tipo de material, aquele que so-

fre forca intensa no sentido de B crescente, é chamado ferromagnético.

Exemplos de substancias diamagnéticas sdo: dgua (H50), cobre (Cu), chumbo (Pb),
cloreto de sédio (NaCl), enxofre (S), diamante (C), nitrogénio liquido (Ny). Sao substan-
cias paramagnéticas: sédio (Na), aluminio (Al), cloreto de cobre (CuCly), sulfato de niquel
(NiSOy,), oxigénio liquido (O3). Dentre os materiais ferromagnéticos pode-se mencionar o
ferro (Fe) e a magnetita (Fe3Oy).

Veremos em nosso estudo que todas as substancias apresentam diamagnetismo. Mate-
riais paramagnéticos ou ferromagnéticos apresentam comportamentos que se sobrepoem
e superam os efeitos do diamagnetismo.

e diamagnetismo

Comecaremos nosso estudo com o caso do efeito conhecido como diamagnetismo, que
se manifesta em qualquer tipo de substancia. Ele ocorre como reacao do movimento
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Figura 31.1: Ilustracao de um atomo.

orbital dos elétrons dos atomos a um campo magnético externo, estatico e nao uniforme.
Em geral, os comportamentos dos atomos no interior da matéria sao determinados pela
mecanica quantica. Para trazer a discussao para o contexto classico, mais apropriado a
este curso, vamos considerar um modelo muito simplificado, onde o dtomo é representado
por um unico elétron que gira em torno do ntcleo, como ilustra a figura 30.1.

Sendo m a massa do elétron e —e, a sua carga, podemos obter as relagoes entre o raio
r de sua orbita e o modulo v de sua velocidade através da lei de Newton e da expressao
da energia do sistema.

mu? e 1

F=midi —» — = —
r 4 eg 12

(31.1)

Sendo E. a energia cinética do elétron e, F, a energia total do &tomo, podemos escrever:

2 2
=" __° (31.2)
2 megr
m v? e?
2 dmegr ( )
Assim,
2
‘ (31.4)

[
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(31.5)

Neste tipo de orbita, o movimento do elétron corresponde a uma corrente elétrica dada
por

7 n’ de vezes que o eletron passa por um ponto

X carga do eletron
tempo

e ev
[=— = — 1.
T 2rr (3 6)

Colocar o &tomo em um campo magnético externo, corresponde a variar temporalmente
o valor deste campo, desde zero até seu valor final, E, na regiao onde se encontra o
atomo. Se o campo B tiver a configuracao final mostrada na figura 30.2, havera uma
componente OB /Ot paralela ao eixo z. Pela lei de Faraday, havera um campo elétrico

induzido originado pela variacao temporal de B.

f{ Emd~dz:—//a—3.nds (31.7)
L ot

Considerando a linha fechada L coincidente com a érbita do elétron, obtemos

oB
Eiq2mr = 5 T r? (31.8)
r OB
Epg=— — 31.9
1T ot (31.9)
Ao longo de uma érbita, Fj,q € responsavel por uma forca F = - e E;,4 sobre o elétron,

que ¢ paralela ao seu movimento e, portanto, aumenta a energia cinética do elétron.

Desta forma,

=5 + eEing vAt (31.10)
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Figura 31.2: Campo magnético B e campo elétrico induzido (E;,q) por %—’tg.

Figura 31.3: A forca F=_—¢ Emd provoca o aumento da velocidade do elétron.
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onde v’ é a velocidade final do elétron e At é o tempo que levou para o campo atingir a
sua configuracao final.

Assim,

2 2 AB
meo_ LuAt (31.11)

5 ~ 2 YAt 2

onde AB = B, — 0, sendo B, a componente vertical do campo magnético. Portanto,

= + (31.12)

Poderiamos imaginar que este aumento de velocidade deveria acarretar o aumento do
raio da orbita do elétron. Entretanto, antes de chegarmos a conclusoes, é preciso lembrar
que agora o elétron se move em presenca de um campo magnético e, portanto, a lei de
Newton deve ser escrita como

mu'? |
7’/ = _471'8 ﬁ + Fmagh (3113)

onde F,q4n ¢ a componente horizontal da forca de origem magnética, dada por

Fragn = ev B, (31.14)

Neste exemplo, ﬁmagh aponta radialmente para dentro da orbita.

Assim, a lei de Newton passa a ser escrita:

muv'? ez 1
= — — B, 31.15
r Aeg 1’2 tev ( )
Usando (30.12), temos:
mv'?  mo? e 1

—=——+teByu=+

— B, 31.16
r r dmeg T tebuv ( )

2
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Figura 31.4: O elétron em movimento no campo B sofre a acao de uma forca magnética
Frag = —€ v x B com componente horizontal Fj,,.n = € v B,.

Os fatores eB,v cancelam nos dois membros, indicando que a orbita do elétron é
determinada pela igualdade

mu? |

T/ = 471'60 ﬁ (3117)

Através de (30.1) podemos concluir que r = 7’. Isso indica um fato curioso, qual seja,
que a introducao do B,.;; muda a velocidade da o6rbita do elétron, mas nao altera o seu
raio.

A nao uniformidade de B,,; corresponde ao fato de ele ter uma componente horizontal
que da origem a uma forca para cima.

Assim, o resultado global de todos estes efeitos é que o atomo passa a sofrer uma forca
na direcao das linhas de B.,; e sentido de B decrescente. Ou seja, neste exemplo, uma
forca para cima, de médulo

F= eleh

’
onde v > v.

O médulo de v é dado por

2F B
v’:\/—+ev CARE (31.18)
m
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Figura 31.5: A forca F=—¢FEp provoca a diminui¢ao da velocidade do elétron.

Caso a velocidade inicial do dtomo fosse como mostrado na figura 30.5, ou seja, com
sentido oposta a do caso anterior, o campo elétrico induzido Ej,; provocaria uma dimi-
nui¢ao da velocidade do elétron. Sua velocidade final seria

2F — cuB,
V= | Ty (31.19)
m

Isso significa que os atomos com momento angular paralelo a B sofrem uma forga
para cima e os atomos com momento angular de sentido oposto ao de B sofrem uma
forca para baixo. Como as velocidades dos elétrons do primeiro tipo sao maiores que
as do segundo, as forcas sobre eles também serao maiores. Como nos atomos de uma
amostra, o movimento dos elétrons nao tém sentido preferencial, podemos considerar que
ha igual nimero de elétrons movendo-se nos diferentes sentidos. Assim, havera uma forca
resultante no sentido de B decrescente.

e Questao: Qual o sentido da forca resultante sobre a amostra se o sentido do campo
magnético B for invertido?

O efeito que acabamos de discutir é conhecido como diamagnetismo. Ele ocorre em
todos os materiais, ja que s6 depende da existéncia de elétrons em movimento. Ele
depende da nao uniformidade do campo externo, que sem isso nao teria uma componente
By, horizontal.

O campo total no interior do material diamagnético é ligeiramente menor que Begterno,
uma reducao da ordem de 107% vezes.

e paramagnetismo

Um outro fenémeno importante relacionado a resposta da matéria a campos magnéticos
externos é o paramagnetismo. Ele é associado as reacoes dos spins dos elétrons ao B.y;.
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Quando uma espira percorrida por uma corrente estéd sujeita a um campo ém, ela sofre
forcas do tipo q vaB. Estas forgas produzem momentos (torques) na espira, tendendo a
leva-la a uma posigao estavel, onde o seu campo magnético torna-se paralelo ao campo
externo. Ao interpretar este resultado, é preciso lembrar que ele ndo decorre da acao de

— —

By sobre o campo B da espira. Afinal, campo nao age sobre campo!

No paramagnetismo, o campo externo tende a provocar um “FLIP” [sacudidela] no
elétron, mudando a sua orientacao. Como resultado, o campo no interior do material
sofre aumento ligeiro (~ 1073). Além disso, o material paramagnético colocado em um
Eext tende a se mover no sentido de B crescente.

O paramagnetismo ocorre principalmente em atomos com nimeros impares de elétrons,
pois al nao existe o “emparelhamento” de Pauli completo. Mas nao existe regra geral,
conforme mostra a experimentacao. O 6xido nitrico, com 15 elétrons, é um exemplo de
material paramagnético.

Nos casos em que ocorre, o paramagnetismo provoca efeitos mais intensos do que o
diamagnetismo se sobrepondo a ele.
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Capitulo 32

ferromagnetismo

e introducgao

A resposta de um material a campos magnéticos externos pode ser estudada colocando
amostrars desse material no interior de um solendide, como mostra a figura 31.1. Ao passar
uma corrente I pelo solendide, aparece um campo magnético no ponto P, que pode ser
medido. Se o interior do solendide estiver vazio, o campo em P tem um valor B p. Quando
uma amostra de material é introduzida no interior do solenédide, para o mesmo valor de
I, o valor do campo magnético no ponto P muda, passando a ser é} Deste modo, a
diferenca E}; — Bp fornece indicios importantes sobre a resposta do material ao campo
externo.

No caso de materiais ferromagnéticos, essas respostas sao muito intensas. Os campos
Bp e BP Sa0 paralelos e o médulo de B pode chegar a ser milhares de vezes maior
do que o de Bp. Os principais materiais ferromagnéticos sio ferro (Fe), cobalto (Co) e
niquel (Ni). A figura 31.2 mostra um gréfico da relagao tipica dentre Ej; e ép, para esses
materiais.

As escalas sao omitidas propositalmente, pois os aspectos quantitativos variam de um
material para outro. A caracteristica importante a ser notada é que, inicialmente, B}
cresce com o aumento de Bp, até se estabilizar em um patamar, a partir de um valor

Figura 32.1:

347



348 CAPITULO 32. FERROMAGNETISMO

Figura 32.2:

By. Dai em diante, aumentos de Bp nao conseguem mais aumentar B}, indicando uma

saturacao. Esse tipo de comportamento, observado nos varios materiais ferromagnéticos,
levou o fisico frances Pierre Weiss a propor, em 1906-1907, um modelo para a organizacao
da matéria no interior de amostras ferromagnéticas, que permanece vélido até hoje.

e Atomos de ferro e efeitos coletivos

Weiss propos que os atomos de Fe tendem a se organizar coletivamente quando co-
locados juntos uns aos outros. Entretanto, na sua época a mecanica quantica nao era
conhecida e, portanto, nao era possivel entender porque isso ocorre. Atualmente, sabemos
que um atomo de Fe possui um nicleo com 26 préotons e um ntmero de neutrons que pode
variar entre 28 e 31, dependendo do is6topo. Um dtomo neutro também possui, portanto,
26 elétrons, organizados em 6 camadas como mostra a tabela.

camada | numero de elétrons
15
25
2P
35
3P
3D
45

NI O N NN

Nessa configuracao, as 5 primeiras camadas estao completas e contém sempre niimeros
pares de elétrons, com spins opostos. De acordo com a mecanica quantica, a camada
3D, mais externa, poderia acomodar até 10 elétrons. Entretanto, no a&tomo de Fe existem
apenas 6, o que permite a eles que se organizem de varios modos diferentes. Em particular,
existem configuracoes nas quais o momento angular do sistema é nao nulo. Como esse
momento angular é devido a elétrons em movimento, ele indica a presenca de correntes
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Figura 32.3:

e, consequentemente, que o atomo gera campo magnético. Por isso, do ponto de vista
eletromagnético, um atomo de Fe pode ser pensado como sendo analogo a uma espira
com corrente, como sugere a figura 31.3.

Quando dois atomos de Fe sao colocados préximos um ao outro, ocorrem interacoes
eletromagnéticas entre todos os pares de particulas carregadas, estejam elas em um nico
atomo ou em atomos diferentes. Assim, por exemplo, cada elétron interage com 26 protons
e 25 elétrons do seu atomo e, também, com os 26 prétons e 26 elétrons do outro atomo.
Como os elétrons da camada 3D sao mais externos e podem estar em varias configuragoes
diferentes, eles sao mais sensiveis a presenca do atomo vizinho. Por isso, os elétrons da
camada 3D de um atomo influem significativamente sobre o comportamento dos elétrons
da camada 3D do vizinho.

O mesmo tipo de efeito ocorre na ligacao entre os dois 4&tomos de hidrogénio que formam
a molécula de Hs, como discutimos na aula 4 do curso de Fisica 3. No caso do H,, que
envolve apenas 4 particulas, dois protons e dois elétrons, a estrutura da molécula pode ser
calculada com precisao e fica claro o papel do principio de Pauli. Esse principio afirma
que dois elétrons nao podem ocupar o mesmo estado quantico e a sua influéncia sobre
os resultados dos cédlculos pode ser seguida. O caso de uma amostra de Fe é muito mais
complexo, tanto devido a existéncia de 26 elétrons em cada dtomo como pelo fato de a
amostra conter muitos atomos. Por isso nao existem, até o momento, calculos de sistemas
ferromagnéticos a partir de primeiros principios. Apesar dessa limitagao, sabemos que o
efeito do principio de Pauli em sistemas que contém muitos atomos de Fe é fazer com que
os seus momentos angulares se alinhem. Esse alinhamento faz com que as contribuigoes de
cada atomo ao campo magnético se somem e deem origem espontaneamente, na regiao da
amostra, a um campo magnético macroscopico EE Tal situacao esta indicada na figura
31.4. Existem, também, interacoes magnéticas entre atomos vizinhos, mas eles sao cerca
de 1000 vezes menores que as devidas ao principio de Pauli.

e dominios magnéticos
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O modelo proposto por Weiss, bem antes da mecanica quantica, é baseado na idéia de
que a matéria no interior de uma substancia ferromagnética divide-se espontaneamente
em regioes ou dominios, sendo que, em cada um deles, o campo magnético é praticamente
uniforme.

Para explicar a inexisténcia de efeitos magnéticos macroscépios, o modelo admite,
também, que os campos em regices proximas entre si estao orientados em sentidos opostos,
de modo que os efeitos magnéticos produzidos pelas varias regides tendem, em conjunto,
a se anular. Tal situagao estd mostrada esquematicamente na figura 31.5, para o caso de
uma amostra de Fe sem campo magnético externo. A parte ampliada da figura mostra dois
dominios vizinhos, separados por uma regiao de transicao, chamada parede do dominio.
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Figura 32.5:

Essas paredes sao....

Para explicar o comportamento descrito na figura 31.2, Weiss supos que, ao se colocar
a amostra de Fe em presenca de um campo magnético externo, o equlhbno mostrado na
figura anterior é alterado. Se esse campo for da forma Bem = Byt 7, com Bgy > 0, ele
tendera a aumentar a magnetizacao na dire¢ao mais paralela ao eixo y e diminui-la na
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direcao mais antiparalela.

As orientacoes dos atomos na parede sao menos estaveis do que no interior do dominio
e, por isso, elas sao mais influencidveis pelo campo externo. Isso faz com que, a medida que
Eewt ¢é introduzido, esses atomos das paredes se reorientem e a parede, entendida como a
regiao de transicao, se mova. Essa idéia é sugerida na ﬁgura 31.6. Esse mecanismo produz
um aumento nas populagoes dos dominios nos quais BF ¢ predominantemente paralelo a
Bm, e comecem a aparecer efeitos macroscopicos. A medida que Bm aumenta, a parede
continua a se mover até que a regiao de magnetizacao predominantemente antiparalela
desapareca e, com ela, a parede.
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Figura 32.6:

A partir desse ponto, aumentos subsequentes de Bt comecam a fazer com que os atomos
passem a girar, de modo a tornar o campo espontaneo Bp gradativamente paralelo ao
campo externo. Quando esse paralelismo é alcancado, ocorre a saturagao, pois B..; ndo
consegue mais induzir aumentos na magnetizacao da amostra. Essa idéia é sugerida pela
figura 31.7. Assim, o modelo proposto por Weiss, baseado na existéncia de dominio de
magnetizagao no interior do Fe, permite-nos compreender a saturacao da resposta de uma
amostra de material ferromagnético a um campo magnético externo, mostrada na figura
31.2.

¢ histerese

Um outro fenémeno interessante, associado a existéncia de dominios, é o conhecido
como histerese, nome derivado da palavra grega memdria. Como discutimos anterior-
mente, quando uma amostra de Fe é submetida a um campo magnético muito intenso,
ocorre a saturacao da resposta magnética. O fenomeno da histerese estd associado a
irreversibilidade deste processo e esta descrito na figura 31-8.

Uma amostra de Fe, totalmente desmagnetizada e sem campo externo, corresponde ao
ponto A da figura. A medida que B,,; é aplicado, as paredes entre os dominios se movem
e os spins atomicos se orientam, o sistema se comporta como na curva (1) até ocorrer
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a saturacao, no patamar onde estd o ponto B. Se, a partir dai, passarmos a diminuir
o campo externo, a amostra comeca a se desmagnetizar. Entretanto, nesse processo
de volta, o sistema percorre o caminho (2) e, mesmo na auséncia completa de campo
externo, existe um efeito residual de magnetizacao, representado pelo ponto C. Por isso,
para desmagnetizar completamente a amostra, é preciso colocé-la em presenca de um
campo magnético externo de sentido o oposto ao anterior, até o ponto D ser atingido. A
partir desse ponto, se a intensidade do campo externo contiuar a ser aumentada, o sistema
tende a uma nova saturacao, na regiao do ponto E. Uma nova reversao de Eext leva o
sistema a percorrer o caminho (3), até uma eventual nova saturagao, na regiao do ponto
B. A figura 31.8 descreve um processo irreversivel, pois as curvas (1), (2) e (3) nao se
superpoem. Elas sao conhecidas como curvas de histerese dos materiais ferromagnéticos.

e efeito da temperatura

As propriedades de materiais ferromagnéticos que descrevemos acima envolvem o or-
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denamento de atomos nos seus interiores. Sabemos, por outro lado, que a temperatura
associada as energias cinéticas desses dtomos, tende a desorganizar os sistemas, promo-
vendo distribuigoes estatisticas. No interior do Fe esses dois efeitos competem e, por isso,
a resposta de uma amostra desse material a campo externo depende da temperatura.
A temperatura da amostra determina, em particular, o valor médximo da resposta a um
campo externo. Quanto maior a temperatura, menor serd o valor de saturagao do campo,
como sugere a figura 31.9.

B I

Figura 32.9:

Por esse motivo, respostas altas ocorrem a temperaturas muito baixas. De modo
complementar, a resposta tendera a se tornar pequena para temperaturas altas. A tem-
peratura para a qual a resposta se anula é conhecida como temperatura de Curie, em
homenagem ao fisico francés Pierre Curie, que estudou esse fenomeno. As temperatu-
ras de Curie para o Fe e para o Ni sao, respectivamente 770°C' e 358°C'. Acima dessas
temperaturas, esses materiais tornam-se paramagnéticos.
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Capitulo 33

campos elétricos estaticos na matéria
I

e O campo eletrostatico na matéria

Calcular o campo eletrostatico criado por um sistema de cargas num meio material
nao é, em geral, uma tarefa facil. Isso acontece porque, para um dado sistema, nao
existe nenhuma relacao simples ou direta entre os campos no vacuo e em presenca ou no
interior de um meio material. Em particular, nao é sempre verdade que o campo num
ponto do interior de um dielétrico seja sempre o campo no vacuo dividido pela constante
dielétrica do material. Considere, por exemplo, as duas situagoes ilustradas nas figuras
32-1. Na primeira delas, uma carga puntiforme ¢, positiva, cria em todo o espago um
campo coulombiano. A figura 1b representa um dielétrico colocado em presenca da carga.

O dielétrico, evidentemente, nao altera o campo da carga g em todo o espago, ja que
ele é uma propriedade inalteravel da carga. Por outro lado, o campo resultante em todo o
espaco é modificado pela presenca do dielétrico, tanto no ponto A, em seu interior, como
no ponto B, fora dele.

A alteragao do campo fora do dielétrico pode parecer estranha a primeira vista, mas
ela ressalta um aspecto muito importante do problema, qual seja, o de que o dielétrico
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Figura 33.1:
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nao age diretamente sobre o campo da carga q. Por diretamente, queremos dizer que
o dielétrico nao é uma substancia mégica, que ao ocupar uma regiao do espacgo, “dilui”
ou “rarefaz” o campo ai existente, dividindo-o pela constante dielétrica k. Se isso fosse
verdade, o campo fora do dielétrico nao seria modificado.

Assim, qual é a relacao entre o dielétrico e o campo da carga 7 Para entender o
que ocorre é fundamental notar que o dielétrico nao age sobre o campo da carga, ele
reage a esse campo. Por reagir, entendemos o seguinte processo. O dielétrico é formado
por cargas elétricas, que sofrem forcas devido a presenca da carga g e, por isso, efetuam
pequenos deslocamentos. Esses deslocamentos, por outro lado, provocam pequenos, mas
significativos, acimulos de cargas na superficie do dielétrico, que passam a criar campos
em todo o espaco. Assim, o campo resultante é a soma vetorial dos campos criados pela
carga ¢ e pelas cargas induzidas na superficie do dielétrico.

Temos, entao, a seguinte cadeia logica de relagoes ¢ cria Fy, B, induz 0,4, Oina cria
FEinq e, portanto, o campo total ¢ £ = E, + Ejpqg

Atencao: essa é uma sequéncia logica de relagoes, nao é uma sequéncia cronolégica de
EVENTOS. O que quer dizer isto?

Um aspecto importante do problema é que, em cada ponto, o deslocamento A das

cargas no interior do dielétrico é proporcional a E, o campo resultante. Essa relacao
entre A e E envolve tanto a densidade volumétrica de cargas do dielétrico p, como a sua
susceptibilidade elétrica y., definida pela relacao

—

pA=x.e0F (33.1)

Note que nesta relacao E nao é o campo criado pela carga g, mas sim, o campo resultante,
que recebe uma contribuicao de Ejng. Esse campo Eind, por outro lado, depende dos
deslocamentos de todas as cargas do sistema. Em outras palavras, o deslocamento de
cargas num ponto depende dos deslocamentos de todas as outras cargas do sistema. Visto
deste modo, fica claro que estamos em presenca de um fenomeno bastante complexo.

Existem, porém, situacoes onde o problema se simplifica. Algumas dessas situacoes
sao discutidas a seguir, por meio de exemplos.

e exemplo 1: imersao total

Suponha uma situacao em que um sistema de cargas esteja totalmente imerso no in-
terior de um dielétrico. Isso pode acontecer, por exemplo, quando cargas puntiformes,
condutores, esferas carregadas, capacitores, baterias ou quaisquer outros objetos sao co-
locados no interior de um enorme recipiente contendo 6leo. Se o recipiente for suficiente-
mente grande para que os campos criados pelos objetos no interior do dleo sejam muito
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fracos fora dele, temos um caso de imersao total.

No caso de haver imersao total num dielétrico de constante k, os campos sao os do
vacuo, divididos por k. As equacoes de Maxwell passam a ser dadas por

j{/ﬁ‘ﬁd(s:gig ouV-E:kL;O (33.2)
%E-dﬁz—//aa—f-ﬁdsoquE:—aa—f (33.3)
fé-d@z//[uof—i—uoka)aa—f]-ﬁds oqu§:u05+ugkeoaa—f (33.4)
j[/é-ﬁdSZ()ouV-é:o (33.5)

O campo elétrico criado por uma carga parada, em particular, é dado pela expressao
coulombiana

I q

=
I
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Figura 33.3:
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e exemplo 2: capacitor plano parcialmente preenchido por dielétrico

E dado um capacitor plano, de placas circulares de raio R, separadas pela distancia d
<< R, e carregadas com cargas +@) e —(Q).

Entre as placas desse capacitor é colocada uma lamina de material dielétrico de cons-
tante k e espessura e < d, como mostra a figura. O nosso problema consiste em calcular
o campo elétrico em todo o espaco e as cargas induzidas nas superficies do dielétrico.

Quando o dielétrico nao esta presente, o campo no interior do capacitor pode ser calculado
tomando suas placas como sendo infinitas, e vale

E, =29 _ Q
@ o 7TR2€0

(33.7)

Ao introduzirmos o dielétrico, ocorre uma inducao de cargas nas suas superficies, ge-
rando uma densidade superficial

Oind < 0Q

A simetria do problema permite-nos concluir que 0;,4 sera uniforme sobre as superficies
do dielétrico, levando a situacao da figura.
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O raio R da lamina dielétrica é muito maior do que sua espessura e. Por isso, podemos
supor que o;,q esteja distribuida sobre superficies infinitas, e concluimos que o campo
induzido é nao nulo no interior do dielétrico, onde vale

Assim, o campo resultante no interior do capacitor é dado por:

fora do dielétrico

., _, o
|E| = |Eg| = = (33.8)
€o
dentro do dielétrico
|E| = |Eq + Ejng = 22 — 7 (33.9)
€0 o

Para terminar o problema, basta usarmos a eq. (32.1) no interior do dielétrico, onde
E é dado pela eq. (9), p é a densidade de carga que se deslocam e A é o deslocamento
dessas cargas. No presente problema, como E ¢ uniforme, todas as cargas negativas do
dielétrico deslocam-se de uma quantidade A para cima, relativamente as cargas positivas.

Por isso, esse deslocamento expooe cargas negativas na superficie superior e cargas
positivas na superficie inferior, cuja quantidade total é dada por
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Figura 33.7: O dielétrico polarizado

Gind = pTR*A (33.10)
onde TR?A é o volume ocupado pelas cargas expostas.
Assim, a densidade ¢;,4 é dada por
Oind = PA (33.11)

Usando a eq. (32.1), temos

Oind = Xe€0 E (3312)

Substituindo esse resultado na eq. (32.9), obtemos

E=22 _\E 5 (1+x.) E=22 (33.13)
o €o
Chamando k = (1 + x.) temos, no interior do dielétrico,
E=29 (33.14)
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Figura 33.8:

Substituindo esse resultado na eq. (32.12), obtemos a densidade de cargas induzidas:

XE Xe XC
=X, = — ¢ 33.15
TR T I T T R ( )

Assim, acarga total induzida vale

Qind :0"L'nd7TR2 = 1_'>fex Q (3316)

As equagoes (32.14), (32.15) e (32.16) sao as resposta ao nosso problema, a elas estao
resumidas na figura acima. Para ajudar vocé a pensar um pouco sobre esses resultados,
seguem algumas questoes.

e questoes

1. A carga induzida no dielétrico pode ser maior do que a carga no capacitor? A sua
resposta é coerente com as equagoes dadas acima?

2. Qual o significado fisico da constante x.?

3. A susceptibilidade elétrica de uma substancia A é maior que a da substancia B; qual
delas fica mais polarizada quando introduzida no interior do capacitor? Justifique sua
resposta do ponto de vista fisico.

4. Se o campo resultante no interior do dielétrico é menor que o campo em pontos exter-
nos a ele, entao a densidade de linhas de campo dentro do dielétrico também é menor do
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que fora dele. Faca um desenho representando essa situacao, e explique como é possivel
que algumas das linhas de campo desaparegam na superficie do dielétrico.

5. Qual o campo criado pelas cargas induzidas em todo o espaco?



Capitulo 34

campos elétricos estaticos na matéria
I1

e a esfera dielétrica

Consideramos novamente o capacitor do exemplo anterior mas, ao invés da placa
dielétrica, temos uma esfera de mesmo material, cujo raio é a < g. Vamos ver que,
neste caso, o campo no interior da esfera NAOQ é o campo externo dividido por k. Assim,
este exemplo mostra que o campo no interior de um corpo dielétrico depende nao somente
do material de que ele é feito, mas também da sua forma geométrica.

Ao introduzirmos a esfera no campo do capacitor, este polariza seus atomos, fazendo
com que aparecam cargas negativas na face superior e cargas positivas na face inferior.
Essas cargas induzidas, por sua vez, criam um campo induzido em todo o espaco, tanto
dentro como fora da esfera.

O nosso objetivo é calcular o campo induzido Ejnq. Para tanto, vamos SUPOR que
Emd seja uniforme no interior da esfera. Essa hipotese é bastante forte mas, na sequéncia,
mostramos que a resposta final do problema é coerente com ela. A hipdtese de Emd ser
uniforme no interior da esfera é equivalente a supor que ele pode ser representado por
linhas de campo paralelas ao campo do capacitor.

xr
(&}

Fie. ib

File. 4

Figura 34.1: Esfera dielétrica entre as placas de um capacitor
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Figura 34.2: Campo induzido no interior da esfera dielétrica
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Figura 34.3: Deslocamento das cargas da esfera dielétrica

Assim, na verdade, estamos supondo que as coisas ocorram de modo que cada dtomo do
dielétrico seja deformado apenas na direcao vertical, o que é equivalente a dizer que todas
as cargas negativas se deslocam para cima sem perder a forma esférica, como mostram as
figuras abaixo.

Deste modo, o problema de calcular E;,; reduz-se ao calculo do campo elétrico criado
por duas esferas carregadas, de cargas opostas, e parcialmente superpostas, ja que seus
centros estao separados pela distancia A, onde A << a.

e célculo de E;,; dentro do dielétrico

Para efetuar este calculo, tomamos um sistema de coordenadas cilindricas com o eixo
z coincidente com o eixo de simetria e cuja origem estd sobre o centro da esfera positiva.
Assim, o centro da esfera negativa estd situado no ponto do eixo z onde z = A. Desejamos
calcular Emd no ponto P da figura, que tem coordenadas z e r, onde r é a distancia ao
eixo z.

O calculo do campo de cada esfera é feito por meio da lei de Gauss, e obtemos:
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campo da esfera positiva E, = #[r é- + zk] < aponta para fora da origem

— -,

campo da esfera negativa E_=—p=slrér+ (= A)k] < aponta para o ponto z = A

O campo Emd é, entao, dado por

Q

—< Ak 4.1
dmegad (34.1)

Ema=Ey +E_=

Este resultado mostra que Emd tem o mesmo médulo, direcao e sentido em todos os pontos
do interior do dielétrico. Em outras palavras, ele é uniforme nesta regiao, coerentemente com
a hipétese feita no inicio deste exemplo. Outra caracteristica importante de Emd e que ele é
proporcional a A, o deslocamento relativo entre as partes negativa e positiva de cada dtomo.

e calculo do campo resultante dentro do dielétrico

O campo resultante dentro do dielétrico serd chamado de E e ele é a soma do campo F..;
criado pelo capacitor com FE;,q

E=FEop + Eing (34.2)

o Q A

eo  4dmeg ad

(34.3)
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Para resolvermos o problema basta usarmos a eq. (32.1)

PA=xceo E (34.4)
Usando
Q
= 34.5
p % T ad ( )

e as equacoes (33.3) e (33.4), obtemos a seguinte relagao entre os campos resultante e externo:

3 3 3
E = Eept = —— Fept = —— — 34.6
3+Xe ext 2+ k ext 2—|—k€0 ( )
Neste caso, o campo total nao é o campo externo dividido por k!
« problemas:
1. Mostre que o Emd FORA da esfera dielétrica é dado por
. A .
Eipg = 47?50 r—g[—?)sen fcosh €, + (1 — 3cos?0)k], (34.7)

onde r é a distancia da origem ao ponto considerado e 6 é o angulo relativo ao eixo z.

2. Mostre que a densidade de carga induzida é dada por g;,q = % Acosf.
3



Capitulo 35

ondas em meios materiais:

condutores

e Modelo de Drude

Quando existe uma onda eletromagnética no interior de um condutor, o campo elétrico da
onda age sobre os portadores de carga existentes no interior do material, fazendo com que eles
se movam. Em geral ha resisténcia a esse movimento, sendo parte da energia da onda dissipada
por efeito Joule. Desse modo, podemos esperar que a propagacgao de ondas eletromagnéticas em
condutores seja substancialmente diferente da que se dd no vécuo.

O comportamento de ondas eletromagnéticas no interior de condutores é determinado pelas

equacoes de Maxwell:

divE =L (35.1)
€0
ot £ — -2 (35.2)
div B =0 (35.3)
rot B = poJj + €opto 0B (35.4)

ot
367
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Este conjunto de equagoes difere daquele usado no caso de propagacao de ondas no vacuo
pela presenca das densidades de carga e corrente. Qualquer substancia condutora é formada
por particulas positivas e negativas, que podem se deslocar umas relativamente as outras. No
presente estudo suporemos que esse deslocamento nao acarreta concentragoes de carga no interior
da substancia; ou seja, suporemos que, nessa regiao, valha sempre

p=0 (35.5)

Para prosseguirmos na solucao do problema precisamos determinar também a expressao da
densidade de corrente elétrica. Para muitos contudores, sujeitos a campos elétricos constantes,
é valida a lei de Ohm microscépica, expressa por

j=gE (35.6)

onde a constante gy é a condutividade da substancia. Essa lei, que foi obtida no caso da corrente
continua, deve ser modificada quando o campo elétrico depende do tempo, como ocorre na onda
eletromagnética.

Para determinarmos a nova relacao entre o campo elétrico da onda e a densidade de corrente
elétrica vamos supor, para efeito de raciocinio, que o condutor seja um metal. Vamos estudar
o movimento de seus elétrons livres usando o modelo desenvolvido por Paul Drude no fim do
século XIX . Nesse modelo, supomos que o movimento dos elétrons livres se dé sob a acdo de
duas forcas:

1) forga devida ao campo elétrico da onda eletromagnética:

—

= —e E(m,y,z,t) (35.7)

onde —e é a carga do elétron e E(z,y, z,t) é o campo da onda no instante ¢, no ponto (z,y, z)
onde estd localizado o elétron. Quando consideramos uma onda plana monocromatica que se
propaga na direcao y, esse campo pode ser escrito na seguinte forma:

E(x,y,2,1) = E(y, 1)
= E*cos(wt — ky — @)
= E*cos(wt — ¢*) (35.8)

onde ¢* =ky+ ¢ e E* éa amplitude da onda no ponto y, onde estd o elétron. Assim, a forca
Fy é dada por

'Paul Drude - The Theory of Optics - ed. Dover, Estados Unidos, 1959
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—

F = —eE*cos(wt — ¢*) (35.9)

2) forca devido a resisténcia ao movimento do elétron:

Fy = —bv (35.10)

onde U é a velocidade do elétron e b é um coeficiente de proporcionalidade. O sinal negativo
indica que esta forca é sempre oposta ao movimento.

A equacao de movimento do elétron é determinada pela lei de Newton. Chamando de S o
seu deslocamento, temos:

d*S dS « *
moy = —ba — e E*cos(wt — ¢*) (35.11)

onde m é a massa do elétron.

A solucao desta equagao tem a seguinte forma:

S = Acos(wt — ¢* + ) (35.12)

Substituindo esta expressao na equagao de movimento do elétron, obtemos os valores das
incognitas A e 0:

—m w? A cos (wt — ¢* +0) =bw Asen (wt — ¢* +8) — e E* cos (wt — ¢*) (35.13)

Usando as expressoes dos seno e cosseno da soma de dois dngulos, podemo escrever:

(—m w?Acosd — bw Asend + eE*) cos(wt — ¢*) +
+(m w?Asend —bw A cosd) sen (wt — ¢*) =0 (35.14)

Para que esta equacao seja valida para quaisquer valores de t, os coeficientes do seno e do
cosseno devem se anular. Temos, entao, duas equagoes envolvendo as incégnitas A e 9:
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mw?Acosd + bwA send = eE* (35.15)

mw? Asen § — bwA cosd =0 (35.16)

A dltima equagao determina o valor de §

b
tgd = — (35.17)
mw
Esta relacao permite-nos concluir que
b
sen 6 = —— (35.18)

vVm2w? + b?

mw
COS (5 = \/W (3519)

Usando esses valores na eq. (34.15), obtemos:

e E*
A= e (35:20)

Esta, assim, determinada a equacao de movimento do elétron; ela é dada por

elb*

S
wvmiw? + b2

cos(wt — ¢* +9) (35.21)

O nosso objetivo é conhecer a relacao entre a densidade de corrente e o campo elétrico, para
podermos escrever a equacao de Ampere-Maxwell (34.4) em funcao de B e de E. A densidade
de corrente esta relacionada a velocidade dos elétrons por

j=—-eN7T (35.22)
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onde N é o numero de elétrons livres por unidade de volume. O sinal negativo deve-se a
convencgao que identifica o sentido da corrente elétrica com o do movimento de cargas positivas.

Temos entao

. ds
—_ — N*
T
E*
=e m§w2+ 2Sen(wt—qb +0)
Ne2E*
= (7”2;274'52) [b cos(wt — ¢*) + m w sen (wt — ¢*) (35.23)

A dltima passagem foi efetuada com auxilio das eqs. (34.18) e (34.19). Para estabe-lecermos
a relacao entre j e E basta lembrar que

—

E = E*cos(wt — ¢*) (35.24)
Derivando esta expressao em relacao ao tempo, obtemos:

—

E .,
Cg—t = —wE*sen (wt — ¢) (35.25)

Finalmente substituindo esses resultados na eq. (34.23), obtemos a relagao desejada entre a
corrente e o campo elétrico:

e2Nb 5 me2N @
m2w? + b2 m2w? + b2 Ot

jw) = (35.26)

Esta expressao mostra que, para campos dependentes do tempo, a densidadde de corrente é
propormonal nao somente a E mas a OE /Ot também. Quando o campo elétrico é constante.
dE /0t = 0, obtemos
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2N
b

<.
—~
€
Il
=)
~—
Il

E (35.27)

Esta é a lei de Ohm, sendo a condutividade gg expressa por

(35.28)

_€2N
go = b

E conveniente expressarmos o coeficiente b em termos de resistividade do material, definida
como

Temos entao:

b=e?Np (35.29)

Sendo assim, o coeficiente de amortecimento b é proporcional & resistividade do corpo, corres-
pondendo & idéia intuitiva de que a resisténcia de um material é tanto maior quanto mais dificil
for o movimento dos elétrons em seu interior. O estudo do movimento de um elétron no interior
de um metal permite-nos concluir, entao, que para frequéncias baixas a lei de Ohm continua a
ser aproximadamente valida, uma vez que OF /Ot pode ser desprezado. Quando as frequéncias
sao altas, entretanto, esse termo deve ser levado em consideracao.

A expressao (34.26), que relaciona a densidade de corrente ao campo elétrico e sua derivada,

permite-nos estudar o comportamento de ondas eletromagnéticas no interior de condutores. Para
tanto, consideremos novamente a lei de Ampere-Maxwell, que pode ser escrita como

- oF
rot B = po) + pogo—(;

ot
e2Nb Bt ( me2N ) OF
pr— —_— 6 _—— PR
Ho 202 + b2 Ho\=o = 12,2 + b2/ Ot
. OF
= pog(w)E + ,uoe(w)g (35.30)

onde g(w) e g(w) sao fungoes dadas por
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e2Nb
9@ = e (35.31)
me2N
5(w) = &0 — m (3532)

Assim, as equagoes de Maxwell apropriadas ao estudo de ondas eletromagnéticas em metais
sao dadas por

div E =0 (35.33)

. 9B
tE=——0 35.34
ro 5 ( )
div B=0 (35.35)

- - oF
rot B = pog(w)E + poe(w) (35.36)

ot

Desejamos, como no caso de ondas no vacuo, obter uma expressao que envolva o campo
elétrico e outra que envolve o campo magnético. Com esse objetivo, calculamos o rotacional da
eq. (34.34)

rot (rotE) = —gt(roté)

0 o OF
=~ (Hog(@) E + poc(w) 57 )
OE O°E

= —Hog(w) 7, — to e(W) 5 (35.37)

Usando a identidade vetorial demonstrada na aula 11

273 273 273
0“‘E  O0“E 3E> (35.38)

rot (rotE) = grad (divE) — (8x2 + o2 + 52
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e também a eq. (34.33), obtemos a equagao desejada

E O0°E  O°E OE OF

Como no caso do vacuo, estas equacoes também admitem ondas planas como solugao. Se
escolhermos a direcao y como diregao de propagacao, o fato de a onda ser plana é expresso pela
relacao

E(z,y,2,t) = E(y,1) (35.40)

Neste caso, a equacao para F fica mais simples

0’E OPE OE
o NOS(W)W = Mog(w)a (35.41)

Quando N, o numero de elétrons livres por unidade de volume, tende a zero esta equagao
reduz-se a equacao de onda no vacuo, pois

A}lgog(w) =0 (35.42)

li =
R e(w) =¢ep

A solucao de onda no vacuo, como ja vimos anteriormente, é do tipo

E = Egcos(ky — wt + ¢) (35.43)

onde FEjy é o vetor perpendicular a direcao de propagacgao da onda.

No caso em que g(w) é nao nulo, ou seja, a substancia é de fato um condutor, a solugdo da
eq. (34.41) sera da forma

E = Eye %cos(ky — wt + ¢) (35.44)
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Os valores dos parametros (3 e k sdo obtidos pela substituigao dessa solucao na eq. (34.41).
Temos, entao

Eoe™P[(8 — k) cos(ky — wt + ¢) + 2B ksen (ky — wt + ¢)]
+puoe(w)Ey e wicos(ky — wt + ¢) =

= nog(w) Eo e Pwsen (ky — wt + ¢) (35.45)

Para que esta equacao seja valida para quaisquer valores de y e t, os coeficientes do seno e do
cosseno devem se anular. Impondo essas condicoes, obtemos duas equagcoes envolvendo 3 e k:

k2 — 2 = g e(w) w? (35.46)

2Bk = po g(w)w (35.47)

Essas duas equagoes determinam f e k

_ pog(w)w
b= (35.48)

e(w)

1 2
k:i,@w\/ S 2y )

w?

(35.49)

Na tltima equagao escolhemos o sinal positivo porque o produto Sk é sempre postivo [veja as
eqs.(34.47) e (34.31)] e B deve ser positivo porque a onda é amortecida ao longo do eixo y [veja
a eq. (34.44)]. Quanto aos sinais no interior da raiz quadrada, escolhemos o positivo porque
k deve ser um niimero real. Além disso, esta é a solucao que se reduz a k = w,/fpep (caso de
propagagao de onda no vacuo) no limite em que a densidade de elétrons livres tende a zero.

O campo magnético no interior do condutor pode ser determinado por meio da Lei de Faraday,
eq. (34.34). Usando o valor de E dado pela eq. (34.44), podemos escrever

rot E = e |3 cos(ky — wt + ¢) + ksen (ky — wt + ¢)](Eoek — Eo.1) (35.50)
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A lei de Faraday permite-nos identificar o resultado acima a variagao temporal de B:

(zf = e Y [Bcos (ky — wt + @) + ksen (ky — wt + ¢)] (§ x Eo) (35.51)

Integrando, obtemos

—

B=e" [ - gsen (ky — wt + ¢) + gcos(ky —wt+¢) | (j x Ep) (35.52)

Esta equacgao pode ser reescrita como

B = Bye % cos (ky — wt + ¢ + 1) (35.53)

onde

By = VR 5 (G x Eyp) (35.54)

tgn = % (35.55)

Os resultados acima nos mostram que o campo magnético no interior de um condutor é,
como no caso do vacuo, 51multaneamente ortogonal ao campo elétrico e a direcao de propagacao.
Entretanto, os campos E ¢ B nao estdo em fase, sendo 1 o angulo de defasagem.

E conveniente, neste ponto, resumirmos os resultados baseados no modelo de Drude obtidos
nesta secado. Assim, os campos elétrico e magnético no interior de um condutor sado dados por

E = Eye ™ cos (ky — wt + ¢) (35.56)

k= \/;Tow\/g(;)jL; 2(w) + gjffj) (35.57)
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me?N e?N/meg
5(&}) - - m2w2 + b2 =<0 ( - w2 + b2/m2) (3559)
e?Nb
gw) =5 e (35.60)
B = Bye % cos (ky — wt + ¢ +1) (35.61)

By VS (7 x Ep) (35.62)

tgn = % (35.63)

O nosso problema, agora, consiste em estudar as propriedades destes campos. Inicialmente,
notamos que cada um deles é composto por um termo oscilatério, representado pela funcao
cosseno que, do ponto de vista fisico, corresponde & propagacao da onda. A expressao de cada
um dos campos contém, também, um termo que decresce exponencialmente e que corresponde
a amortecimento ao longo da direcao de propagagao. Deste modo, é possivel interpretarmos as
expressoes dos campos E e B como descrevendo oscilacoes cujas amplitudes diminuem ao longo
da direcao de propagacao, como esta representado na figura 34.1.

O modelo de Drude prediz, como vemos, propagacao com amortecimento para os campos
elétrico e magnético no interior de um condutor. Dependendo da frequéncia da onda, um desses
efeitos dominaré o outro. A importancia relativa desses dois efeitos pode ser avaliada estudando-
se a amplitude da onda em dois pontos separados por um comprimento de onda, tais como os
pontos A e B da figura 34.2. Se essas amplitudes forem pouco diferentes, ha propagacao, caso
contrario, o amortecimento domina.

O amortecimento é caracterizado pela fun¢ao B(w), enquanto que a propagagao o é pela
fungao k(w); o efeito dominante é determinado pela maior dentre elas. A eq. (34.46) nos fornece
um meio ficil de determinar as regioes de frequéncia onde cada um dos efeitos é dominante.
Assim, o estudo dessa equacdo permite-nos concluir que a propagacio, que ocorre quando k
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Figura 35.1: Dependéncias espaciais e temporais dos campos elétrico e magnético de uma
onda no interior de um metal.

¢ maior que [3, corresponde aos valores positivos de £(w), enquanto que seus valores negativos
correspondem a atenuacao. A transicao entre essas duas regioes ocorre na frequéncia wp em que
a fungao e(w) se anula. Consultando a eq.(34.42), vemos que wp é determinada pela condi¢ao

e2N/mey
clw) = o1~ m) =0 (35.64)
Ou seja,
2 2
5 €N b
=— = — 35.65
wp meo m2 ( )

Para a maioria dos metais, o primeiro termo do lado direito da igualdade é muito maior que
o segundo; podemos, entao, escrever

wp = 4] 2 (35.66)
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Figura 35.2: Amortecimento e propagacao de ondas eletromagnéticas no interior de um
metal.

Essa frequéncia é chamda frequéncia de plasma dos elétrons do metal e tem papel muito im-
portante no estudo do comportamento de ondas eletromagnéticas em condutores. Se a frequéncia
da onda for menor que wp, a fungao (w) é negativa e o amortecimento domina. Quando w form
maior que wp, a onda se propaga.

A figura 34.3 representa os campos elétrico e magnético de uma onda plana, monocromatica
e polarizada que se propaga na direcao y. A figura 34.3a representa uma onda que se propaga,
cuja frequéncia estd acima da frequéncia de plasma. Na figura 34.3b, por outro lado, temos uma
onda de frequéncia abaixo da frequéncia do plasma, em que a atenuacao domina. Note que neste
caso, a defasagem entre os campos E e B é maior que /4.

Para termos uma nocdo da ordem de grandeza dos fendmenos previstos pelo modelo de
Drude vamos, na préxima aula, estudar o comportamento de ondas eletromagnéticas no interior
de prata sélida que é um bom condutor. Discutiremos, também, as limitacoes do modelo.

e questoes

ql. Um elétron livre no interior de um metal se move devido a agao de uma onda eletro-
magnética de frequéncia w. Desenhe, num tnico gréafico, o campo elétrico e o deslocamento do
elétron em fungao do tempo. Porque hd uma diferenca de fase entre as duas curvas. Qual a
importancia fisica dessa diferenca de fase?
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Figura 35.3: Os campo elétrico e mangético de uma onda no interior de um metal.

q2. Em que sentido a Lei de Ohm é uma lei? O modelo de Drude é compativel com a Lei de
Ohm?

q3. O que significa a palavra modelo quando se fala em modelo Drude?

q4. No interior de um corpo metalico existe uma onda eletromagnética plana e mono-
cromatica. No ponto yy o campo elétrico da onda ¢é descrito pela equagao

E = (Agi+ Ak) cos(kyo — wt).
I. Esboce um desenho com esse vetor em tres pontos diferentes do plano y = yg nos instantes
a)t =0;b) t =T/4;¢) t =T/2;d) t = 3T/4, sendo T = 2L

II. Repita o item anterior para o plano y = yg + %, onde A é o comprimento da onda.

q5. Considere uma onda plana e monocromatica no interior de um corpo metalico. No ponto
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1o 0 campo elétrico da onda é dado por

E = Acos (kyo — wt) i (35.67)

I. Sendo A o comprimento da onda, desenhe o campo elétrico no instante T/4, em tres pontos
dos planos

a)y =0;b)y=A4¢)y=A/2;d) y =3)/4
b) Repita o item anterior para o campo magnético da onda

q6. As figuras abaixo mostram linhas de campo elétrico e magnético num dado plano. Quais
delas podem corresponder a ondas eletromagnéticas no interior de um metal? Nestes casos, o
que se pode afirmar sobre a dire¢do de propagagao da onda?

T
U

Lo

3 e
34 D

3
Ny

Figura 35.4:
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Capitulo 36

ondas em meios materiais: o caso da
prata

O modelo de Drude, estudado na aula anterior, prevé o comportamento dos campos elétrico e
magnético de uma onda no interior de um condutor. Em particular, esse modelo permite-nos
distinguir duas situacoes diversas, em que a onda pode ou nao se propagar.

Muitas vezes, a capacidade que uma onda tem de se propagar em um meio condutor é
representado pela grandeza § definida como

R (36.1)

Essa grandeza tem dimensao de comprimento e é denominada “espessura de penetracao”. Ela é
a distancia ao longo da qual a amplitude dos campos elétrico e magnético se reduzem a 1/e (=
0,368) do seu valor.

A espessura de penetracao prevista pelo modelo de Drude pode ser obtida a partir das eq.
(34.48), sendo dada por

PR \/5(;”)+; 52(w)+gi§;") (36.2)

A espessura de penetracdo de uma onda eletromagnética em uma dada substancia depende
crucialmente da frequéncia da onda. Para termos uma nocao da ordem de grandeza dos valores
de ¢ preditos pela eq. (35.2) vamos estudar o caso da prata sélida, que é um bom condutor.

Para as constantes €g e pg usamos os valores

383
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2

Nm
= 4 % 10° )
e = 39874 X 10° = (36.3)

o ye (36.4)

A condutividade da prata é

go=06,25x10"m 1 Q!

(36.5)
A massa e a carga de um elétron sdo respectivamente,
m=9,11 x 103 kg (36.6)
¢g=—e=—1,60x 1071°C (36.7)

A grandeza N, o niimero de elétrons livres por unidade de volume, pode ser calculada a partir
de resultados experimentais, sendo dada por

N = 6,94 x 10%¥m 3 (36.8)

O valor do coeficiente de amortecimento b é calculado usando-se os valores numéricos acima
na eq. (34.29), obtemos

b=2,85x10"Tkg 5! (36.9)

A frequéncia de plasma dos elétrons de um metal é dada pela eq. (34.66). No caso da prata,
temos

wp = 14,85 x 10 H 2 (36.10)
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fo=2P —9236x10°Hz2

= 36.11
o (36.11)

As previsdes do modelo de Drude para a espessura de penetracdao na prata de ondas eletro-
magnéticas de diversas frequéncias, calculadas pela eq. (35.2), sdo mostradas na tabela 35-1,
juntamente com os valores das fungoes g(w) e e(w).

Regiao do espectro | f[s!] | g (w) [Q7'm™1] | e(w) [C%s%/kgm?®] | §(w) [m]

- 0 6,25 x 107 -2,00 x 1076 00
ondas longas 1 6,25 x 107 -2,00 x 107 6,36 x 1072
ondas longas 103 6,25 x 107 -2,00 x 107 2.01 x 1073
AM 108 6,25 x 107 -2,00 x 1076 6,36 x 107
FM, TV 107 6,25 x 107 -2,00 x 107 2,01 x 1076
infravermelho 101! 6,25 x 107 -2,00 x 107 2,01 x 1077
infravermelho 10'2 6,01 x 107 -1,92 x 107 5,76 x 1078
infravermelho 1013 1,24 x 107 2397 x 10~ 4,53 x 1078
visivel 10 1,54 x 10° -4,95 x 1079 2,02 x 1078
visivel 0™ 1,55 x 103 -4,07 x 10711 2,23 x 1078
ultravioleta 1016 1,55 x 10! 8,347 x 10712 3,33 x 107%
raios X 10'8 1,55 x 1073 8,842 x 10712 3,42 x 10°
raios -y 10%" 1,55 x 1079 8,842 x 10712 3,42 x 10°
raios -y 10%4 1,55 x 1071 8,842 x 10712 3,42 x 1012

- 00 0 8,842 x 10712 00

Tabela 35-1: Previsdes do modelo de Drude para ondas eletromagnéticas em prata.

A figura 35-1 foi construida com os dados da tabela e mostra num grafico log-log a dependéncia
da espessura de penetracao com a frequéncia.

Nesta figura vemos que as espessuras de penetracgao previstas pelo modelo de Drude decrescem
monotonicamente com o aumento da frequéncia no intervalo de zero até a frequéncia de plasma,
onde ocorre a inversao dessa tendéncia.

A espessura de penetracao caracteriza a propagacao de ondas eletromagnéticas em um metal
que, por sua vez, estd relacionada as suas propriedades épticas. No caso da prata, uma consulta
a tabela nos mostra que as espessuras de penetracao de ondas longas sao da ordem de alguns
milimetros, sendo mil vezes menor para frequéncias de T'V. No caso da luz visivel essas espessuras
sao ainda menores, estando bastante préximas do valor minimo dessa grandeza. As pequenas
espessuras de penetracao na prata de ondas de frequéncias abaixo da frequéncia de plasma
estao relacionadas a sua opacidade, ou seja, a propriedade de nao serem atravessados por ondas
eletromagnéticas.
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Fig.6. DEPENDENCIAS ESPACIALS E TEMPORAIS DOS CAMPOS ELETRICO
E MAGNETICO DE UMA ONDA NO INTERIOR DE UM METAL..

Figura 36.1: A espessura de penetracao de ondas eletromagnéticas na prata em funcao
da frequéncia

Quando ondas de frequéncias abaixo da frequéncia de plasma incidem sobre a superficie de
um corpo de prata, elas praticamente nao penetram em seu interior, sendo refletidas. Essa
reflex@o, observada também na grande maioria dos metais, ocorre geralmente para todas as
frequéncias do espectro visivel, fazendo com que eles tenham aparéncia incolor ou “prateada’”.
Existe, portanto, uma estreita relacao entre o brilho que observamos nos metais e o fato de eles
serem bons condutores.

Existem, entretanto, situagoes em que ondas eletromagnéticas podem atravessar corpos metélicos.
Uma inspecao da tabela acima nos mostra que uma dessas situagoes ocorre quando a frequéncia
da onda é extremamente baixa, ou seja, o campo é quase eletrostatico. A prata, como intimeros
outros metais, torna-se transparente para ondas de frequéncias altas, acima da frequéncia de
plasma. A tabela nos mostra, por exemplo, que raios X podem penetrar varios metros no interior
de corpos de prata.

Uma outra situacao em que metais podem ser atravessados por ondas eletromagnéticas ocorre
quando esses metais formam peliculas muito finas, de espessuras compardveis & espessura de
penetragao. Esse tipo de transparéncia pode ser observado nos espelhos de duas vistas, ou
entao, no caso de 6culos “escuros” espelhados. Esse tipo de transparéncia, ao contrario das
anteriores, pode ocorrer para quaisquer frequéncias.

Uma das consequéncias mais importantes do modelo de Drude é a mudanga de comporta-
mento da espessura de penetracao nas proximidades da frequéncia de plasma. Nesse modelo,
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como ja vimos, supomos que o movimento de um elétron dentro de um metal seja o resultado do
jogo entre trés agentes: a forca devida a onda, que causa o movimento; a forga de resisténcia, que
se opOe ao movimento, e a inércia do elétron, que tende a manter um dado movimento. Quando
a forca devida ao campo puxa o elétron para um certo lado, este tende a se mover para aquele
lado. Quando a forca muda de sentido, o elétron tende a seguir esta forca, mas isso demora
um certo tempo para acontecer, devido a sua inércia. Quando a frequéncia da onda é muito
alta, o que acontece é que mal o elétron comeca a se mover para um lado, ele é solicitado a ir
para o lado oposto, sucessivamente. Com isso ele somente tem tempo de efetuar deslocamentos
extremamente pequenos entre duas mudancas de direcao da forga devida a onda. O resultado ¢é
que ele quase nao oscila, ficando praticamente parado, nao conseguindo, por isso receber energia
da onda eletromagnética. A onda, entdo, se propaga no interior do metal.

O modo como ondas eletromagnéticas se propagam em meios materiais depende crucialmente
de como as particulas que constituem esse material reagem a presenca do campo elétrico da
onda. O modelo de Drude deve ser visto como uma tentativa de explicar como isso ocorre,
supondo que os elétrons obedecam as leis de Newton. Este modelo, embora consiga explicar
algumas propriedades dos metais, também tem as suas limitacoes. Uma delas, por exemplo,
se manisfesta pela sua impossibilidade de explicar porque certos metais, tais como o ouro e o
cobre, nao sao prateados. Essa limitacao do modelo deve-se ao fato de havermos suposto que a
onda interage apenas com os elétrons livres do metal, enquanto que ela também interage com
os fons que formam a sua rede cristalina. Assim, para termos um modelo realistico, deveriamos
considerar ambas as interagoes. A interacao da onda eletromagnética com os ions da rede é
semelhante a interacao com moléculas de um dielétrico, que serd estudada em seguida.

Outra limitagdo do modelo de Drude deve-se ao fato de tanto a onda eletromagnética como as
particulas do meio material exibirem comportamento quantico. No que diz respeito ao elétron,
em particular, supusemos que ele obedece a mecanica Newtoniana, enquanto que, na verdade,
ele obedece a mecanica quantica. Existem, além disso, outros efeitos quanticos que nao foram
considerados no modelo de Drude de interagao de ondas eletromagnéticas com metais. Os trés
mais importantes sao:

- efeito Compton: um elétron, ao ser acelerado pela forca devida ao campo da onda, passa a
irradiar, emitindo ondas de frequéncias diferentes;

- efeito fotoelétrico: a onda que se propaga aranca elétrons do metal;

- producao de pares: quando a energia da onda é grande ela pode, ao passar pelas vizinhancas
de um ntcleo atémico, produzir um elétron e um positron simultaneamente.

Esses efeitos, que s@o mais importantes para ondas de frequéncias grandes, produzem como
consequéncia a reducao da espessura de penetracao em relacao ao valor previsto pelo modelo de
Drude.

A discussao anterior deixa claro que uma descricdo completa da propagacao de ondas eletro-
magnéticas em meios materiais deve ser muito mais complexa do que a apresentagao aqui, que
teve como base um modelo onde elétrons livres obedeciam a dindmica de Newton. Isso, entre-

3

tanto, nao destitui de valor este modelo, uma vez que ele é muito util como ponto de partida
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para andlises mais sofisticadas.
e questoes

q.1: A quantos didmetros atémicos corresponde a espessura de penetracao de luz de frequéncia
10'“Hz na prata?

q.2: Uma onda luminosa de 10'*Hz incide sobre a face maior de uma placa de prata de
dimensoes 10cm x 10cm x lem. Qual é a porcentagem dos fons da placa que sentem a presenca
da onda?

q.3: Qual a distancia ao longo de uma placa de prata para a qual a energia de uma onda
eletromagnética de 10'2Hz caiu para um centésimo de seu valor inicial?

q.4: Existem certas receitas que recomendam que os alimentos a serem cozidos no forno
sejam embrulhados em “papel” de aluminio. Qual a razao por tras desse procedimento?

q.5: E possivel usarmos o fato de a espessura de penetracdao de ondas eletromagnéticas em
metais depender da frequéncia para construirmos um filto de frequéncias?

q.6: Num universo ficticio, onde os elétrons tivessem massa cem vezes maior que os do nosso
universo, seriam os metais transparentes a luz visivel?

q.7: Determine a regiao de frequéncias em que a lei de Ohm é valida, no caso da prata. Essa
regiao depende do material considerado?

q.8: Um espelho ¢ feito depositando-se uma fina camada de prata sobre uma placa de vidro.
Que espessura deve ter essa camada para que o espelho seja bom e, ao mesmo tempo, nao muito
caro?

q.9: Como funciona um semi-espelho?

q.10: Por que os 6culos espelhados funcionam como 6culos “escuros” para quem o0s usa e
como espelhos para as demais pessoas?
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q.11: Um aparelho de TV é colocado no interior de uma caixa de vidro espelhada, sendo
10~%m a espessura da camada de prata do espelho. Serd possivel que a televisdo mostre alguma
imagem ao ser ligada? Serd possivel que alguém no exterior da caixa veja essa imagem?

q.12: Explique porque garrafas térmicas sao feitas com vidros espelhados.

q.13: E comum que as bagagens de passageiros de aviao sejam examinadas com o auxilio de
raios X. Para proteger filmes fotograficos, seria suficiente embrulhd-los com “papel” de aluminio?

q.14: Como ¢ possivel blindar uma regiao do espago contra ondas eletromagnéticas?
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Capitulo 37

ondas em meios materiais:
dielétricos

e modelo de Drude

Substancias dielétricas sdo formadas por moléculas eletricamente neutras. Essa neutralidade
das moléculas nao impede, entretanto, que elas sintam campos elétricos e magnéticos exter-
nos, uma vez que elas sao constituidas por particulas carregadas, tais como prétons e elétrons.
Quando existir uma onda eletromagnética no interior de uma substancia dielétrica, as suas
moléculas vao reagir a presenga dos campos da onda. O campo elétrico da onda vai tender a
deslocar as particulas carregadas de suas posicoes de equilibrio, sendo os efeitos maiores devido
ao movimento dos elétrons, que sao muito mais leves que os ntucleos atomicos.

Nos dielétricos, ao contrario dos condutores, os elétrons nao estao livres, mas sim, presos a
nucleos determinados. Quando o campo elétrico da onda puxa o elétron numa direcao, essa
forca que prende o elétron ao nicleo também passa a agir, tentando manter a estabilidade
da molécula. Essa propriedade faz com que o comportamento de ondas eletromagnéticas em
dielétricos seja bastante diferente do comportamento de ondas em metais. Essas caracteristicas
microscépicas de uma substancia dielétrica determinam suas propriedades macroscépicas. Nesta
secao explicitaremos alguns aspectos dessa relagao para podermos compreender os fenémenos
de absorcao e dispersao de ondas eletromagnéticas.

A propagacao de ondas eletromagnéticas através de uma substancia, é determinada pelas
equacoes de Maxwell.

div E = p/eg (37.1)
. 0B

tE = —— 2

70 T (37.2)

391
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div B =0

5 = OE
rot B = poj + Hog0 5 (37.3)

Como no caso de ondas em condutores, suporemos aqui também que os deslocamentos dos
elétrons causados pelo campo elétrico da onda nao causem concentragdes de carga no interior
do dielétrico. Assim,

p=0 (37.4)

A densidade de corrente ; esta relacionada a velocidade com que os elétrons se deslocam no
interior do dielétrico. Para determinarmos essa velocidade, é necessario conhecermos a dinamica
do elétron, ou seja a relacdo entre as forcas que agem sobre ele e 0 seu movimento. A dindmica
de um elétron no interior de uma molécula é determinada pela mecanica quantica, o que torna
bastante complicada a analise da propagacao de ondas eletromagnéticas no interior da matéria.
E possivel, entretanto, simular alguns aspectos do comportamento quantico de um elétron por
meio de um modelo bastante simples e 1til, baseado na mecéanica de Newton. Esse modelo,
também devido a Paul Drude, consiste em supormos que os elétrons de um atomo se comportam
como se estivessem presos ao nucleo por molas de constante eldstica k. Quando uma onda
eletromagnética de frequéncia w atravessa o material formado por esses atomos, o elétron esta
sujeito a trés forcas:

1) forga devida ao campo elétrico da onda eletromagnética:

Fy = —eE(z,y,2,t) (37.5)

onde -e é a carga do elétron e E(z,y, z,t) é o campo da onda no instante t, no ponto (x, y, z)
onde esta localizado o elétron. Quando consideramos uma onda plana e monocromatica que se
propaga na direcao y, esse campo pode ser escrito na forma

E(r,y,z,t) = E(yt
*cos (wt — ky — ¢)

* cos(wt — @*)

=

onde ¢* = (ky + ¢) e E* é a amplitude da onda no ponto y, onde estd o elétron. Assim,
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F| = —eE* cos(wt — ¢*) (37.6)

2) forga que prende o elétron ao nucleo

Fy=—kS (37.7)

onde k é a constante eldstica da mola e S é a posicao do elétron relativamente ao nicleo; o sinal
negativo deve-se ao fato de essa forga ser sempre oposta ao deslocamento.

3) forga de “amortecimento”

Fy=—-bv (37.8)

onde v é a velocidade do elétron e b um coeficiente de proporcionalidade; o sinal negativo indica
que essa forca sempre se opdoe ao movimento. No caso de condutores, discutido nas se¢oes
anteriores, essa forca de amortecimento era devida a resisténcia ao movimento dos elétrons,
correspondendo a uma dissipacao de energia por efeito Joule. Quando se trata de dielétricos,
essa forca de “amortecimento” é devida ao fato de os dtomos poderem absorver e irradiar uma
parte da energia da onda eletromagnética. Esse processo corresponde, assim, a uma diminuicao
da energia da onda, justificando o nome “amortecimento”.

No modelo de Drude, a equacao de movimento de um elétron atomico é dada pela lei de
Newton:

d*s ds
A S MY s .
m—_ ES —b i cos(wt — ¢*) (37.9)

Esta equacao diferencial é idéntica a do circuito RLC for¢ado. Sua solugdo, como vimos
anteriormente, ¢ dada por um termo transitério e um permanente. Este tltimo tem a forma
geral:

S = Acos(wt — ¢* 4 0) (37.10)

As constantes A e § sao determinadas impondo-se que esta equagao satisfaca a equacao
diferencial
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—mw? Acos(wt — ¢* + ) = —kA cos(wt — ¢* +0) (37.11)

+bwAsen (wt — ¢* 4 0) — eE™ cos(wt — ¢) (37.12)

Usando as expressoes do seno e do cosseno da soma de dois angulos, podemos reescre-ver esta
equacao como

[A(—mw2 + k) cos§ — bwA send + eE*| cos(wt — ¢*) (37.13)

+ [~A(—mw? + k)send — bwA cosd| sen(wt — ¢*) =0 (37.14)

Para que esta equacao seja valida para quaisquer valores de t, os coeficientes do seno e do
cosseno devem ser nulos. Temos, entao, duas equacoes envolvendo as incégnitas A e §
A(mw? — k)cosd + bwAsen § = eE* (37.15)

(mw? — k)sen § — bwcosd = 0 (37.16)

A defasagem ¢ é determinada pela segunda equacao

bw
tgd = — T (37.17)
Esse resultado permite-nos concluir que
sen § = b (37.18)
V (mw? — k)2 + b2w?
2 _
cosd = mew” — k (37.19)

\/(mw2 — k)2 + b2w?
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Substituindo esses valores na eq. (36.15), obtemos a amplitude da oscilagao

el
A= 37.20
\/(mw2 — k)? + b2w? ( )

A interpretacao fisica dos resultados acima fica mais simples se os expressarmos em termos
de wy, a frequéncia na qual o elétron oscilaria se as forcas devidas ao campo da onda (ﬁl) e
de amortecimento (ﬁg) nao existissem. Essa frequéncia wy é a chamada frequéncia natural de
oscilacao e é dada por

wo = \/z (37.21)

Estes resultados permitem-nos concluir, entao que sob a acao da onda eletromagnética, o
elétron osicla segundo a equagao

eb™*
S = cos(wt — " + 6 37.22
\/mQ(w2 — wi)? + b2w? ( ¢ ) ( )
onde
bw
tgd = 37.23
& m(w? — w) ( )

Desejamos obter a relacao entre o campo elétrico e a densidade de corrente, que esté relaci-
onada a velocidade dos elétrons por

j=—eN7 (37.24)

onde N é o ntmero de elétrons que se movem por unidade de volume. A velocidade ¥ é deter-
minada a partir da eq. (36.22). Temos, entao,

o d§
= — N—
T
el
=eNw sen (wt — @™ + 0
VM2 (W2 — w2)2 + b2 ( ¢ )
Ne*w 9

= - [bwE*cos(wt — ¢*) + m(w? — wd) E*sen (wt — ¢*)] (37.25)
0
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Na ultima passagem desenvolvemos o seno da soma de dois angulos e usamos as eqs. (36.18)
e (36.19). A relagao entre j e o campo ¢ estabelecida usando

—

E = E*cos(wt — ¢*) (37.26)

—

dFE .,
i E* sen (wt — ¢*) (37.27)

Substituindo esses valores na eq. (36.25), obtemos

Ne?bw? o Ne2m(w? — wd) @
m?(w? — w(Q])2 + b2w? m?(w? — wg)Q + b2w? dt

j= (37.28)

Esta expressao determina o comportamento de ondas eletromagnéticas no interior de dielétricos.
Consideremos, portanto, a lei de Ampere-Maxwell, que é dada por

—

= - OF
rot B = o j + po €o N
Ne? bw? P Ne2m(w? — w?) OF
= 0 — —_—
'uOmQ(cu2 — w?)? + b2w? Ho =0 m?(w? — wd)? + b2w?| Ot
- OE
= o g(w) E + po e(w) B (37.29)

g(w) e e(w) sao fungdes dadas por

Ne2buw?
= 37.30
9(w) m?(w? — wd)? + b2w? ( )
Ne2 2 9
e(w) = & emw” — wp) (37.31)

C m2(w? — w2)? + b2

A eq. (36.29) ¢é formalmente semelhante & expressao do rotacional de B no caso de ondas em
condutores, dada pela eq. (34.30). E preciso notarmos, entretanto, que essas expressoes sao de
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fato diferentes, uma vez que as funcoes g(w) e e(w) nao sdo as mesmas em ambos 0s casos, como
podemos verificar comparando as egs. (34.31) e (34.32) com as egs. (36.30) e (36.31).

Desejamos, agora, obter as expressoes dos campos elétrico e magnético no interior de dielétricos.
Como no caso dos metais, esses campos sao determinados pelas equacoes de Maxwell

divE =0 (37.32)
L 9B
tE=—— 37.33
IO 5 ( )
divB =0 (37.34)
_ . OE
rot B = pp g(w) E + poe(w) e (37.35)

Essas equagoes sao formalmente as mesmas que as usadas no caso dos condutores, eqs. (34.33
a 34.36). Esse fato faz com que as expressoes de E e B sejam idénticas em ambos os casos,
diferindo apenas quanto a forma das fungoes g(w) e ¢(w). Temos, entao

E(y,t) = Ege P cos(ky — wt + ¢) (37.36)

k= \/ﬁow\/ 5(;” ) 4 % 2(w) + gif‘;) (37.37)

w (37.38)

(37.39)

(37.40)
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B(y,t) = Bye P cos(ky — wt + ¢ +1) (37.41)

By YR 2 B (37.42)

tgn = % (37.43)

Como no caso dos metais, as ondas eletromagnéticas em dielétricos também sao compostas
por termos correspondentes a amortecimento e a oscilacdo. Existem, entretanto, duas impor-
tantes diferencas entre os dois casos. A primeira é que as fungoes k (w) e 5(w), responsaveis pela
propagacao e pelo amortecimento respectivamente, tém caracteristicas diferentes para conduto-
res e dielétricos. A segunda diferenca importante refere-se a causa do amortecimento em cada
um dos casos. O amortecimento da onda no caso de metais é devido a dissipagdao de energia
por efeito Joule, causada pelo “atrito” entre as particulas que constituem o meio, enquanto que
no caso de dielétricos o amortecimento deve-se ao fato de os atomos da substancia poderem
absorver e reirradiar a energia da onda.

Esse mecanismo de absorcao-reemissao de energia é responsavel pelas caracteristicas épticas
de substancias dielétricas, tais como cor, opacidade ou transparéncia. KEssas caracteristicas
sao determinadas pela relacao entre a frequéncia da onda e a frequéncia natural dos dtomos da
substancia. Um material serd transparente se as ondas forem pouco amortecidas em seu interior;
caso contrario, ele serd opaco.

O amortecimento de uma onda eletromagnética é caracterizada pela funcao S(w) que, por
sua vez estd relacionada a g(w). Esta ultima fungao tem seu valor méximo quando w é igual
a wp, expressando o fato que a absorcao da energia é maxima quando os atomos e a onda
ressoam. Assim um material é opaco para ondas de frequéncias préximas as suas frequéncias
caracteristicas.

Uma outra caracteristica importante de dielétricos é que a velocidade de propagacao de ondas
eletromagnéticas em seu interior depende da frequéncia. Essa velocidade é dada por

1

Ao+ 4/ + EF

(37.44)

Um meio em que a velocidade de propagacao de ondas depende da frequéncia é chamado de
dispersivo. E essa propriedade que faz com que prismas de vidro decom-



399

ponham luz branca, uma vez que o desvio de um raio de luz ao cruzar a superficie ar-vidro
¢é dado pela lei de Snell, que neste caso pode ser escrita como

—senby, = senbyidro(w)
c

V(w)

Nesta expressao 6 representa o desvio do raio de luz em relagdo a normal de cada lado da
superficie. Vemos, entao, que o fato de a velocidade da onda no dielétrico depender da frequéncia
faz com que raios de luz de diferentes frequéncias sofram desvios diferentes, o que acarreta a
decomposicao da luz branca em suas diversas cores.
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Capitulo 38

ondas planas - notacao

e ondas planas e monocromaticas

Fenomenos ondulatérios sdo muito importantes em fisica e ocorrem em um nuumero muito
grande de situagoes. Existem ondas em cordas, ondas sonoras, ondas eletromagnéticas, e de
muitos outros tipos. A mecéanica quantica implementa matematicamente a idéia que a matéria
tem propriedades ondulatdrias e o mesmo acontece com a teoria quantica de campos. Por isso,
é preciso conhecer bem as técnicas utilizadas na descrigao de ondas.

Uma onda é uma informacao que “anda” ou, em termos mais precisos, energia que se propaga.

Formalmente, uma fungao F(z,y, z,t) representa uma onda se ela for solugdo de uma equagao
do tipo

PF(ryzt) OFF@yzt) FFayzt) 10°F@y:zi)

Ox? Oy 022 T2 ot? =9, (38.1)

que pode, também, ser reescrita nas formas mais compactas
07 F(x,y, 2,t) + 8; F(x,y,2,t) + 87 F(z,y, 2,t) — (1/v*) 8} F(z,y,2,t) =0, (38.2)
V2F(z,y,zt) — (1/v*) 0} F(z,y,2,t) =0, (38.3)

onde v é a velocidade de propagagao. A caracteristica principal da equagao de onda é que ela
relaciona as derivadas segundas da fungdo F' em relagao as coordenadas espaciais com a derivada
segunda em relacao ao tempo.

401
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Nas aulas anteriores utilizamos, muitas vezes, ondas planas, que correspondem a versoes
simplificadas do problema. Por exemplo, se a funcao que descreve a onda nao depender de = e
y, temos F(x,y,z,t) = F(z,t), 02 F(x,y,2,t) = 05 F(x,y,z,t) = 0 e, portanto, a equagao de
onda pode ser colocada na forma

D2 F(z,t) — (1/v*) 02 F(z,t) =0. (38.4)

Este caso foi discutido na aula 8, onde mostramos que a funcao F' pode ser escrita como

F(z,t)=A; fo(z—vt)+ A_ f_(z 4+ vt), (38.5)

sendo que os indices (+) e (=) indicam ondas que se propagam com velocidades +vk e —v k,
sendo A4 as respectivas amplitudes. E importante notar que a informacao sobre a natureza
da onda é incorporada nas amplitudes. Por exemplo, numa onda sonora A corresponde a uma
pressao, numa onda eletromagnética A pode corresponder a um campo elétrico ou a um campo
magnético, e assim por diante.

Um outro caso particular que exploramos anteriormente foi o de ondas monocromaticas,
ou seja, ondas que possuem freqiiéncia bem definida. Se a onda plana dada pela eq.(37.5) tiver
freqiiéncia w a sua forma mais geral é

F(z,t) = Af cos(kz —wt — ¢4 ) + A_cos(kz + wt —¢_) , (38.6)

onde k = w/v e ¢4 representam fases. Como sabemos, estas fases cumprem o papel de
produzir combinacdes quaisquer de senos e cossenos, por meio do resultado

cos(kz £ wt — ¢p1) = cos(kz £ wt) cos(¢px) + sen (kz £ wt) sen (P4) . (38.7)

Apesar de bastante geral, a eq.(37.6) ainda tem uma forte limitagao, pois ela apenas descreve
propagacoes ao longo do eixo z. Poderiamos, por exemplo, ter interesse em descrever ondas
planas que se propagam nas direcoes indicadas na figura 37-1. A seguir, discutimos o modo de
generalizar a descricao de ondas planas e monocromaticas para propagacoes segundo direcoes
quaisquer.

e propagacao numa direcao qualquer

Para generalizar a descricao de ondas planas, é necessario o emprego de vetores, como
discutimos a seguir. Apesar de poder parecer surpreendente, mesmo numa onda como a dada
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7

Figura 38.1: Exemplos de possiveis direcoes da propagacgao de ondas planas

pela eq.(37.7), existem vérios vetores implicitos. Por exemplo, o campo elétrico de uma onda
eletromagnética plana e monocromatica que se propagaga ao longo do eixo y pode ser descrito
por

E(y,t) = [Eo 7] cos(ky — wt) (38.8)

sendo [Ej ;] a amplitude. Se fixarmos o tempo num valor ¢ = {3, o produto wty torna-
se uma fase constante e E(y,to) passa a representar o campo num tempo congelado, imével,
tal como ocorre numa fotografia. Entretanto, essa analogia nao é a melhor possivel, pois a
foto é bidimensional, enquanto a eq.(37.8) representa a onda em todos os pontos do espago.
Nesse aspecto, ela é mais andloga a uma escultura do que a uma foto. Para compreender isto,
consideremos a funcgao E(y,to) para um valor particular y = b da coordenada. Neste caso,
podemos afirmar que o valor do campo elétrico no ponto P (0,b,0,%y) estéd fixado e é dado por

E(b,t) = [Ey 1] cos(kb — wty) , . (38.9)

Entretanto, a mesma expressao também representa o valor do campo elétrico nos pontos da
forma Pj (a1,b,¢1), Po (az,b,c2), -+, Pi(a;,b,¢;). Como a; e ¢; podem ser quaisquer, a eq.(37.9)
descreve, na verdade, o campo elétrico nos infinitos pontos do plano y = b. A posicao de cada
um dos pontos P, (a;, b, ¢;) é descrita pelo vetor

Fi=aiit+bjtek. (38.10)

Por isso, todos os infinitos vetores dados por essa expressao estao escondidos na eq.(37.8).
Alguns dos pontos P; e os correspondentes vetores 7; sdo mostrados na figura 37-2.

O outro vetor importante é o que descreve a diregao de propagacao da onda e é construido
juntando o versor 4 dessa direcao ao numero de onda k e escrevendo
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<y

L

Figura 38.2: Pontos P; de coordenadas r; = a; i+ bf+ & k

>
I
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S

(38.11)

Esse novo vetor costuma ser chamado de vetor de onda !

No caso do exemplo do campo elétrico dado pela eq. (37 8) a propagagao acontece segundo o
eixo y e, por isso, 4 = j O vetor de onda é dado por k = kj e o argumento da eq.(37.9) pode
ser entendido como o resultado do produto escalar de k pelos vérios 75:

=
S
Il
e
ot
Il
Il
e
U
I
7
S

(38.12)

De modo geral, uma onda plana e monocromatica que se propaga numa dire¢ao dada pelo
versor 4 é descrita pela equacao

—

F(z,y,z,t) = Acos(k - 7 — wt — @) , (38.13)

com k dado por(37.11) e 7 = zi 4 yj + k.
e exemplo 1

Uma onda eletromagnética plana e monocromaética se propaga segundo um eixo horizontal,
que faz um angulo a com o eixo x.

1Esse vetor nao deve ser confundido com o versor da direcdo z, embora ambos sejam representados
pelo mesmo simbolo.
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Determine a equacao que descreve o campo elétrico dessa onda, supondo que ele esteja pola-
rizado na direcao do eixo z.

Interprete o resultado nos casos « =0, a =7/2 e a = 7.
e exemplo 2

Considere a mesma onda do exemplo anterior e mostre que existem apenas dois valores de «
para os quais ela obdece a equagao

2 F(x,y,z,t) — (1/v*) 0 F(x,y,2,t) = 0.

Mostre, em seguida, que ela obedece a equacgao

07 F(x,y,2,t) + 05 F(z,y,2,t) — (1/0°) 8 F(x,y,2,t) =0,

para qualquer valor de a.
e exemplo 3

Uma onda etromagnética plana e monocromaética se propaga segundo a direcao dada pelo
versor @ = cosf3 i + sen [ k. Determine a equagao que descreve o campo elétrico dessa onda,
supondo que ele esteja polarizado na diregao y.

« exemplo 4

Determine uma expressao que possa descrever o campo elétrico de uma onda eletromagnética
que se porpaga na dire¢ao determinada pelos angulos (6, ¢), das coordenadas esféricas.

e a notacao complexa

O emprego de ntimeros complexos é bastante comum em fisica, pois ele permite simplificar
muitos cdlculos e expressar resultados complicados de forma compacta. Neste curso, ja utiliza-
mos o conceito de impedancia, na aula 6 e, agora discutimos a descricao de ondas por meio da
notacao complexa. Essa notagao é, em geral, adotada em cursos mais avancados e é interessante
notar que a equacao de Schrodinger, béasica na mecanica quantica nao-relativistica, é dada por

- Oy

e inclui, explicitamente, um 3.
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A extensao dos resultados anteriores para a notacao complexa é simples. No caso da descricao
geral da onda plana e monocromética dada pela eq.(37.13), fazemos

Flr,y,2t) = Acos( -7 —wt = ) = Fla,y,2,t) = A7),

e, quando desejarmos recuperar as grandezas que descrevem o mundo fisico, tomamos a parte
real de F. A seguir, apresentamos alguns exemplos do poder da notagdo complexa, refazendo
calculos ja apresentados nas aulas 34-36, onde foi discutido o modelo de Drude.

e exemplo 5

Na aula 36, foi preciso resolver a equacao diferencial (36.9), que descreve a oscilacdo de um
elétron em torno do seu posicao média, dada por

d2S dS
—_— = —b— —eFE* — ") .. .14
m 72 kS —1b o e E* cos(wt — ¢) (38.14)

Fazendo a extensao complexa

E* cos(wt — ¢*) — E* l@t=¢7) (38.15)

usando

S —8=Ae W= +) (38.16)

e cancelando o fator comum e*“!=¢") 5 eq.(37.15) pode ser escrita como

Ae'd [(mw? — k) —iwb] =eE*. (38.17)

Expressando o termo entre colchetes em coordenadas polares, temos

[(mw2fk‘)fiwb]:\/(mwsz)2+(wb)2 et (38.18)
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tanf=(wb)/(mw?® — k) , (38.19)

e a solucao da eq.(37.18) é
A=ceE*/\/(mw?—k)2+ (wh)?,. (38.20)
§ =0 — tand = (wb)/(mw? — k) . (38.21)

Finalmente, a parte real de S, que representa a oscilacgao fisica, é dada por

S =AW=+ & — Acos(wt — ¢* +6) . (38.22)

Estes sao os resultados (37.10), (36.17) e (36.20) obtidos, agora, com menor esforco.
e exemplo 6

Num certo ponto da aula 34 deparamo-nos com o problema de resolver a equagao diferencial
(34.41), escrita como

O°E OE OF
B — po&(w) 92 Ho 9(w) Dt (38.23)

onde E = Ek e E ¢ a intensidade do campo. Para tanto, naquela aula, adotamos a forma

E(y,t) = Ege P cos (ky — wt + 0). (38.24)

e impusemos que ela deveria satisfazer a eq.(37.24). Depois de vérios cdlculos, obtivemos as
solugbes (34.48) e (34.49), dadas por

k‘:\/,LTow\/g(;j)—{—; EQ(w)+giE;U),

(38.25)
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_ pog(w)w
b= (38.26)

Para resolver novamente a eq.(37.24) usando fungées complexas, consideramos a extensao da
eq.(37.25)

E(y,t) = E(y,t) = Ege PV e!hy—wt+0) (38.27)

Olhando com atencao essa expressao, notamos que podemos torna-la ainda mais compacta,
reescrevendo-a como

E(y,t) — E(y,t) = Eg ellbtify-wtto] (38.28)

Isso sugere que é também conveniente considerar a extensao complexa do nimero de onda

ks K=k+if3, (38.29)

0 que nos permite usar a forma

E(y,t) — E(y,t) = Eyecv—wtto] (38.30)

Substituindo &(y,t) em (37.24), encontramos a condicao

K% — poe(w) (W)* =i po g(w) w . (38.31)

Usando (37.30), obtemos as equagoes

k2 — 8% =poe(w) (W)? e 2Bk=pog(w)w, (38.32)

que levam diretamente a solu¢ao do problema, dada pelas eqs.(37.26) e (37.27).
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e« exemplo 7

Neste exemplo, tratamos da relacao entre os campos elétrico e magnético, obtida a partir da
lei de Faraday e de sua extensao complexa

. 0B OB
E=_22 E=_"" .
V x 5r V x 57 (38.33)

Usando E = E(y,t) k, obtemos B = B(y, )7 e

OB 9E(yt)

ot oy 34
ot oy (38.34)
Temos, assim,
B(y,t):/dt M — /dt i K E, ei[le—wt—i—G]
Ay
K B e'rwt+o] - gﬁ(y, t). (38.35)

Para recuperar a relacao entre as grandezas fisicas, basta tomarmos a parte real dos dois
lados dessa equacao. Antes de fazer isso, é conveniente lembrar que K é um nimero complexo
e, portanto, carrega uma fase. Para explicitd-la, passamos para coordenadas polares

K=k+iB=vk?+32 € (38.36)

tann=8/k . (38.37)

Assim, a eq.(37.36) fica dada por

B(y,t):M E etlcy—wt+o+n] _ vk + 52 Epe Py eilky—wttt+n] (38.38)
w

w
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Tomando a sua parte real, obtemos

B(y,t)=Bye PY coslky —wt + 0 + 1] , (38.39)
2 2
Bo— 7Vw+5 o (38.40)

que sdo os resultados dados na aula 34, eqs.(34.61) e (34.62).
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e notacao complexa e propagacao numa direcao qualquer
Nos exemplos anteriores, discutimos extensoes complexas de movimentos na direcao y. Para

generalizar esses resultados para o caso de propagacao numa direcdo qualquer definida pelo
versor i, definimos, como na eq.(37.11), um vetor de onda complexo K por

K=K (38.41)

e substituimos o fator Ky nos argumentos por K - 7.

« RESUMO

dos resultados das aulas 34 a 36, expressos em termos de notacao
complexa e propagacao numa direcao qualquer

e vetores

A direcao de propagacao é dada pelo versor .

K=(k+iB)a, (38.42)
E(z,y,2,t) = B! K70 oy Eyii=0, (38.43)
K
B(z,y,z,t) = — x E(z,y,2,t) . (38.44)
w
com
_ ew) 1/, 9*(w) _ Hog(w)
k—\//Tow\/ 5 + 5\/€ (w) + 2 B = T (38.45)
N 2 2,2 N 2b 2
e(w) = o — eom(w” = w, g(w) = it (38.46)

m?(w? — wd)? + b2w? ’

e wp = v/k/m; num metal, k = 0.
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Capitulo 39

interfaces

e introducao

Muitos fenomenos observados no nosso dia-a-dia relacionam-se com a propagacao de ondas
eletromagnéticas e sua interacdo com a matéria. O processo de visao, as cores dos objetos, o
azul do céu, a transparéncia de certos materiais sao alguns dos muitos fenomenos relacionados
a propagacao e interacao da luz com a matéria. Nesta aula estudaremos o que ocorre quando
uma onda eletromagnética incide em uma superficie que separa dois meios diferentes. Quando
a luz solar ou de fontes artificiais atinge algum objeto e nds o enxergamos, afirmamos que
houve reflexao da luz na superficie do corpo. Muitos objetos sao transparentes, indicando haver
transmissao da luz através do material. Se por exemplo, enxergarmos um peixe em um lago é
porque a luz incidente penetrou na dgua, atingiu o peixe e foi refletida por ele. Se além disto
conseguimos ver a superficie da dgua é porque ali também houve reflexao da luz incidente.

Assim, nossa experiéncia cotidiana nos permite afirmar que quando uma onda luminosa
atinge certo material, parte da radiacao incidente é refletida na superficie de separacao entre os
meios (onda refletida) e parte penetra no meio material (onda refratada). Do ponto de vista
microscépico, quando uma onda eletromagnética incide em um material, hé interacao dela com
os atomos, moléculas ou cargas livres deste material. O campo elétrico oscilante associado
a onda incidente provoca a oscilacdo de cargas da substancia. Estas cargas aceleradas sao
fontes de nova radiacao eletromagnética. A superposi¢cao das radiacoes emitidas pelas cargas
oscilantes constitue as ondas refletida e refratada. As caracteristicas das radiacoes espalhadas
pelo material dependem das propriedades dos meios como por exemplo, dos atomos que os
constituem, do arranjo atomico, da existéncia ou nao de cargas livres. FEstas propriedades
determinam caracteristicas dos objetos tais como cor e transparéncia.

Embora as idéias bésicas envolvidas na descricao microscépica da interacao da luz com a
matéria sejam relativamente simples, seu tratamento matemaético é complicado. Estudaremos a
reflexdo e refragdo da luz sob o ponto de vista do eletromagnetismo cldssico. As propriedades
das ondas eletromagnéticas refletidas e refratadas numa superficie serao obtidas através das
equacoes de Maxwell.

413
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e as ondas refletida e refratada

O problema a ser resolvido consiste em, conhecendo a onda incidente numa superficie, deter-
minar as caracteristicas das ondas refletida e transmitida, ou seja determinar os campos elétrico
e magnético destas ondas. Vamos considerar uma onda plana monocromatica se propagando no
meio 1 e incidindo em um meio 2, como ilustra a figura 38.1.

HE&io 4 MEI0 2
ONDA ~
INCIDENTE —
8 % O NDA
. TRANSHITIDA
=
ONJO_\
RE FLETIDA™S SuegLFicie DE
i~ seratagks

Figura 39.1: Uma onda incide na superficie de separacao de dois meios originando as
ondas refletida e refratada.

As expressoes dos campos elétrico e magnético de uma onda se propagando em um meio
material sao:

E(F, t) = Eo e_% E‘FCOS(E.F— wt + @) (39.1)
E(F, t) = B% efg E'FCOS(E.F— wt + ¢ +n) (39.2)

L JE2YBp2 kL
Bozi%xE (39.3)

k= ow [5(2“’) + % 2(w) + gjf;")} 2 (39.4)
tgn = A
5= Ho g(w)w (39.5)
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A defasagem 7 entre os campos E e B da onda e os valores de k e £ dependem do meio de
propagacao da onda.

De uma forma genérica, pode-se escrever as expressoes para os campos das ondas incidentes,
refletida e transmitida numa superficie como segue:

onda incidente:

o o _Big.m -

E;=FE e % " cos(k; T — wit) (39.6)
— — _&Ef" ¢ —
B;=B]e %" cos(k; - T —wit+n;) (39.7)

VEAB B
L )/ (39.8)

onda refletidas:

N o Br 7 = -
E.=E ¢ & " cos(ky - 7 — wypt + ¢) (39.9)
— — Br . = —
B, = ;fe*ﬁk” cos(ky - 7 — wpt + ¢+ ny) (39.10)

VEE Bk o
Br=Y1 7 * 39.11
o Y (39.11)
onda refratada:
R —&Et"l_“ "4 .
E,=Efe F " cos(ky - 7—wit +1T) (39.12)

0 o Bt o
By =Bre m M cos(By - 7 — wit + T + 1) (39.13)
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. V2 + B2 ﬁt .
Br=Y"t L2 E* 39.14
t Wy kt X t ( )

As ondas incidente e refletida se propagam no mesmo meio, portanto:

i = Or (39.15)

ki =k, (39.16)

De acordo com o principio da superposicao, os campos elétrico e magnético numa posicao 7
da regiao onde se propagam as ondas incidente e refletida sao dados por:

Bi(F,t) = Ey(7,t) + E(7,t) (39.17)

— —

By(7,t) = By(7,t) + B,.(F,t) (39.18)

No meio 2 hé apenas os campos da onda refratada, portanto:

By (7 t) = Ey(7,t) (39.19)

Ba(F,t) = By(F 1) (39.20)

Queremos descobrir como “unir” estes campos na superficie de separagao das duas regices.
As condigbes que os campos devem obedecer na interface dos dois meios sdo chamadas condigoes
de contorno. Elas decorrem da necessidade dos campos satisfazerem as equagoes de Maxwell
nao apenas nas regioes 1 e 2 como também na superficie que as separa. Através destas condigoes
de contorno determinaremos os campos das ondas refletida e refratada.

e condicoes de contorno
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As condigoes que os campos elétrico e magnético devem satisfazer na superficie de separagao

entre os meios sao determinadas pelas equacoes de Maxwell

ﬂﬁ-dl: —// %—f -7 dS (lei de Faraday) (39.21)

?{ -dl = // gE—{—s— -ndS (lei de Ampere-Maxwell) (39.22)
ﬂ eE-idS=Q (lei de Gauss) (39.23)
(39.24)

Gauss do magnetismo)

ﬂé-ﬁdszo (lei de

A condicao de contorno imposta pela lei de Faraday pode ser obtida através do cdlculo da
circuitacdo do campo elétrico na linha ¢ indicada na figura 38-2, no limite em que h — 0:

MEio L MEIQ 2
3
‘-\‘G
L f !
*
e
n
*l supelFiCIE De
SEPARAGAD |

Figura 39.2: As leis de Faraday e Ampere-Maxwell aplicadas ao caminho ¢ quando h — O

impoem condicoes de contorno para E e B.

fﬁ ~dl = (By)) — By )t (39.25)

(El// EQ// / — -ndS (3926)
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No limite h — 0, a superficie retangular cujo contorno é c¢ tende a zero. Sendo o campo

magnético finito, o fluxo de %—? através desta superficie é nulo. Portanto, a partir da equacao
(38.6), concluimos que a componente do campo elétrico paralela a superficie de separagao dos

meios é continua:

By = Eyyy

O célculo da integral de linha de B no caminho ¢ indicado na figura 38-2 leva a condigao de
contorno imposta pela lei de Ampere-Maxwell.

B B B
f Zdl= <1// - 2//> ¢ (39.27)
. M o 12

De acordo com a lei de Ampere-Maxwell:

. E
gE—i-E%t] .idS (39.28)

(Bl//_32//) :/
H1 K2 s

No limite A — 0, a area s tende a zero. Portanto:

By _ By
H1 H2

(39.29)

A lei de Gauss fornecera uma segunda condicao de contorno para o campo elétrico. O fluxo
de E através da superficie cilindrica indicada na figura 38-3 é dado por

ﬂ eE-7dS=Q (39.30)

onde QQ a carga livre existente no interior da superficie s.

No limite em que h — 0:

(61 El . ﬁl — &9 EQ . ﬁQ)A = Q (3931)
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MEIO L MELID 2
=
A
— —
My Az
|
D e
sUrgrFicie pDe
-5 SEPARAGAD

Figura 39.3: As leis de Gauss da eletricidade e do magnetismo aplicadas a superficie S
determinam condigoes de contorno para F e B.

1B —e2 By =0 (39.32)

Se os dois meios forem dielétricos neutros, ndo haverd cargas livres (o = 0). Neste caso:

11 =ex By (39.33)

Se um meio for dielétrico e o outro condutor, a componente normal do campo elétrico acelera
as cargas livres do condutor na direcdo perpendicular a interface. Neste caso poderd existir
nesta superficie uma densidade de cargas livres e valera a relacao:

1B —e2 Ea 1 = Olivre (39.34)

Finalmente a condicao de contorno para a componente normal do campo magnético serad
obtida através da lei de Gauss do magnetismo. O fluxo de B através da superficie cilindrica
indicada na figura 38-3, no limite em que A — 0 vale:

ﬂg-ﬁdSzél-ﬁ1—§2ﬁ2:0 (39.35)
S

Portanto,
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Bil =By (39.36)

Assim, as condicbes de contorno que as quatro equacoes de Maxwell impoem aos campos
elétrico e magnético, numa superficie que separa dois meios, sdo expressas por:

By, _ By (39.38)
H1 2
€111 —e2 B3| = Olivre (39.39)

By, = By, (39.40)
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interfaces

e reflexao e refracao

As propriedades das ondas refletida e refratada, em uma superficie que separa dois meios,
serao estudadas impondo-se as condicoes de contorno 38.37 a 38.40 aos campos elétricos e
magnéticos das ondas incidente, refletida e refratada. A algebra envolvida neste trabalho serd
simplificada se usarmos notagao complexa. Como os campos elétricos e magnéticos das ondas
sao descritos por combinacoes de funcoes seno e cosseno, é possivel representd-los por exponen-
ciais complexas. Devemos ter em mente que os campos que realmente existem no espaco sao
dados pela parte real destas fungoes complexas. Os campos elétricos e magnéticos das ondas
incidente, refletida e transmitida podem ser, genericamente, escritos como:

Bj=—1"2 (40.1)

B.=2r2r (40.2)
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B, = Kex E (40.3)
Wt

Impondo que as partes reais das expressoes (39.1), (39.2) e (39.3) coincidam com (38.6 a
38.14), obtemos as relagoes:

K; = (ki +1iB:) % (40.4)
Kr = (k;r + Zﬁr) ka (40'5)

—

i ) k
Ky = (ke +i54) kf

Ey = E*e'®

r

Ey = Ef e'" (40.6)

As expressoes (39.4) mostram que quando [ é diferente de zero, K é um nimero complexo.
Isto significa que a onda é amortecida no interior do material. Para materiais com g = 0, K é
o nimero de onda real. Através das expressoes (39.5) podemos observar que a diferenca de fase
¢ entre as ondas refletida e incidente esta incluida na amplitude Ey, que pode ser um numero
complexo. Analogamente, a defasagem I" entre as ondas incidente e refratada e estd incluida em
EOt-

Encontraremos os valores de w, e wy, as relacoes entre 6;, 6, e 6; e determinaremos as ampli-
tudes Ey, e Ey, exigindo que as trés ondas satisfagam as condigdes de contorno (38.37 a 38.40)

na interface dos meios 1 e 2.

No meio em que as ondas incidente se propaga, o campo elétrico total é dado pela superposicao
dos campos das ondas incidente e refletida:

Br(7 ) = By ei(Remnt) | fiy iRt
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No meio 2 o campo elétrico é dado por:

—

Eo(7,t) = By(7,t) = Eop e/ Eem=wrt)

De acordo com a condi¢do de contorno (38.37), a componente tangencial de E deve ser
continua na interface dos meios, ou seja:

(E;+ E,); = Ey,

Se 71 é um vetor de médulo unitdrio, normal & interface, podemos escrever a tltima expressao
como:

=i
L
€
£
&
1
=
3
|
&
&

X E()i ei(Ri‘F_wit) + 7 X E(]r €i( T (40.7)

A relagao (39.6) deve ser valida em qualquer ponto 7 da interface, em qualquer ins-tante de
tempo, o que serd possivel apenas se os termos dependentes de 7 e t se cancelarem, ou seja:

ei(f('i"’_"_wit) —
ei([?,« ‘r—wpt) —

ez(Kz F—wit)

portanto:

K 7—wit=K, -7 —wt=K; 7wt (40.8)

A igualdade (39.7) s6 serd independente do tempo se:

Wi = Wy = Wy (40.9)
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HEIO 4 MEi0 2

sbv:nrrci € D&
~SEPARAGAD

Figura 40.1: Os vetores l?,-, [?T e fft das ondas incidente, refletida e refratada sao paralelos
ao plano de incidéncia.

Assim, as ondas refletida e refratada tém frequéncias iguais & da onda incidente.

Além disso, a igualdade (39.7) deve valer em qualquer ponto 7 da interface, resultando em:

— — —

K 7=k, 7F=K 7

o que também pode ser expresso por:

(Ki— K,)-7=0 (40.10)
(Ki— K;)-7=0 (40.11)

Portanto (I_ﬁ — f(}) e (I?Z — I?t) sao vetores perpendiculares a 7. Com a origem do sistema de
coordenadas escolhida na superflcle de separacdo entre os meios, 7 estd contido nesta superficie.
Desta forma (I? K, ) e (K Kt) sao vetores perpendiculares & interface, portanto paralelos
ao vetor 1. Logo os vetores KZ, KT, Kt e 11 estao contidos no mesmo plano, o plano de incidéncia
como ilustra a figura 39.1.

—

Como (K; — K,) e (K; — K;) sao vetores paralelo ao vetor 7, podemos escrever:

ix (K — K,) =0 (40.12)



425

i x (K;— K1) =0 (40.13)

A primeira igualdade leva a

K;sen 0; = K, sen 0, (40.14)

Como as ondas incidente e refletida se propagam no mesmo meio e com a mesma frequéncia,
K; = K,. Portanto, a relagao (39.11) nos mostra que o angulo de incidéncia 6; é igual ao angulo
de reflexao 6,., resultado este verificado experimentalmente.

A partir da expressao (39.12), obtemos a relagdo entre os angulos de incidéncia e de trans-
missao, conhecida como lei de Snell:

K;sen 6; = K;sen 0, (40.15)

Quando K é um numero complexo, a igualdade (39.14) nao pode ser interpretada como a
relacao entre os angulos de incidéncia e de transmissao. Neste caso 0y seria um ntiimero complexo
perdendo seu significado geométrico de angulo de refragao.

Os resultados que obtivemos até agora, a partir da condigao de contorno (38.37), sdo os
seguintes:

3) K; sen; = Kysen 0y
4) os vetores I?i, I?r e fft sao paralelos ao plano de incidéncia.

Estas relacoes poderiam ser obtidas a partir de qualquer uma das condigoes de contorno, pois
as 4 expressoes (38.37 a 38.40) valem em qualquer instante em qualquer ponto da interface.

Para obtermos estes resultados nao fizemos restrigoes a superficie de separagao; eles indepen-
dem de propriedades dos meios.

Vamos a seguir determinar as amplitudes das ondas refletida e refratada. Estas amplitudes
ndo sao determinadas apenas por caracteristicas da onda incidente, elas dependem fortemente
das propriedades da superficie entre os meios. Vamos resolver o problema de uma onda se propa-
gando no vécuo e incidindo num meio material. Devido as diferengas existentes na propagacao
de ondas eletromagnéticas em condutores e dielétricos, estudaremos estes casos separadamente.
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Figura 40.2: Uma onda eletromagnética plana incide perpendicularmente em uma su-
perficie condutora situada no plano xz.

« ondas eletromagnéticas incidindo em condutores

Vamos considerar uma onda eletromagnética monocromatica plana se propagando no vacuo
e incidindo perpendicularmente a uma superficie condutora. A onda incidente é descrita por:

— —

-~ K;xE

&

X
(40.16)
w
Consideremos a situacao em que a onda incidente se propaga na direcao y e a interface entre
0s meios coincide com o plano xz como ilustra a figura 39.2.
Vamos considerar Fjy; constante no tempo e escolher a direcao z coincidente com a do campo
elétrico. O fato de Ey; ser constante nao representa nenhuma limitacdo uma vez que qualquer

onda plana pode ser decomposta em ondas linearmente polarizadas.

Para esta situagao temos que:

!

; = g 'Kyt (40.17)

B, = — Ey; €i(Ky7Wt)Z'
w
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Sendo o dngulo de reflexao igual ao de inciéncia, a onda refletida ird se propagar na direcao
—J, com os campos elétrico e magnéticos dados por

—

Er — EOT' ei(—Ky—wt) E

- K . o
B, = — By, - i-Ky-wh) (40.18)
w

Portanto, no meio 1, os campos elétrico e magnético sao tangentes a interface (E1; = By =
0). Como a componente normal de B deve ser continua (38.40), devemos ter By = 0, ou seja o
campo magnético da onda transmitida também é tangente a interface. Como B¢ perpendicular
a diregao de propagacao podemos concluir que a onda transmitida se propaga na diregao y:

Et — EOt ei(Ktyfwt) ];;

. K, . .
By = By, —L !t} (40.19)
w
Considerando que o meio 1 é o vacuo, K é um ntumero real dado por:

w

K = - = WVEoHo

Como o meio 2 é condutor, K; é um nimero complexo:
Ki=k +1ip

com k e  dados pelas equagoes (38.4).
A parte imagindria [ é consequéncia do amortecimento da onda no interior do condutor.

A situag@o que estamos tratando estd ilustrada na figura 39-3.
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Figura 40.3: Uma onda eletromagnética plana incide perpendicularmente em uma su-
perficie condutora situada no plano zz. As ondas incidente, refletida e refratada se pro-
pagam na direcao y.

Para encontrarmos a relagao entre as amplitudes Ey;, Ey, e Fqy;, vamos utilizar as condicoes de
contorno (38.7 a 38.40). A continuidade das componentes tangenciais de E e de %, na interface,
Sa0 expressas respectivamente por:

E;+E, = E, (40.20)
B_B._B 021
po Mo M

Qualquer ponto da interface tem coordenada y = 0, uma vez que ela coincide com o plano
xz. Portanto a expressao (39.19) fica:

EOZ' e—zwt 4 EOT' e—zwt — EOt e—zwt

Eo;i + Eor = Eot (40.22)

Escrevendo os campos magnéticos que aparecem na expressao (39.20) em fungao dos campos
elétricos, obtemos:

— [Eoi — Eo] = =L Ey, (40.23)
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sendo g e u as permeabilidades magnéticas do vacuo e do condutor. Como K; é um nimero
complexo, a expressao (39.22) nos mostra que Ep, e Eg nao podem ser ambos reais, ou seja ha
uma diferenca de fase que nao é o 7 entre as ondas refletida e transmitida.

A partir das equacoes (39.21) e (39.22) podemos encontrar a razdo entre as amplitudes da
ondas:

Eor _ pK — po Ky
Eoi  p K+ po K

(40.24)

EOt_ Q,UK
Eoi  pK + po Ky

(40.25)

Assim, conhecida a onda eletromagnética que incide perpendicularmente em uma superficie
condutora, as ondas refletida e refratada estdao completamente determinadas. Estudando as
expressoes (39.23) e (39.24) poderemos entender os fenémenos que ocorrem quando a luz incide
em um condutor. Estas expressoes nos levarao a compreender, por exemplo, porque metais,
como a prata, sao brilhantes.

As relagoes (39.23) e (39.24) determinam a fracdo da energia incidente que é refletida e a
fragdo que penetra através da superficie do condutor. A quantidade de energia por unidade de
tempo, por unidade de drea transportada por uma onda eletromagnética é dada pelo médulo do
vetor de Poynting:

K E?

S| =
Hw

A poténcia média por unidade de drea, < .S >, é chamada intensidade da onda é dada por:

K
[=<S>="— <F*>>
Hw

Para o caso em que E = Ej (B T—wt)
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E2
<FE?>=2
2
Assim, obtemos:
K E?
I=—2=2 (40.26)
pw 2
Quando K é complexo, I serd dado pela parte real de (39.25).
A medida de quanto da energia incidente é refletida é dada por:
_ Irefletida  |Eg,|? (40.27)

"~ Tincidente  |Fg;|?

A fracdo de energia que penetra no material é :

... K
T_ I transmitida WUEOHQ ko Ko | Eot 2
= T ine - K - .
I incidente T | Egi |2 uwK | Ey

O principio de conservacao de energia exige que:

R+T =1

Determinando a fracao da energia incidente que é refletida, sabemos quanta energia penetrou
no condutor. Sabemos, de nossa experiéncia didria, que condutores sao bons refletores de luz
visivel. Isto nos permite prever que para luz visivel incidindo em condutores R =~ 1 e T =~ 0.
Portanto, podemos esperar que a maior parte da energia incidente seja refletida. Vamos a seguir
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estudar o caso especial de condutores muito bons. O campo elétrico no interior de um condutor
ideal (condutividade infinita) é nulo. Este resultado pode ser encontrado a partir da equagao de
Ampere- Maxwell:

B o E
rot T g(w) E + e(w) i)—t
iwt

Se o campo elétrico oscila no tempo de acordo com e**,

) .
rot — = (g —iwe)E
. 1 3
E=—— rot(—) (40.28)
g — twe "

Se a condutividade g é infinita, a relacao (39.27) resulta em E =0.

Assim, ndo pode haver propagacao de onda eletromagnética no interior de um condutor com
condutividade infinita. Sendo Ep; = 0, a relacao (39.21) leva a:

FEy = —FEp;, portanto

Isto significa que toda energia incidente é refletida por um condutor ideal, ou seja, nenhuma
energia penetra através da superficie condutora. Em casos de bons condutores, mas com con-
dutividade finita, R assume valores menores, mas préximos de 1, significando que quase toda
energia é refletida. A dissipag@o por efeito Joule, no interior do condutor é , nestes casos,
pequena.
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Vimos que a condutividade de um material depende da frequéncia da onda que nele se propaga
de acordo com:

e2Nb

9(w) = m2w? + b2

Assim, um mesmo material pode ser um bom condutor para ondas com determinadas frequéncias

e nao ser para ondas com outras frequéncias. A expressao g(w) mostra que para valores muito
altos de frequéncia, a condutividade de qualquer metal é pequena. Neste caso, a espessura de
penetragao (0) é grande e a onda eletromagnética pode entrar no condutor, logo R nao assu-
mird valores préoximos da unidade. Assim, quando falamos em bons condutores, necessariamente
estamos nos referindo a casos em que a frequéncia da onda incidente ndo é muito alta. Para
frequéncias em que a espessura de penetragao é pequena, a onda praticamente nao penetra no
condutor. Neste caso, quase toda a energia incidente é refletida e R ~ 1.

Uma indicacao de frequéncia limite abaixo da qual uma onda eletromagnética nao penetra
num condutor é dada pela frequéncia de plasma:

N62 1/2
=[]

me,

Para ilustrar a dependéncia do indice de reflexao R com a frequéncia da onda eletromagnética
que incide em um condutor, determinamos os valores de R para o caso de ondas se propagando
no ar e incidindo perpendicularmente em uma superficie de prata (tabela 1). Substituindo na
equagao (39.23) a relacdo K; = Ky + i3 e considerando p ~ po, temos que:

_|Eo|* (K —Ky)?+ 5

R— _
|Eoil*> (K + Ko)? + 32

No célculo dos valores de R consideramos e, ~ €g e portanto

K =w\/eo po

Os valores de K e (8 foram determinados utilizando-se das equacoes

me2 N

e(w)=eo - m2w? + b2
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B e2Nb
C om2w? 4+ b2

onde b =e*Np

Utilizamos ainda os seguintes dados sobre a prata:

numero de massa: A = 108
densidade: d = 10.5g/cm?
resistividade para w = 0: p = 1.6 x 107Q m

numero de elétrons livres por atomo: n = 1

A tabela 1 nos mostra que ondas eletromagnéticas de frequéncia abaixo da regiao da luz
visivel ndo penetram na prata, sendo quase totalmente refletidas. No caso de luz visivel 99.6 %
da energia incidente é refletida e apenas 0.4 % é perdida devido ao atrito dos elétrons livres na
superficie de separagao.

| w (Hz) K(m)™* Ko(m)™! B(m)~" R
6.28 x 108 2.096 x 10  1.57 x 10° 1.57 x 10°  1.000
(FM, TV)

6.28 x 101 2.096 x 105 4.91x10°  5.02x 10° 0.999
(infra-vermelho)
6.28 x 1013 2.096 x 10° 8.62x 105  4.28 x 107  0.996

(infra-vermelho)

2.48 x 10%° 8.28 x 10° 2.46 x 10° 4.47x 107  0.996

(vermelho)

3.42 x 101° 1.14 x 107 1.80 x 10° 443 x 107  0.996
(verde)

4.83 x 101° 1.61 x 107 1.30 x 10°  4.35x 107 0.996
(azul)

3.14 x 1016 1.05 x 108 9.43x 107  9.20 x 10> 0.003

(ultra-violeta)
6.28 x 1018 2.096 x 1010 2.096 x 10'° 2.08 x 10~1 0.000
(raio-X)

TABELA 1 - Fracao R da energia incidente que é refletida pela prata, quando em sua superficie
incide uma onda eletromagnética de frequéncia w.

A maioria dos metais tem frequéncia de plasma na regiao do ultra-violeta. Para a prata, por
exemplo, w, = 1.35 X 10'6Hz. Desta forma, podemos esperar que os metais sejam bons refletores
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da luz visivel. E por este motivo que metais como a prata e o aluminio sao brilhantes e “brancos”.
Materiais pretos como o grafite devem absorver praticamente toda a luz visivel que neles incide.
Vamos verificar esta afirmagao calculando a intensidade da luz visivel refletida por grafite (tabela
2).

| w(Hz) Km)~! K,(m)~! p(m)! R

248 x 10" 828 x 105 1.09 x 107 1.05x 107 0.24

(vermelho)

3.42x 10" 1.14x 107 1.52x 107 1.05x 107 0.15
(verde)

483 x 10" 1.61 x 10" 1.94x 107 1.14x 10 0.10
(azul)

TABELA 2 - Fracao da energia incidente que é refletida pelo grafite quando em sua superficie
incide uma onda eletromagnética de frequéncia w.

Na obtencao dos resultados apresentados na tabela 2 utilizamos os seguintes dados sobre o
grafite:

A =12

d = 2g/cm?
p=14x10"° Qm

n = 4 elétrons livres/ atomos.

O grafite reflete ~ 10 a 24 % da luz visivel que nele incide. Portanto 76 a 90 % da energia
incidente é absorvida, o que explica o fato do grafite ser preto.

Resta ainda uma questao. Por que metais como ouro e cobre sao amarelos e avermelhados?
A frequéncia de plasma do ouro é w, = 2 x 1019H2, acima da frequéncia da luz visfvel. Se
calcularmos os valores de R para o espectro visivel obteremos R ~ 1. Portanto de acordo com
este modelo o ouro deveria ser branco como a prata. Neste caso nossa previsao tedrica nao é
confirmada porque neste modelo foram considerados apenas a contribuicao dos elétrons livres,
desprezando-se os efeitos ligados aos dtomos. No caso dos metais como ouro e cobre além de
perdas de energia por efeito Joule, ocorrem perdas devido a absorcao de energia por elétrons
ligados. De acordo com a teoria quantica, a luz pode ser explicada como sendo constituida de
“pacotes” chamados fétons, sendo a energia do féton proporcional a frequéncia da onda. A
teoria quantica nos diz ainda que o elétron ligado da um &atomo sé absorve energia da onda
eletromagnética se esta tiver frequéncia tal que a energia do féton seja igual a diferenca de
energia entre os niveis do d4tomo. Nesta situacao dizemos que a luz estd em ressonancia com o
atomo.

No caso da prata e do aluminio, as frequéncias de ressonancias dos elétrons ligados estao na
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regiao do ultra-violeta e portanto nao absorvem energia da luz visivel. No ouro e no cobre os
elétrons ligados tem frequéncia de ressonancia na regiao do azul-violeta, absorvendo portanto
parte da energia da luz visivel, na regiao do azul-violeta e refletindo as ondas de frequéncia na
regiao do amarelo-vermelho. Por este motivo o cobre e o ouro sao amarelo avermelhados.
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Capitulo 41

ondas em interfaces

« ondas eletromagnéticas incidindo em dielétricos

Quando uma onda eletromagnética incide na superficie de um dielétrico, seus atomos oscilam
sob a influéncia do campo elétrico e emitem radiacao. Além disto, os atomos do dielétrico podem
absorver e irradiar a energia da onda incidente. A soma das radiacoes emitidas por cada dtomo
constitui as ondas refletida e refratada.

As diferencas existentes entre o comportamento de ondas eletromagnéticas incidindo em
condutores e em dielétricos se deve a nao existéncia de elétrons livres nos dielétricos. Esta
diferenca faz com que os dielétricos tenham propriedades diferentes dos condutores quando
atingidos por luz.

Nesta secao vamos resolver o problema da reflexao e refracao de ondas na superficie de um
dielétrico neutro. Para tanto, consideremos uma onda eletromagnética plana e monocromatica
se propagando em um meio neutro (1) e incidindo na superficie plana de um material dielétrico
(meio 2).

As expressoes dos campos elétrico e magnético das ondas incidente, refletida e refratada em
condutores e dielétricos sao formalmente iguais. Em ambos os casos as ondas eletromagnéticas
sao oscilagoes amortecidas descritas pelas expressoes:

E(7,t) = By /K™=
By = X E (41.1)
w
K=(k+iB) (41.2)
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1/2
k= \/tow [5(;)) —|—% 62(w)—|—gi§;))] (41.3)
= pow g(w) (41.4)

2k

As diferengas entre a propagacao de ondas em dielétricos e condutores estd implicita nestas
expressoes porque g(w) e £(w) tém forma e significados diferentes nos dois casos. Para des-
crevermos a onda no interior do condutor consideramos apenas os elétrons livres e, no caso
de substancias dielétricas, os elétrons estao ligados aos dtomos. O amortecimento da onda no
interior do material é expresso pela fungdo f(w). Quando a frequéncia w da onda incidente é
préxima da frequéncia natural do dtomo que constitui o dielétrico, B(w) é grande e a onda é
absorvida. Os atomos ou moléculas da maioria das substancias tém sua frequéncia natural na
regiao do infra-vermelho ou ultra-violeta, diferente portanto da frequéncia da luz visivel. Para
descrever os fenomenos de reflexao e refracao da luz visivel em um dielétrico, vamos ignorar o
amortecimento da onda no interior do material. Neste caso K é um ntimero real.

Vamos considerar entdo uma onda que se propaga no meio (1) e atinge a superficie de um
material dielétrico. Os campos elétrico e magnético das ondas incidente, refletida e refratada
devem satisfazer as condig¢oes de contorno obtidas na aula 38 (equagdes 38.37 a 38.40), o que
tem como consequéncia os seguintes resultados:

1) as trés ondas tem a mesma frequéncia w
2) 0, =0,
3) K;senf; = K;senby

A lei de Snell equagao (40.5) nos mostra que quando a onda refratada tem nimero de onda
maior que o da onda incidente (K; > Kj;), o angulo de refracdo 6; é menor que o angulo de
incidéncia 6;. Neste caso sempre ha uma onda refratada. Na situagao limite em que 0; = 7,
temos que:

sen Z 1 K )
2 - =t

sen ;  senf; K; o

O angulo limite 6; é o maximo angulo de refracao para o caso em que a velocidade de
propagacao da onda no meio 1 (v1) é maior que no meio 2.

Quando v9 > wv1, a equagao 40.5 mostra que 6; > 6;. Neste caso, nem sempre ha onda
refratada. O méaximo angulo de incidéncia 6., chamado angulo critico, para que haja onda
refratada corresponde a situagao em que 6; = /2. Neste caso:
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MEIO 4 neio 2

rll

SUPERFICIE

Figura 41.1: Ondas incidente, refletida e refratada com o campo elétrico da onda incidente
polarizado perpendicularmente ao plano de incidéncia.

v
sen@cz—l <1
V2

Para ondas incidindo em angulos maiores que 6., nao se observa onda refratada, pois corres-
ponderia a §; > w/2. Neste caso toda radiacao incidente é refletida. Este fenémeno é conhecido
como reflexao total em dielétricos.

Vamos tratar das situagoes em que é possivel observar onda refratada ou seja:

v <V oOu

ve>v1 e 0; <0,

Queremos determinar a fracao R da energia incidente que é refletida na superficie do dielétrico
e a fragao T que penetra no material. Para tanto, precisamos encontrar as amplitudes das ondas
refletida e refratada. Qualquer que seja a polarizagao da onda eletromagnética incidente, pode-
mos decompor os campos elétrico e magnético em suas componentes paralela e perpendicular
ao plano de incidéncia e tratar os dois casos sepa-radamente. O caso geral é uma combinacao
de ondas polarizadas paralelamente e perpendicularmente ao plano de incidéncia.

Vamos em primeiro lugar considerar uma onda polarizada perpendicularmente ao plano de
incidéncia (figura 40.1).

As trés ondas, incidente, refletida e refratada, sao descritas pelas expressoes (39.1), (39.2) e
(39.3).
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A partir da condigao de contorno que impée a continuidade da componente tangencial de E ,

obtemos:

Evi + Eor = Eo

Acondicao de contornos expressa pela equagao (38.38):

By _ By
H1 H2

determine que:

cos@; By cosb,;

(Boi — Bor)
241 H2

K; K,
—(Eo; — Eoy) cost; = -t Eyt cos 0,
H1 K2

A partir das equacoes 40.6 e 40.9 obtem-se:

K; . _ Ky
( E0r> _ cos b; 1y COS 0,
1 K

s K
Ly €08 0; + 13 COS 0;

(E()t 2%(}0891-
E-)L_& 4 K
07 Ly COS 0; + L1y COS 0;

(41.5)

(41.6)

(41.7)

(41.8)

(41.9)

(41.10)

A notagado L significa que estas relacoes sao vélidas para o caso de campo elétrico perpendi-

cular ao plano de incidéncia.

Para o caso de incidéncia normal (6; = 6; = 0), temos que:

K, K

(Eor> _m p
E. /1 K K
o PrRET

(41.11)
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K;
(E(]t B 2 w1

Eon: K; K (
0d 71 + TLQt

As equacoes 40.12 e 40.13 sao formalmente idénticas as obtidas para o caso de incidéncia
normal em condutores (equacoes 39.23 e 39.24). A diferenca entre estes dois casos estd na
expressao de K.

Considerando p; ~ ps e utilizando a equagao 40.5, podemos escrever as expressoes 40.10 e
40.11 como:

Eor\  sen(0; —6;)

<E01- )J_ T sen (0; + 6;) (41.13)
FEo; _ 2sen 0y cos 0);

(FM)L ~ sen (0; + 0;) (41.14)

Quando o campo elétrico é paralelo ao plano de incidéncia (Figura 40.2), as condigoes de
contorno dadas pelas equagoes 38.7 e 38.8 levam a:

Ey; cos8; — Eo, cos 8, = FEy; cos 0, (41.15)
K; K; K,
= Boi + — Eor = — Eq (41.16)
H1 H1 2

Resolvendo as equagoes 40.16 e 40.17 e lembrando que ; = 6,., obtemos:

Ki K;
E 8t cosh; — =L cos f
() = ' (41.17)
0i/// ECOSHiJrTfCOSGt
K.
E, 224 cos b;
( Ot) — (41.18)
Eoi/ /) Btcosh; + Bicosb,

H2 M1
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Figura 41.2: Ondas incidente, refletida e refratada com o campo elétrico da onda incidente
polarizado paralelamente ao plano de incidéncia.

No caso de incidéncia normal as expressoes 40.18 e 40.19 ficam iguais as relagoes 40.12 e
40.13, o que era de se esperar porque nesta situagéo os vetores E e B sao paralelos a interface,
nao havendo diferenca entre polarizacao paralela e perpendicular ao plano de incidéncia.

Considerando p1 ~ ps e utilizando a lei de Snell, as relagoes 40.18 e 40.19 ficam:

EOT‘ tg ('91 - Ht)
_ 41.19
<E01'>// tg (0; + 0;) ( )
Eot 2 sen 6y cos 0;
= 41.2
<E0i)// sen (0; + 6;)cos(0; — 0;) (41.20)

A partir das expressoes 40.14, 40.15, 40.20 e 40.21, podemos determinar a fracdo da energia
incidente que penetra no material (T) e a fragdo que é refletida (R).

No caso de incidéncia normal,

<S>
R=

< S; >

<5 >
T —

< S; >

onde < S > é o valor médio do médulo do vetor de Poynting. Em se tratando de incidéncia
obliqua R e T serao dados pelas componentes de § perpendiculares a interface:



<S> cost <S>
< S; > cosb; < S; >

<S¢ > costy
< 8; > cosb;

Substituindo o valor médio do vetor de Poynting dado por:

K E?
<S>=-—-1
pw 2
nas equacoes 40.22 e 40.23 obtemos:
R= ‘EOT 2
Eo;

2 tg (9@
tg Gt

K
T=—
K;

Ey
Eo;

2 cos, B ’E()t
Eo;

cos 0;

E, portanto,

sen? (6; — 6;)

R = sen? (6; + 6;)

_sen (20;) sen (26;)
sen?(6; + 0;)

sen (26;) sen (26;)
 sen2(6; + 6;) cos2(6; — 6;)
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(41.21)

(41.22)

(41.23)

(41.24)

(41.25)

(41.26)

(41.27)

(41.28)

(41.29)
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A partir destas expressoes conclui-se que quando §; — 7/2; R, = R,y —1eT =T, — 0,
ou seja toda energia incidente é refletida. Isto significa que uma superficie dielétrica se comporta
como um espelho para incidéncia razante. Quando a velocidade de propagacao de onda no meio
1 é menor que no meio 2, ou seja #; < 0, temos reflexdo total para angulos de incidéncia 6; > 0.,
sendo: senf, = % O valor de 6. para uma onda que se propaga no ar e incide, numa superficie
de vidro é 42°. Assim, quando luz incide em vidro com angulo maior que 42°, toda a energia
incidente é refletida.

Outra situacao que merece ser discutida é aquela no qual 0; + 6; = 7/2. Neste caso R /) — 0
eT;, — 1, ou seja, a onda refletida s6 tem componente perpendicular ao plano de incidéncia.
Nesta condigao, conhecida como incidéncia de Brewster, a onda refletida é linearmente polarizada
na direcao perpendicular ao plano de incidéncia. Esta é uma maneira de se obter luz polarizada
a partir de luz nao polarizada.



Capitulo 42

interacao da luz com a matéria:
fenomenos

Nesta aula discutiremos fenéomenos relacionados a interacao da luz com a matéria com base no
artico “How light interacts with matter”, Victor Weisskopf, Scientific American, vol 219,

p. 60, 1968.
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