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Em terceiro lugar, oferece uma explicagio fisica para a constincia da
aceleracio gravitacional nas proximidades da superficie da Terra. como
prevista pelos trabalhos de Galileu.

Em quarto lugar, Newton sintetiza num mesmo principic universal
fenémenos terresires (a queda de corpos) ¢ fendmenos celestes (z "gueda" da
Lua}.

Analisamos também como o proprio Newton comseguin ser bem
sucedido na aplicagéio de sua teoria gravitacional para resolver uma série de

problemas que perturbavam os fisicos contemporéneos.

FEP 156 GRAVITACAO/Notas de aula
(1° edigdo de 1993, parciaimente revista em outubro de 2006}

Jodo Zanetic/IFUSP

Capitulo 10 Os "Principia” de Isaac Newton
10.1 Introducio

Kepler e Galileu sintetizaram com seu twabalho um novo tipo de
pensamento que estava nascendo no século X VIL Era uma continuidade do tipo
de pesquisa cientifica iniciada por Copérnico algumas décadas antes deles.
Kepler aliava, de forma extremamente criativa ¢ produtiva, o pensamento
migico/astrologico e alguimice com uma perspectiva geométrica que visava
articular o pemsamento copernicano. Galileu, por seu turno, representava a
ascensao do pensamento racional, filoséfico e experimental. Como diria Koyré,
ele buscava também a matematizagio da fisica: redugdo do real ao purameme
geoméirico. Se Copémice buscava uma harmonia geométrica na sua
reconstrugio da proposta heliocgntrica de Aristarco, podemos dizer gue tanto
Kepler quanto Galileu deram continuidade 4 tradigio pitagérica da ligagio da
matematica comn a fisica.

Como vimos, rompia-se o circule da visZo de mundo aristotélica que
pode ser duplamente simbolizada pela utilizacio das se¢fes cdnicas no lugar do
circulo: a elipse de Kepler para as Grbitas planetdrias e a pardbola de Galileu
para o movimento dos projéteis.

Kepler e Galileu, duas figuras tho diferentes, estabeleceram as bases de
uma nova ciéncia. Enquanto Galilen usava sua imagiracio de forma comedida
e solidamente baseada em suas andlises mateméticas ¢ de observagio, inclusive
através do telescopio, Kepier langava m#o do livre pensar ancorado também na

matematizacao do real.
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“Enquanto Galilex se limita a interpretar com a ajuda de esquemas geoméiricos
precisos as manchas lunares como indicadores do relevo, Kepler sakta
imediatamente mais adianie a imaginar selenitas, a conjemurar qual seria a
constituigdo corporal e inclusive a explicar-nos seus plano urbanisticos {...)
Inclusive vaticina viagens espaciais. e em seu postumamente publicado, Sonhe,
oferece-nos wma verdadeira obra de ficgdo cientifica. vis

Quando, anos mais tarde, Newton, ao homenagear seus predecessores,
afirmou que tinha conseguido realizar sua prande obra pois estava sastentado
por ombros de gigantes, certamente os de Kepler e Galileu af deveriam estar
incluidos.

10.2 Os vértices e 0 mecanicismo de Descartes

Uma outra figura que nfo pode ser ignorada na construgio da ciéncia
moderna € René Descartes (1596/1650), como j4 ficon claro quando tratarnos

do principio da inércia, na secgio 8.4. Ele é muito mais importante coma

fildsofo do que como cientista, sendo o autor do célebre Discurso do MétodotSe

que, além de apresentar as suas regras do pensamento racional. era uma espécie
de autobiografia intelectual do préprio Descartes. A época de sua publicacio o
Discurso foi recebido como um preficio de trés tratados cientificos: a
Didptrica, que erz um tratado de 6ptica, onde aparece pela primeira vez a lei
do seno da refragdio; os Meteoros, que trata de fendmenos atmosféricos; e a
Geometria, onde ele apresentava uma teoria geral das equagdes 5%

Numa retrospectiva histérica da construgio das idéias gravitacionais,
o podemos deixar de mencionar algo do pensamento cientifico de Descartes,
principalmente por confa dos comentdrios que o jovem Newtor: produziu, como
veremos rmais adiante. Descartes foi influenciado, entre cutros, por Francis

43 Carios S. Santos na Introdugo  op. cit., nota 108, pég. 23.

5 ¢3 Discurso foi publicado em 1637 com o titwlo Discours de la méthode pour bien conduire
sa raison el chercher la vérité dans les sciences. que pode ser traduzido como “Discurse do
método para bem conduzir a razio e buscar a verdade nas ciéncias”. Uma boa tradugio em
portugués que também apresenta uma instrutiva apresentagic histdrica de Denis Huisman,
especialista em Descartes. foi publicada pela Editora Universidade de Brasilia, em 1985,

/53 Atexandre Koyré. Consideragdes sobre Descartes, Editorial Presenca, Lisboa. 1980. pigs.
/i3,
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No lado da Terra voltado para a Lua a forga gravitacional desta sobre
as Aguas do mar é aproximadamente inversamente proporcional 20 quadrado de
59 R, maior que a forga exercida sobre a parte solida da Terra q?e poderia ser
considerada proporcional ao inverso do quadrado de 60 Ry. E como se as
iguas do mar fossem puxadas para fora da Terra.

Do lado contririo da Terra com relagio & Lua, a forga gravitacional
desta sobre as dguas do mar é aproximadamente inversamente proporcional ao
quadrado de 61 Ry, menor do que a forga gravitacional da perte sdlida da
Terra. O efeito aproximado ¢ o da Terra "afastar-se” das aguas e estas ficam
mais elevadas nessa parte da superficie terrestre.

A explicagio contida no modelo de Newton previa assim duas marés
simultdneas nos lados opostos da Terrz, o gue se verifica na realidade. Além do
mais, devido & rotagie da Terra em torno de seu eixo tais fenOmenos voltam a
se repetir 12 horas depois.

E preciso observar também que, devido i rotagfio da Terra € a efeitos do
atrito viscoso da dgua com a superficie da Terra e com ela propra, 0s maximos
das marés punca ocorrem exatamente sobre a reta que une os centros da Terra e
da Lua, isto &, ocorrem algumas horas apds a passagem da Lua através do
meridiano local..

Newton também concluia com seu modelo que as maiores marés
ocorriam durante a Eua cheia e a Lua nova. Procure explicar este fenémeno.

10.8. A guisa de conclusiio sobre os "Principia".

Vimos nesta breve analise da construgdo do principie da gravitacio
universal que Newton realizou uma sintese multipla da fisica de sua época.

Em primeiro hzgar, Newton utilizou suas leis do movimento acopladas as
duas primeiras leis de Kepler para dar significado fisico & forga de atragio
central, generalizando a aplicabilidade da segunda let de Kepler, incluindo até o
movimento retilineo uniforme.

Em segundo lugar, Newten conseguin deduzir a terceira lei de Kepler de
sua hipotese gravitacional.
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6. Newton procura explicar o fenémeno das marés.

‘ Ja comentamos, através de uma citagio, que Kepler supunha que a Lua
exercia alguma agdo sobre as dguas dos oceanos, embora nio possuisse uma
concepgiio gravitacional,

Galileu procurou explicar o fendmeno das marés. Ele imaginava que
uma possivel combinagio dos dois movimentos errestres, ou seja, 0 movimento
orbital da Terra em tome ao Sol e suz rotagdo didriz em tomno de seu proprio
eixo, poderiam provocar sacudidas na Terra de tal forma que as dguas do mar
Ora se ergueriam ora baixariam. Ele nio aceitava hipéteses, como a de Kepler,
que atribuiam ac Sol cu 4 Lua esse fendmeno, Stephen Mason, comentandc;
esta posigdo, diz que Galileu:

f'Recfmg:ou a idéia de que o Sol ¢ a Lua provocavam as marés, pois isso
lmp!rca\ja que 95 corpos celesles eram superiores ¢ Terra ¢ z‘nﬂm’a;n sobre os
acconiecimentos terresires, doutring g qual ele era muito contrdrio. O ontudo
Sua leoria exigia a exisiéncia de uma maré diéria e nao duas, como se abserva’
Adém do mais, contradizia o principio de inércia segundo o qual os corpos da.

Terra deveriam compartithar seus movimentos. "1 77
. Coube a Newton formular uma primeira explicagio cientifica
cenvincenie do fendmeno das margs, atribuindo seu efeito principalmente 2
atra¢io gravitacional da Lua sobre os mares, Newton também atribuiu ao Sol tal
papet se bem que de magnitude bem menor que aquefe desempenhado pela Lua.

F1>18]>|g)

Figura 40

Como podemos perceber pela F igura Y0, o modelo de Newton para as
marés era bastante simples.

tephen F. Mason, Historia de las tiencias, 2: La revolucion cientifica de los siglos Vi

7S
YVIL Alianza Editorial, Madrid, 1985. pag 52,
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Bacon, mas afastou-se da postura empirista do filésofo ingiés. optando por uma
metodologia dedutiva em que a matematica desempenhava um papel central.

Como afirma Koyré, Descartes também pode ser inserido no quadro dos
que batalhararn pela matematizagio da fisica, o que pode ser exemplificado nas
suas tentativas de resolver tanto o problema da inércia quanto o da gueda dos
graves.

Na maior parte de suas investigagGes sobre os fendmenos fisicos,
Descartes dava pouca importincia & experimentagdo, enfatizando o modo de
investigaciio que partia dos primeiros principios e deduges comespondentes.
Ele desenvolveu uma concepgdo mecinica do universo ¢ utilizava a matemnéatica
como um instrumento metodoldgico para trabathar suas intuigdes e deduges.

Descartes identificava a matéria com a e¢xtensfio, ou seja, ele negava a
possibilidade de existéncia do vicuo e afirmava que em tode o universo existe
matéria. Além da extensio, o movimento era a outra grandeza fundamental que
constitufa seu mundo fisico.

"A matérin impregnava todo ¢ espace €. porianio, em principic a matéria
primordial somenie podia sofrer um movimento de rotagdo. Deste modo se
estabelecer wm vortice gigante no qual os tijolos primdrios de matéria eram
arrastados girande, gasiando-se gradualmente pelo atrito. Independentemente
de sua forma original, os blecos primdrios de matéria se desgastavam para
Sformar um pd, a maréria primeira. e peguenas esferas. a moiéria segunda. O pg
casmice ou matéria primeira constituia ¢ elemento fogo que formava o Sol e as
estrelas fixas. A matéria segunda era o ar ou elemente etéreo gue compunha o
material do espago interestelar. Havia também uma matéria terceira, a saber. os
blocos originais de maiérin gue ndo se haviam decomposte em pé mas que
apenas haviam-se arredondado. Estes grandes biocos esféricos de matéria
constituiam o elemento werra que formava a Terra, os planetas € os cometas. "8

Os vortices, compostos por uma infinidade de particulas dessa matéria
ténue, sutil ¢ invisivel que estavam permanentemente em rotagdo, gue
constitufam redemoinhos em tomo dos planetas e do Sol, seriam os
responsiveis pela queda dos graves € pela ascensio dos corpos leves. Eis aqui
majs uma espécie de um modelo gravitacional. A figara 34 iustra esse

modelo cartesiano de vortices.

58 Stephen F. Mason. Historia de la ciencia. Vol. 2, Alianza Editorial, Madrid, 1985, pag. 62.
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Figura 34 O sisterna solar o modelo cartesiano de vértices

O historiador da ciéncia brasileiro Roberto Martins sintetiza bem esse
modeto gravitacional de Descartes. Sigamos o seu pensamento:

“Segundea Descartes, seria o proprio turbilhio [virtice] da Terra gue produziria
o gravidade. O argumento € aproximadamente o seguinte: se um liguido se move
em circulos, todas as suas particulas tendem a se afastar do centro e mover-se
emn linhu refa (por aquile gue chamamos de inércia). Quanto mais rdpido o
movimento circular, maior essa icndéncia a se afastar do centro. Se howver um
liguido e rotagdo muite rdpida. e dentro dele particulas com rota¢@o mais
lenia, essas particulas terdo menor tendéncia a se gfastar do centro, e serdo
empurradas pelo liguido em direqdo ac centrp. Seria exatomente isso gue
ocorreria nas proximidades da Terra: segundo Descarres, os corpos terrestres
giram lentamente em torno do eixo da Terra, enguanto o segundo elemento do
vdrtice terrestre gira muilc rapidamente; por is30. 03 corpos lerrestres sdo
empurrados. pelo material do vortice, e diregdo 4 Terra 57

457Roberto de Andrade Martins. Descartes e a impossibilidade de acfies 4 distancia. In: Saul
Fuks {org.). Descartes: um legade cientifice e filoséfico. Ed. Relume Dumard. Rio de Janeiro.
1997. pags. 89/90,
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47
onde k=
'

£

€ constante para tados os planetas em drbita em torno

a0 Sol.

A expressio {32) confirma que podemos deduzir a terceira lei de Kepler
a partir da teoria gravitacional de Newton, mestrando mais uma vez a
compatibilidade da teoria de Newton com as leis empiricas obtidas por
Kepler.

5. Como fica g constante na teoria gravitacional de Newton?

Sabemos que com a explicagio do movimento dos projéteis
desenvolvida por Galileu, foi atribuida uma aceleragio constante g de queda
des corpos. Ao mesme tempo, a teoria gravitacional de Newton estabelece que
a aceleragio gravitacional de Newton varia com o inverse do quadrado da
distincia. Ndo deixa de haver agui uma certa incompatibilidade entre as duas

explicagdes.
Porém, podemos verificar numericamente que os resultados concordam
entre si.
_GMom, _
F grav G e=m.g
TC
. Omy .
Portanto, g = R2 onde R = 6400km + h,eh é aalura
TC

do corpo com relagio 4 superficie terrestre. Como h é muito menor que 6409
km, podemos dizer que g é praticamente constante, concordando com o
resultado de Galileu.

Testemunhamos com esse tipo de procedimento o nascimento da
mecinica.
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Exemplificando o que foi diio acima: a aceleragio gravitacional de um
corpo em queda 4 altura Ry acima da superficie terrestre terd o valor de g/d.

Verifique esse resultado.
Como a Lua estd situada a uma distincia aproximada de 60 Ry do

centre da Terra, sua aceleragio gravitacional terrestre serd caleuiada por
g -3
m— X ne
By = 7 =2,7X10 2
A igualdade entre as duas aceleragdes determinadas pelos dois métodas
acima indicados permite concluir que realmente podemos afirmar que a Lua
estd "'caindo” em dire¢@o ao centro da Terra, como afirmava Newton. Esse

resuliado acrescenta mais um ponto favordvel 4 hipétese newtoniana.

4, O problema dos planetas.

A resclugio do movimente planetirio foi outro grande triunfo

conseguido por Newton.
Fenomeno IV (Livro IIT)

“Supostas em repousc as estrelas fixas, os tempos periddicos dos cinco planetas
primdrios e o do Sol em torne & Terra ou da Terra em lorne ac Sol estdo na
razdo da poténcia 372 das distincias médias ao 5ol

Com esse enunciado Newton incorporou a terceira lei de Kepler & sua
teoria gravitacional.
Por analogia 2 expressdo (29), podemos escrever a seguinte eXpressao

para o caso do movimento de um planeta em érbita em tomo do Sol:

47
T2 RPS 31)

5

2 ——
Mas, com gR =Gms, podemeos reescrever a expresso acima:

T2 47 —~- R3¢ O T2 kR 02

S
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Nesse sistema de Descartes, a Terra poderia ser considerada imével no
centro de seu proprio vértice que arrastava a Lua em sua ¢érbita ao redor da
Terra.

Da mesma forma, poderia ser explicado ¢ fato de que todos os planetas
se achavam presos ao Sol num vértice muito mais amplo girando em tomo do
mesmo.

A época em que Descartes escrevia seu Tratado do Mundo, por volia
de 1632/33, que incluia essa concepcdo dos vortices, Galileu era condenado
pelo Tribunal da Inquisi¢ao. Devido a isso esse Tratado s6 foi publicado apds
a morte de Descartes. Assim, ele sucumbe a essa realidade o que acarretaria
uma dubiedade em sua visio de mundo. Como em seu sisterna todos os
movimentos ¢ram considerados relativos, ele imaginava a Tema imdvel no
centro de seu vortice, satisfazendo desse modo a concepgio dominante de que a
Termra estaria em repouso no centro do mundo.

Mesmo com essa concessfo tedrica de movimento relativo, a obra
cartesiana foi incluida no Index da Inquisigio, em Roma ¢ em Paris, em 1663.
Em 1740, seus trabalhos foram retirados do Index de livros proibidos para
servir de alternativa ao sistema Newtoniano que estava cada vez mais ganhando
certa popudaridade na Frangat?

Um dos seguidores da teoria cartesiana dos vortices foi Christian
Huygens (1629-1695), que teria utilizado redemoinhos provocados em
recipientes com 4gua a fim de "confirmar” a teoria cartesiana da queda dos
COIpPos.

O termo mecanicismo ganhou forga a partir dos trabalhos de Descartes
que considerava todos os sistemnas materiais como méquinas guiadas por leis da
natureza, leis mecénicas. Inclusive o corpo humano era assim considerado por
Descartes, assim como as plantas, os animais € os demais corpos inorganicos.
Essa forma mecdnica de explicar ¢ comportamento dos corpos materiais
opunha-se & estrutura hierdrquica presente na concepgio aristotélica.

"As leis da natureza sd@o as lels da mecdnica”, escrevia Descartes. Essa

idéia cartesiana inclufa a concep¢io de Deus como o grande legislador. E

56°Slcphen F. Mason, op. cit., nota 158, pag. 63.
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interessante, 4 este respeito. acomparthar o que diz o historiador da ciéncia

Stephen Mason:

"Descartes supunha que Deus governava ¢ universo plenamente mediante "leis
da notureza” que haviam sido decididas desde o comego. Uma ver criado o
Universo, a divindade néo havia interferide com a mdquing que havia feito, A
guantidade de maréria e a quantidade de movirmento do mendo eram consiantes
e eternas. como iambém “as leis que Dens colocou na natureza”. Durante a
Idade Média havia-se chegado a pensar gue Deus participava die a dia no
Juncionamente do universo. delegando sew poder ds hierarguias dos seres
angelicais que impulsionavam os corpos celestes nas suas érbitas, observando e
regendo os acontecimentos terrestres. (...) As pessoas do século dezessete, por
cutra parte. estavam interessadas no curso ordindrio dos acontecimentos,
buscande seu modo "legal” de operacdo. (...)

(..} J. Calving elaborava no terreno tecldgico a concepgiio de Deits como reitor
absolute do universo, governando mediante leis promulgadas desde o infeio. {...)
A filosofia cartesiana desfrutou do faver dos calvinistas interessados na ciéncia.
Duranie o sécido dezessete, as ieorias de Descartes eram ensinadas nas
wniversidades da calvinista Holanda. assim como em Cambridge, a mais
puritana das wniversidades inglesas (...} B!

10.3 O principio dos "Principia”

Qiltimo treche da citagio acima nos remete a2 Cambridge e, portanto a
Isaac Newton gue, no periodo mencionado, estudava ¢ pesguisava naquela
universidade inglesa.

Newton nasceu no dia 25 de dezembro de 1642, mesma ano da morte de
Galilen, em Lincolnshire, e morreu em Kensington, Londres, em 20 de margo
de 1727.

Em 1665 graducu-se como bachare! em artes no Trinity College da
Universidade de Cambridge. Parte desse ano e do ano seguinte Newton
retomou a0 campo, a cidade onde nascen, devide a uma terrivel peste gue
atacou Londres, matando um grande nimero de pessoas.

Nesses dois anos, Newton aprofundou seus estudos em vérios campos
20s quais dedicaria parte ponderdvel dos vinte e poucos anos que se seguiram
até a publicacio, em 1686/7, de sua obra mais conhecida, os Philosephiae
Naturalis Principia Mathematica.

167 Stephen F. Mason. op. cit.. nota 158. pdgs. 66 e 68,
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A igualdade de resultados obtidos por esses dois modos indicard que a
Lua esta caindo contineamente em direcfio & Terra.
Da expressao (27), podemos calcular a acelerag@o centripeta:

_47 Ry,
a.= T2 .
L
Introduzindo nessa expressdo os valores j& conhecidos & época de
Newton, podemos determinar o valor numérico da acelerac@o centripeta

calculada, note-se bem., pelo método dindmico aplicade azo movimento circular

nniforme que se supde 2 Lua estar executando em torno da Terra:

a, 22,7107/,

2

v . }
o = LmpvimenT o
L7 i twercial
-~
7 il ;;.’ 4
atvo g 8o T
3qu[+a.r_lovm.\
{ OT
Figura 39

Pelo modo gravitacional, podemos imaginar que a Lua esteja caindo em
direcio 4 Terra. Como a expressdo para a forga gravitacional de Newton afirma
que esta € proporcional ao inverso do quadrade da distincia entre os corpos em
consideragio, € licito afirmar que a aceleragho gravitacional também respeita
essa proporcionalidade.

Isso significa que a aceleragdo galileana experimentada por todos os
corpos préximos & superficie da Terra, isto €, localizados aproximadamente 4
distincia Ry do centro da Terra, quando em queda livre, pode ser utilizada para
calcular a aceleraggo gravitacional da "queda” da Lua.
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A forga ceniripeta € provocada pela forca de siragio gravitacional entre
a Temma € a Lua, o que significa que as expressdes (25) e (28) podem ser

igualadas:
2 2
m, gR; 47mwm; Ry,
2 - 2
RTL TL
Simpiificando, obtemos:

_4A7R},

2
7= 5 (29)
R
iy
Assim, obtemos a expresso do periodo do movimento orbital da Lua:
27 Ry,
1= |—& (30)
R
Ty &

Nessa expressio todas as grandezas eram conhecidas % época de
Newton:
g = 98m/s
RT = 6400x103m
RfL = 60x6.400x 103 m.
Substituindo esses valores na expressio do periodo, obtemos Ty =
27.3 dias, reproduzinde o valor anteriormente conhecido. Este resultado foi um
dos primeiros a referendar a validade do principio da atracio gravitacional
de Newton.

3. Outro problema da Lua: sua queda em direcio & Terra.

Proposicao I'V. Teorema V. (livro I}

"A Lua gravita em diregdo & Terra e é continuamente desviada do movimenio
refilineo e retida em sua drbita pela forga da gravidade.”

Podemos calcular a aceleraciio da Lua em direcio &4 Terra por dois
modos diferentes. O modo dindmice que nos fornece a aceleracio centripeta e
o mode gravitacional que nos oferece a acelerago da gravidade da Lua com

relagio a Terra.
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Assim € que, afirmam vérios historiadores, j4 em 1666, com a idade de
24 anos, Newton havia produzido conhecimento nove e extraordindrio sebre os
seguintes assuntos:

1. tinha uma formulagfio proviséria de sua teoria da gravitagio, pelo
menos como uma hipdtese de trabalho razodvel;

2. redigiu um esboco medianamente completo do caleulo de fluxdes,
que viria a ser o cdleulo infinitesimal;

3. formulou @ seu teorema do bindmio;

4, escreveu ¢ pesquisou a natureza da luz.

Parte significativa do pensamento do jovern Newton € encontrada nas
anotagOes que ele havia comecado a fazer quando tinha dezoito anos, em 1661,
constituindo o que veio a ser conhecido como seu cademno de apontamentos de
Trinity, sendo a parte mais importante aguela que compreende o perfodo de
1664 a 1665, que Newton intitulou Questiones quaedam Philosophice, que
pode ser traduzida como “Certas questdes filoséficas™#¥Eis o que dizem dois
estudiosos dessas anotagbes de Newton sobre a influéncia cartesiana sobre
Newton:

“£ inegdvel gue as idétas de Descartes sdo especialmente importanies para
Newton, porque elas negam o que ele afirma. Coma vimos, Newion advoga o
principio epicuriano de diomos e vazio, um compromisso gue formow a posicdo
de Descartes a principal adversdria de Newton, algo gue atraiv muito sua
atengdo. Nao se pode concluir disso que Newton rejeitava totalmente as idéias
de Descartes, embora ele guestionasse a coaceppdo dos vortices fluidos.
Reconhece-se que as componentes dos vortices desempenharam wm papel nos
argumentos astrondmicos de Newton na década de 1680. (...) No entanto, ndo se
pode negar que o base conceitual da matéria de Descartes dos céus fliidos — sua
identificagfio com a extensdo — fol imediatamente refeitada por Newton: ela s¢
opunha & existéncia do vazio e da estritura atémica da matéria. 163

Nos anos seguintes, Newton dedicou-se ao aprofundamento de seu
conhecimento em cada uma dessas dreas. E preciso frisar que Newton conhecia
os trabathos de seus precursores, particularmentie os trzbalhos de Kepler,
Galileu e Descartes, além de Copérnico, € claro.

lﬂ]. E. McGuire e Martin Tamny. Certain philosophical questions: Newton’s Trinity
notebook. Cambridge University Press, 1985,
13 jgem, pag. 147.
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Qutro contemporineo que acabou influenciando os trabalhos de Newton
foi Robert Hooke (1635-1703) que, por sua vez foi infleenciado, no que
respeita & gravitagio, por William Gilbert. Este, come ji vimos, por analogia
com seus estudos sobre os imds, imaginava que a prépria Terra se comportaria
como um grande {mA para os corpos sitmados nas proximidades de sua
superficie. Gilbert havia, inclusive, conseguido demonstrar experimentalmente
que a "forga" magnética entre os corpos variava com a distAncia que os
separava. Assim, Hooke precurou também medir a variagio da "forca”
gravitacional da Terra sobre corpos préximos a sua superficie. Hooke procurou
medir a gravidade {peso) de corpos tanto junto & superficie guanto em pogos
profundos de minas ¢ nos aitos dos morros. Ele préprio afirmara niio ter
conseguido nenhurra informacio segura a respeito da variagio da gravidade.

Dessa forma, Newton, nesses mesmos anos de 1665 e 1666, dedicava-se
4 investigagio de temas semelhantes aos investigados por Hooke.
Aparentemente, Newton também foi influenciado pelo trabatho que Galileu
realizou com péndufos; ou, como afirma Bernal:

"0 estudo do péndulo simples levou ao estudo do péndulo circular; o estudo de
péndulo circular levou 4 idéia de forga centrifuga e esto, por seu turne, levou a
iddia de uma gravidade gue montinha os planetas em suas drbitas, ac mesmo
tempo que eles oscilavam circwlarmente de medo perfeitamente livre. A
gravidade, ne caso do péndule, é simplesmente a componente do peso do corpo
suspenso na direcdo do centro. Uma vez que Newion entendeu isto, ele podia
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"Prosseguir até o fim” poderia significar, por exemplo, procurar a
solugdo de uma questdo particularmente dificil para a época. Por volta de
agosto de 1684, Edmund Halley (1656-1742), outro contemporineo com forte
influgncia sobre o desenvolvimento dos Principia, em uma entrevista que
manteve com Newton, teria formulado a seguinte pergunta: qual seria a curva
que deveria ser descrita pelos planetas, supondo que a forga de atragfo em
diregio ao Sol, wma das suposicdes gue vérios fisicos faziam aquela época,
fosse inversamente proporcional ao quadrado da distdncia deles a0 Sol?
Newton teria respondido, imediatamente, que deveria ser uma elipse.

#00hn D. Bernat. Op. dit.. nota 5. pig. 209.
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Chamando de AX a corda compreendida entre os dois pontos da 6rbita
considerados e por semelhanga dos dois triqngulos desenhados na figura acima,
podemos escrever a seguinte ignaldade, considerando apenas os moédulos:

Av, Ax v
b AP ou Ay I3 =L Ay,
Vi L Ry
O médulo dz aceleracao centripeta média poderd ser caleulado por
T Av; VL Ax
o TR
At Ry At

Calculando o limite da expresséio acima para At tendendo a Zero,

obtemos a aceleragio centripeta que age em cada ponto da 6rbita da Laa em

tomo da Terra:
2
_Yr

- ;
RTL

Aplicando a segunda lei de Newton, obtemos a forca centripeta que

a

age sobre a Lua em sen movimento ao redor da Terra:
2
m,v
LD
F.=

RTL

Num movimento circular uriforme a velocidade pode ser calculada pela

(26)

razdo entre 0 perfmetro da circunferéneia e o respectivo perfodo do movimento.
Assim, para o caso da Lua em tomo da Terra a velocidade v sera determinada

par:

_27ERTL

1% 27)
L TL
Substituindo (27) em {26), obtemos:
2
pATmRy g ATmRy
c 3 c 2 ( 8)
TL RTL TL
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As expressdes (21) ¢ (22) podem ser igualadas

mm

mg =Gﬁl (23)

Ry

Portanto, Ghrp= gRiz~ (24)

Substituinde a expresso (24) na (209, obtemos:

2

F =T &Ry 25

grav— R2 (23}
7L

Sabemos que a érbita da Lua em torno da Terra € praticamente circular.
Portanto, podemos estudd-la também como um movimento circular uniforme.
Assim, em cada ponto de sua érbita a diregio de sua velocidade serd diferente
mas sea moédulo serd sempre o mesmo. A Figora 38 apresenta duas
particulares posigdes da Lua e suas respectivas velocidades vetoriais.

Figura 38
A aceleracfio média da Lua pode ser calculada pela diferenca vetorial
entre essas duas velocidades dividida pelo respectivo intervalo de tempo:
7 =2 AV,

c

-
Essa diferenga vetorial entze as velocidades, AV L estd representada na

Figura 38. Como s¢ notz, ¢la estd dirigida para o centro da Terra,
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Haliey teriz ficado azlegre e surpreso com a resposta. A seguir ele
solicitou 0s cdlculos de Newton que, procurou entre seus pap€is, mas, néo 03
tendo encontrado, prometeu a Halley que iria refazé-los e os enviaria a ele. Em
novembro do mesmo ano, Halley recebeu um pequeno ensaic em que se
encontrava a demonstragiio compieta da questo formulada. Nota-se por essas
datas como Newton, apesar de ter iniciado a pensar sobre esses temas vinte
anos antes da formulaco da questdao por Halley, tinha ainda problemas
importantes em aberto. E possfvel que i{sso tenha provocado o atraso da
publicacio dos Principia, gue foram finalmente preparados para publicago em
1686, como podemos verificar na reprodugdo da capa da primeira edi¢io dos
Principia reproduzida na fignra 35.

Outre problema que talvez também tenha sido responsdvel pelo atraso
da publicacdo dos Principia, refere-se & quesi@o da forca gravitacional de uma
esfera homogénea que seria igual 2 provocada por uma massa, equivalente & da
esfera, localizada no centro de massa. O cdlculo necessdrio para resolver esse
problema também n&o era trivial. Veremos algumas dessas etapas nas se¢des
seguinies.

Finalmente, em 1687, a primeira edi¢io dos Principia come¢a a ser
distribuida.

Essa obra marcou profundamente toda a fisica que foi construida nos
dois séculos seguintes & sua publicagio, como atestam as afirmagdes de
Einstein apresentadas na pagina 2 destas Notas de aula.

10.4 Uma breve descrigio dos "Principia”
Os Principia constam de trés livros que passo a descrever sucintaments

a Seguir.
Livro 1
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PHILOSOPHIE

NATURALIS

PRINCIPIA
MATHEMATICA

Autore TS NEWTON, Trin. Coll. Cantab. Sov. Muzthefeos
FProfeffore Luzafiare, & Socieracis Regalis Sodali.

IMPRIMATUR:
S PFEPYS KeSe. PREFES
Folii 3. t6BE.

LONDINI

ully Swinatis Regic ac Typis Tefephs Sreater- Proftar apad
- J plurcs Bibliopolae.  Awwe MDCEXXXVA.

Figura 35 Capa da primeira edigio dos Principia de Newton

Assunto central: leis gerais do movirnento dos corpos sujeitos i agiio
de forcas centrais; na primeira metade aborda o movimento de um ou dois

corpos no vazio; na segunda metade aborda o problema de trés corpos. Alids
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Um dos testes de aplicabilidade do principio da gravitacionat
universal foi a tentativa de aplicd-lo para explicar 0 movimento da Lua em

orbita em tomo da Terra.

Proposicio IT1. Teorema IIL. (livro III):

"A forga corn a qual a Lua € retida em sua Grbiia se dirige em diregdo & Terra e
€ inversamente como o quadrade da disténcia dos lugares ao centro da Terra,”

F =Gw €20
grav Rz
7L
onde: my € amassadalua, my € 2 massada Tema e Ry, € a distdncia da
Lua a Terra.

Vamos procurar testar a validade da expressio {20), procurande calcular
com © uso da mesma alguma grandeza conbecida relaciopada com o
movimento da Lua em torno da Terra.

Muito antes de Newton formular sua teoria da gravitagio conhecia-se o
perfodo do movimento da Lua em torno da Tema: Ty, = 27.3 dias. Assim, para
verificar a expressio basta calcular esse periodo com o auxilic da mesma
Vamos ver como podemos fazer isso.

Embora as quantidades e grandezas G, my ¢ mT nfo fossem conhecidas
4 época de Newton, podemos utilizar alguns artificios para elimind-las ou
substituf-las por quantidades conhecidas.

Devido a um resujtado descoberto por Galileu de que todos os corpos
préximos & superficie da Terra, em guedz livre, possiem uma mesma
aceleragfo g, aplicando a 2 lei de Newton pedemos afirmar que um tal corpo
de massa m estard submetido a uma forga gravitacional dada por

Foray=mg @n
A expressio da forga gravitacional também poderd ser expressa pelo

principio da gravitagio universal:

mm
F,  =G—F (22)
grav R%

onde: mT € amassada Terrae RT € o raio da Terra.
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Newton afirmava ai que a forga gravitacional no interior de uma

superficie esférica € nula.

Proposigio LXXI. Teorerna XXXI:

“Com 05 mesmos pressuposios, dige que um corpiscile situado fora de uma
stperficie esférica ¢ atrafdo na diregio do centro du esfera com uma for¢a
inversamente propercional ac quadrado de sua distdncia ao centro da esfera.”

Aqui Newton afirmava que para efeito do cilculo da forga gravitacionat
num ponto exterior a uma superficie esférica tudo se passave como se
considerdssemos toda a massa dessa superficie concentrada no centro da

mesma.

Proposicie LXXIIL Teorema XXXIII:

"Se em diregdo a cada ponte de wma esfera dada tendem forgas ceniripeias
igualis e decrescentes segundo o quadrado da disidncia a ditos pontos, digo que
um corpitsculo situado dentro da esfera € atraide com uma forga proporcional a
sua distdncia ao centro.”

Proposicio LXXIV. Teorema XXXIV:

"Com as mesmos pressupostos, dige que wum corpliscule situado fera de uma
esfera € atrafdo com wma forga inversamente proporcional ao quadrado de sua
disténcia ao centro da mesma.”

Proposicio LXXV. Teorema XXXV:

"Se em direcdo @ cada ponto de wma esfera dada tendem forcas centripeios
iguais & decrescentes segundo o quadrado das distdncias a cada ponto; digo que
outra esfera qualquer semelhante serd atraida por ela com uma forga
inversamenie proporcional ao guadrade das distdncias enire os centros.”

Quando nic hi quebra da homogeneidade de densidades mos corpos
envolvidos na atragio gravitacional mitna considera-se sempre a distincia R
coma sendo a distdincia entre sens centros, Newton resolveu mais um probiema.

A seguir vamos analisar alguns problemas reselvidos por Newton na

articufacio de seu paradigma.

2. O problema da Lua.
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este dltimo problema foi mal resolvido por Newton; Euler chegou a uma
solugiio melhor, cerca de cingiienta anos mais tarde.

Livro 2

Assunto central: estudo do movimento nos meios resistivos;
dependéncia da resisténcia com a velocidade; fundamentos da hidrostdtica e
corpos flutuantes; movimente do péndulo; movimento de liquidos em tubos e
movimenio de projéteis.

Eis o que escreveu o historiador da ciéncia Clifford Truesdell sobre esse
iivro des Principia:

"Apesar dessa sucessdo andrquica de demonstragdes matemdticas, hipdteses
brilhantes, intuigGes, blefes e erros crassos, o livio 2 1em sido considerado. com
Justiga, come a manifestagdo mais grandiosa do génio de Newton. O livro 2 foi
propriamerite um desafio lancedo aos gedmetras da Zpoca. Viram diante de si a
necessidade de corrigir os erros, substituir as intuigdes mediante hipoteses
claras, ordenar essas hipéteses dentro de um esquema da mecdnica racional,
trocar 05 blefes por demonstragbes matemdticas e criar noves conceitos para
alcangar o que Newton ndo havia conseguido. Ndo € exagero afirmar gue a
mecdnica racional, € portante, a fisica matemdtica, junto com a visdo da
natureza a@ gue esta deu fugar, nasceu deste desafio, aceitos como foram pela

escola matemdtica da Basiléia. -1 88

Da escola matemitica mencionada por Truesdell na citacio acima,
destacaram-se os materndticos e fisicos Euler e os Bernoulli.

Livro 3

Assunte central: o sistema de mundo, ou seja, o movimento dos
planetas, o movimento da Lua e suas anomalias, a aceleracio da forga
gravitacional, o problema das marés, etc.

O guadro da figura 36 exibe, numa reprodugio adaptada de uma pégina
dos Principia, uma tipica demonsiracgo de um teorema, ou Proposigio,

encontrada ao longe da maior parte do conteddo dessa obra de Newton.

1£%Citado por Etio B. M. Cunha. U'ma nova histéria da mecdnica. Rev. de Ensino de Fisica,
vol. &, n® 1, abril/1984, pig. 48.
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E claro que essa hipétese de Newton tinha que ser coerente com os
resultados encontrados por Kepler.

Para procurar entender como Newton trabathou com essa sua hipotese,
vamos inicialmente estudar o movimento de um corpo que se desloca com
velecidade comstante, visto por um observador situado num poato O forz de sua
trajetoria.

Se marcarmos numa reta pontos que delimitam distdncias percorridas
em intervalos de tempes iguais, como mostra a Figura 37 [{a)}, percebemos
que as drcas descritas, isto €, dreas dos triingulos OPQ, OQR, e assim por
diante, siio iguais. Verifique o que foi aqui afirmado analisande a figora
com cuidado.

¢ @ & s

(a) =) {c)
Figura 37 Newton ¢ a segunda lej de Kepler!#0

Assim, a segunda lei de Kepler € aplicivel mesmo para 0 caso de um
corpo que se movimenta uniformemente numa linha reta na auséacia de
qualquer forca. Ndo é um resultado surpreendente?

Vamos agora procurar generalizar tal resultado. Imaginemos a situagio
em que o corpo sofre a agho de uma forga de curta duracio em Q, na diregdo de
O, como € mostrado na figura (b) acima. Desta forma, no intervalo de tempo
seguinte, igual ao gasto para ir com movimento uniforme de P para Q, o compo
esfard sujeito a uma composicdo de movimentos: um gue o levaria em linha
reta até R e outro que o levaria em diregio a O at€ Q. A composigio destes

H¥Figura extraida do Projeto Harvard.
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dois movimentos leva o corpo até o ponto R'. A partir de andlise cuidadosa
da figura determine as dreas dos tridngulos QQR e OQR".

Como a base desses dois trifingulos é a mesma - OQ - e como suas
alturas s@o iguais - as perpendiculares a partir dos vértices R e R’ até QQ', as
arcas desses dois trifngulos sdo iguais.

Se, de nove, uma forga de curta duragio for aplicada em R, na diregio
de O, outra vez teriamos uma composicio de movimentos que produziria a
sitzagBo mostrada na figura (¢) acima. Novamente a drea do novo tridngulo &
igual & do anterior. Verifique esta afirmacéo.

Portanto, imaginando intervalos de tempo tic pequenos que teadem a
zero, teremos uma forga que age continuamente sempre dirigida para o ponio
O. Newton demonstrou que o raciocinio empregado para os trifngulos acima
continuaria vélido.

Desta forma concluimos que se um corpo estd sujeito continuamente a
uma forga dirigida para o centro O ele se moverd de acorde com a segunda lei
de Kepler.

Em outras palavras:

Um corpo sujeito a uma forga central obedece a segunda lei de
Kepler.

Vamos procurar entender o significado fisice desse resultade obtido por
Newton, utilizando os conceitos de momente de uma forga e momento angular,
introduzidos na segio 7.8.

Se a forca fi'apiicada & partfcuia for central, isto €, sempre dirigida para
o centro O, ela serd sempre paratela a Te, portanto, sempre T x F = 0. Portanto
da expressdo (11), teremos que dlsdt = 0, ou seja T = constante. Assim:

Para uma particula sujeita 2 uma forga central, o momento
angular relativo 20 centre de forca é uma constante do
movimento. L = mrv,.

Esse resultado € coerente com a argumentagio utilizada para chegar na
expressao (2) da pagina 101

Finalmente, podemos dizer que:

Em tode movimento sujeito a uma forca central, o raio vetor da
particula descreve dreas iguais em tempos iguais.



