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Vamos considerar o oscilagon de ym  corpo Ligado o wma mola
de uma maneira mais realista; sob o ogan de wma forga  de
dissibagio ¢ fambim, de uma ,gorca exterma. periddica.

Exemples:

- criango. em Wn balango, sendo  empurrada por um adulto
- drewdh BLC, elkimevdods por wm Soradnr de tensas AC.
“um edifciv socudido por wm terremobo.

- o amortecedor de um carro -bmgzgamlo Por um, Piso LweﬁuLar

No moviments de um P&‘,ndul,o ou de um blos suspenso por
swa mda o princizal  condribuicen para. o amortecimento da
qu.lp.qap ¢ o resisténcia do ar.
Esea &orc(o, c ?mpnrcibml/ & vyelocidade oo orpo o sentido
invarso,
Fline= ~ b dx
ot

L>0, ¢ dL{)M\d}Z do mein (ar hqulo D e da ﬂmm’oru» dncp?o
unidades: N.s/m

Aém dessa, _Forqa. vomes constderar wmo ,_Por o ederna -\;qy(,.,’.
dica. Ccom ,}mq.ua’:ncca, angular .
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1. EQUAGAD DIFERENCIAL

AN

O lalango do forgas se traduz pela cquagon:

‘F—m'_'&x—B%-‘-ﬁ:‘v

dx= - Bx-bdx + F cos b

3

7 i dividinds or wm:
dx=-&x-hde + Foswb

M m o mdt m

- " we=8/m
B N FR

¥ ad dE “/: b/M\/

T - umidodes at

Essa. equochn diferendal agoro. onvolve o primeira derivada dg y ()

mas continwo. sondd lonear.



Vamos Usor o mtaffém mfl,@)a ¢ wnsidirar uma

jﬂu\z{ab oomFl,k‘xa 2
xH)=Re [z (-l:)]
e zW dedece o g oU.,FU¢noCaL.’

oz = -wia -V da + F ) (1)
4 dt

&. OSCILADOR, AMORTECIDD

Em primeiro luao,r vamos cmalisar o s-;Jruo.?ia @m
q«w a,forc}q odermo. ¢ nula .

N equacie 1 —» F(4)=0 i{;:—wiz—fﬁ

Wy ffz%uan,r_ia omaulm,r‘ nofwral
do  oscilodor

a6
Sd,uc\‘,ﬁn Lentativa: 2z ()= e
@: 3 e?\'l;
i > substituindo ma
& P f,?‘t . o\%ﬂ(rzncw-l,
2 =

d*}



b RN
A= -w¥e -¥ae

e% [ R +wﬂ=D — I sYA+rw,=0

oo, qQua e Mo pelugon  da eguagan daforencial
A devwo so.Jcisqﬂo.-zcr ® eguatons de 2° grw:

2e =Xy (Yo}
o 4

Existem dxjfcrmtcs solucoes que Correspondem a d,.ljfcron&s
{'zi:]ms de movimerto.

Se %?u)o - |;£Z_N; — Reol

Cado. wma dgssas si—l'uac,a?zs resullo. em sdumgozs @
Vames  amalisar sanadezn-{t, voda. Wwma desos
Sifl'ka?’d'u.



4. Analise das Solucoes

) I
U

-
'Dcfthims: W= w:‘ -3

Oissim: A== ¥ + -(w‘-f)z - ¥+
& 2 2

601% d@rak de. @%u.ﬂ.cra) M}cru\,c,wj, wmbl,nw:fob Wnear das
duas  selugoes :

Fresdt [Xoinalb
*(-l:)= Ae ¥ + Be &
_‘_630 "
2l = e‘* +2)6qu

Tonande o parbe raal:  x (ch =Re [z ()]

-Xb
x @)= e* [ Aceowrt +Brasnt]



A soma de dols @wssenS de mesma ,frzq«@r\m Maular

anda. € uwma funcdn oeSemo ¢ o mesma fregudnada

amaulo.r Eesa QQF(‘&.SSGB Vd@ ser esorilo de manedm

zqul\Ia.lxtM?c

(m’o+d33

XxW)= Ao e

A e (b son duas conslesrizs Qéms’(d\lobs do 0wrdo om as
cond,«.oozs CNLCLOUS «

oscelace Fvuod,m
G/mp\,\jf:@ quc voaria_ vio mmj;o O(,U% A@

-t



’ : R
£ importarte winr quz o frequénua angular da, oscilodax ¢
W:

Q {mqu&nua Omaula.r do. osulagh W ¢ menor gue o
Jrequdnoia veturel w,.

Em resumo:

Bre Wo > X — Amortecimento
-t fraco

¥4
Sdugen = xWB)= Ao oos(wb+O)
-0 movt ento ¢ jodico  com ; =\ wz-y?
inetn { pridico oo fagueia, =4

1
- A omplitude gue decal com O '{'Lm.fo—? o lH)= Ae>

i) I D>,
&

Definimos (.’>= ¥-w |- Rel Ay = ;/l:t@




Solugoe Geral )
-Y4p|k
)= A C3sl
como @= “62—w,§'

1 @) € o soma de

AN (‘b)

duns exponamcigis decrescentss

Néo ha’ ynovimento peridilico.
0 corpo retorno. o Posican

/\ de @qw;lébr vo.

>t

Pora "_6_7(»50 — 0 gmorbocimento € super critico,

OLL\ i=wo —> amor beciments  critico.
U

Asdu@bgamlzefo.mchapmw

Xt
.0 - e

MLS & soluche -para (‘a>0, Yomando o caso packiodar

em  qu @:—70'



¥t
Eesa. sducan ¢ dado por: x W)= €% [AvBi]

Nesse  caso tambem nio hed movimento porivdico. 0 corpo

opehas retorna. o posicon de eq(ﬂ»..bno.

Esso ﬁd,u,c\;ab docal wais rapidamente do gue o solugon
com  ampriecimento  super critico, ou s © copo leva

menos  terjo  para retornar & ysicon  de @Wlﬁbdﬁ.

xt9 oribico
super- o {fico
.}rawo ou
/‘/ suberitico

>t




EQUAGAD DIFERENCIAL :  dX = ~u % ~Tolx o=k  T=b
okt b p ™
son.ug,t‘)e.s
Sdu.c'.az da
Cond.icho Buogee Diferencial Amorteccmento Movimento
Xy
weS ¥. x B)=Ae” wslut+d) fraco ou Perisdico o/ frequéncia angular
v sukcr (kiep W e amplitude decrescente
T VI
Wy < ¥ X (-k)= e (Ae%-f szt) super- crihico retorno & fposigao de zqui,lél:m}o
&
¥
“Jo=:—/ % )= e (s bt) crikico ratorno & posigao de w(w‘,l;lbrl}o
x ) erfbicn
super- o ibico
Jraco o
Y A .
w= o i = “l.wz suberttico
1 [ 'J 7 ¢

N




Q.. BALANGO DE ENERGIA

Encrai,a, | En&rﬂ la Enerjf,a
Mecanico. ~ Cindbica T Riencial

E@= kB + W&

W)= 44 x* @ Kb)= 4 e &
& & db*

Vamos gnalksor o casd do amorbeuments sub-critico.

Y&
x (‘b\s Ae? c:ao(w{;-t-d))

-y -X
de= ~f Ae™ o (wh+9) - wAe * pml(wb+D)
Ty
L%, 2 -TE
El)e ARAC o (b))t dm[ LA e confisted)
ol L 4
2 Y
+ uzmw{fcb)-p kuYe 4’/)em,(Laﬂn'd))o«:(m’(,-\-tb):l
—_—
3 sen & (wb+4)

Como o omplitude decei com o {:c.myo, o n,mrj\)a. mecaniea
dambdm  voir  dAminvindo.

Sabgmes 'tambefm e @m cada q;clo o axwrgl:a., mude de  forma



do ‘Pdm\mlz para unchica o Veea-Vaersa, .

Vowmos enton detorainar o Valor médio da energia, por welo,
ite € no intervalo de tomjo de um periodo, ¢ Como ela
varle. de wm perlode  pam outm .

++T

EDs 2 /( E(t)dt

T
<+

++T

E®)- 1 j K(l:‘)dt + Jm)we
T

4L+T +v f
R&Lifua})dz‘aLﬁJ coc” (b reh) s
T T g
4

Vorid  mows m*io’amznfz do Gus ][«umi?m z‘“’, entod ol emos

esoreier o t;nhrﬁml/ como "

44T
=1 47 (e f cos b+ b)de
T &

W)=

++T

4 szld’c«-'&)di'}= <Cn&z(w{s+¢)>.,. =p Valor médio de we ok
T 1 an pm'odo



( ted (uﬂ:»_r =1

-t

Tora © chlouds do K () pdemos usar © mesmo arqumento e es-
crelomes:

24 ¥t
K ) = i.nm [ ;‘_ e Ml(wt*i)-l- szwtfd))-l- ak‘wréﬂ’m o?,(uﬂ:-rd?):l

2 ¥t
K@= dmA ¢ Y (ombb)y v a® dnulubedly
& ! Ya, Yo

-¥
+ ilmlz‘ e </Mw o'l(w%‘l-@.r]
il T o

% ()= 4 e S L we ¥
= I1mA € (i)[lJ-wJ w= wo«I
N} o/l 4

2

w
0



T Tz £
K(”)*A_rmwoA e
4

Yoltondo & expressas  de A

- Rt -¥b
E ()= ikkzq, l;-1- 1 mAzwi e
4 4
| embraado wy sk E#)= AnA e-vb
%00 0 b =P ( \ i [&, +m'%,] =

= -t
Elb= 3 fg,Az e = Eq= Ewaéa meco. mea ch&c&aLrl{Az
)

o

-7t
El=E,e

E (v)
0 grofico oo lodo mosira |
que © volor medio da Enargig
mednica. do oscilador decar
cam o tompo @ponencidl -
mcn,’(z‘ om constamte de 5
decoimonto ¥ =b/m .

Q.3. C;onclzu..;aes,(:moi/&

/ . . -
Em uma oscilagon Livre o wsclader recebe uma energio inicial

Q0 ser deslocodo da posicdo de cquldibrio ¢ passa o esular
com  Suo jﬁrqué‘,mb. motual Wo.

Mosso. mola - °~’°=d R/, Pendulo = Wes= 1} l{j



Quamdo existe g, 4@"‘{9\ d;ssqafiv« AFro.ca,o movimento oinda ¢
com l«mqﬂ&m’a de oscllaggr w Lu;jm)rame,n‘l'z MENOr Gue Wo ;

W= w:-l wn ¥ <,

4 o
¢ o omplitude do movimentd diminud com o tempo ate’ gue
o moiment cesa e o osdlader  atinge o estodo  de
qull,ﬁbfio
Se o funr do omorteciments ¥ ¢ lal que }? w,
entan 0 osclader reforma oo PS5O de eq\u’.k'.brm durdtomente
sem  osclor.



3- OSCILAGOES FORCADAS

\/&mos estudor 0 Amovimenty de um osclador
7um\do e ostd subwmelido & uma far?o. extorma

¢ periodica
Eexr" Fo °°5(N'|7)

ﬁ
Fu(,b

i < /P
(7717, [/ 77

Emboro. exisla umauﬁarc,a. d«(&S\.{ntuﬂ., o ,@rqa. aexterng,
reshiza Yrabzlho ¢ 4 energio. me@nico. do teul
dor © supride.  com ossa.  ehergic. oxterne.

NN

Quando o sistema este! intuslmente em rgpousn g o
,forqa exferna ‘Fario'd,boa, 4 Ldaa.al.a, o wmovimento
que se segua duramte wm cerbo intervalo de tempo
WD € uwm  movimendo peridbio, ¢ depende dos
Gondigdes inlvisls.



Ess wovimento & fransibhio ¢ tende o decapacer
¢ ser substituldo por um movimento periddico que
Yom @ wesma anm anqular da forga exberna .

x(¥)

[ C b
. etaciondrio

i

<« transiente ———|

Vamas onalhsor e>se¢ movimento pe,n'.o’dalco que se
estabelece | que ¢ chamado de regime estooondrio,




3.4. EQUAGAD DIFERENCIAL
Considerando uma forco. dissipativa
Foiss=-bv by0
olem do, foga cxterma, o belang de forcas ¢ dada por:
1;:,53 -k -bv+F®)

mix = - fx - bds + F, coswb

dt? db
2 W:: ‘L/m
Ms‘w§1-1u+&_wawt
dxr k m ¥= b/m

A stluga fjml; dessa £quugdo ¢ o soma do movimento
transientc © do wovimento pericdic gre Yom o frequin
o dov forqa axberma. -

Soud = bransiente + @staciondrio .
Genl



Como o mowment® bransiente mo.poreob ¢ o movimenbD
que Pcrsustc ¢ o movimento periodico darr:jl,\ma
cstocondrio vamos omalisar g 51,[,.,9@ do. @

dA.ftre,ncm,L que corresponds 5 gese regime.
o Seye x (k) deve ser wma Jv.h(iab do %iPo:
x ()= A Cns(wb-l-(P)

3.3. SOLUGAD ESTACIONARIA

Wsando o notq.?'ab tomplexo podetes  escrever o uagoR
djerencial para wmlj fungar 2 (%) i

&z + w2z +Yd2 = A
e & ™

Puscama wns_cduip fal. qh.as
X(.‘H RJG[_I.L'V)] = 2_‘“7) A @ (Nti'?)

Vamos entan  substitwr z(b), d2/db e bz/dk

no cqua,qoh diferencial para Vcrt,gbca,r‘ 50 Qe
fungio € scolugoe € Sob gquais condigBes-



0 (wbr

dz= WA ¢ = wz(h
dk
(Wt
@_ li w)zA ;(wti-\P) -sz Gt(“) Q) _ -wa'z:(%:)

Substituindo na. equogao diferencial:

) rwy2l) + Fwzale) = Fo o i
m
A/’»"’_;‘P _ [wj-wzmm_']-_lia‘)*
m
Adt. F i —> Imagindrio
n I: w:-uﬂomJ

Prmuammua determinar o parbe real ¢ o par{n (mayg valria
des5e nimero.

Pam 13So Vamos mLk(Puw e dividw o axXpressas  acuma

?tlo cnan.ﬂa.d.o complexo do  deno minador :



2
ﬁ-m - YW

w: -wi-¥wW

LN oIS R S (3]
[}

Aele ry Wi il
m (w;-02)2+ Tzuz

\ chamar d { D 2y= Azup
@mos € %) 0 numero twmplaw: 2=

No tlame complexo esee nimem o raprentado por:

| Tm, o= Re[zi] A = modulo de 2,
L. L. b= Lml2]
A - sz'l'bal
_Ke tgy=5b
o

Purte red de 2,2 0= Fo _wp 5

Wyp - [N} .
m [ we-w?)¥+40

Porte imagindria de 2y =p b= F - Yw i
i T s




2
Entao g0 Podzms calalar A= af‘ +b"‘

o e Pllwe-d)ts €]
[E'] [_(w:-wl)a"" TLNzJ‘L

A

1
17 —
o \f{w:-m" Yy €50

2 2
W -

3.3. ANALISE DA SOLUGAD

Venas que & amplibude A ¢ & foso  depondom
da. }r@q«kana'o- ahljular da ;Orcia. exberno:

A= Alw)
Y= ¢ (w)

Poa Y40 vemas que quande W->Wp , ish &, quando

o frequancia angular da  forga exberna € préxima.  da,
,quua,w;a vabural do osciador o amplitude do mowmentv
tende o omwmentor.



Vames considerar Y << Wp = gmortewmento %m

A- Fo S com  [Alw) = Fo
o\ (wi-wt )V € Fw® w=ulp mI¥wg

A amplitwde ¢ mdximo. para W > wy =P Ressonancia

Na, Mu.ra, obouxD VZmes 0 3@'.‘&& du A(u)\ mostrdo e
* ampuh»dz de oscullagod ammenta tf.wdn W - Wy

¢ quo o l,a.r;jum do pico de (essonenbo. ¢ |5(m1 o ¥
Quomt> menor o valor de Y mats edroibo serd’ o pico de
ressonanca.. No  wbe :

2

(A Y4

max

(A )1t




DG.P"-N.JNS o ,Fo:l:o( —% Q=

Aw,)

onde: A,(o) =AW :D) > AO'—' _]'_-o_

9= ko
MY wo

A (o)

mwy
. ﬂi"z =2 Q=— We
b +

Q mede a amplficacgar wa ressorancia.

Quamto meror o velor do fadnr de amorfecimento ¥
mavor  serl o fator de  amplificagao.

30 -
—— y=0,001
25 H —— =0,005
v=0,01
20+ ¥=0,05
o 154
<
<
10 +
5_— / \
0 , | ; |
T 1 ! |
an 0,5 1’() 1’5 2’0



Vamos aralicar 0 que acontece oom\? o(uu\dn A
\er .

tq¢ K V'L-ﬁ‘]

TR

QUM\dﬁ N—)UDO ta(?_)-oo (f’-;g_’

W-=>0 taL(J—)O LP—)D

W {73((1-7'1 ({J-v'l'i'



Esea ,mudw\qa é .Pml:\'mmcnkz descont{nmr %umdo YD
tomo ¢ mostrado v kgurw 0b0sxD.

14>~(5>X.L>81

o(w)




QUMdO w << Wo e ‘_-E=D

s F=Rowswt = x=Awswbt
F) +,

Vemos pelos  gralficns de x &) e F(¥) quo guando o
corfo  passa  pales 1>usi<,‘n_:¢s de mdxiva chnja.c,an ou

tompres=as da wola., o forea. exerado. pao wcbor
dambdm & mdxima. .

Tomemes o0 insfomte ty ossinalado noe sra:fa:ws. Nesge
wmstorte x=A, ou seo, oo mla tewm o andximo de
alprﬂaqﬁp ¢ o ,[or?o.. tom valor mz’ximu,iﬂu.al a h.

Nesse instante o, Jorca. exercida pela. mola. tem serti-
do megativo, enguart a. Jorea. @xercidas  pale motor
tam sentido ?mi;l"wo.



No. mssonana'.a, qwu\do w%’w,, (2 lf: —TY/.,‘L, temos:

X C‘k\ = A(V"tb S éwo‘b - 1‘-/-71) = A (WID sen (w,,{?)

l‘b, '.b,), x (¥) e
| ! = |

— t M '

4

Pelo gro.fco vamos que ho. ressonancio- oo Jorgo, passa.
por wm  mébximo quando o wtl;whl passa. pela posicin
de  equilibrio.

Tara. 0 instante t, ) indicado o grof.FCco, o ?utioula, jasea
por %=0, com vdoudade positive Nesse instante o
0 modulo da veloddade ¢ wokimo @ a ,forqa. Yambdm
¢ wdximo. ¢ kem o mesmo senbido de v,

Justamaente qua.ndm o ,[Brcp‘ eXerados Fcln. mole ¢ nulo o
forga. do motor oo no sentido de empumar 0 corpo

pares que ol e¢ ofoste da, pesiton de aquilibrio.

N l:mtos de mdgimo afastamento da Posioléa de
bqwub"w, o forca cuterma € nula.



Quands wW>>UW, € ==
x (H)= Al) @s (Wb -T)= -4 (1) coewt

L -
b, 1

x(+)
; pad < — Flt) — Frolo.
£ / .x
! 7 -;‘ C:> 7L

A forga exereido pelo motor e:wﬁaqmqumndn o molo
possa. por tm wokimd de  glargacds ow de  CompreeSao.

No instarte by, indicado ra fguen, @ molas aste’ comprimida
a0 meximo, ¢ o tambo o ,forqa. do mobor qm'b’o o forpa.
do. Wola. ofuam mo sentide de devolver © hloco o posigao
de  equilibrio.

Corn]:wra.hdn oS -b'gs sbbuacﬁas Ve mos qu.e'

qwnda \(:D o ,Forcro. do mobor ¢ mexima. qm.m\dn o {orc(,a
do. wola. tawbdm ¢ mdxima, mas com Sentido o?osTé-

guando \0=-1T’, o forl“.m do mobor ¢ maygimo, nos
porkos  de maxime ofostamerdo) com semtide de

levar © corpo ?/ a,'{:osicr’db uwm



Na  ressonomuio o bmbollw tealizado ?ola mofor  brans-
jcbl"@ moiS  energio. para. o osciloder, conbritbuindo
pare. O ommento da anlnl‘lmdz-



3,4~ BALANGD DE ENERGIA
A Gncrs'u& mecanico. do w=cilador ¢ dadn. por:

E (- L& L m (&
o L dt

Estamos interessades ma voriagan da gneia  pois sakg
me  quo eo. nan ¢ constante:

No regimo estociondsrin:  x (8= A, cwowt +pea)]

dy = -Alw).0 .Am[w£+tplw)]= - wx M)
dk

Voltando &  expressod de d5/dd :

| dx = - x W)
[‘kx+ md.xJ 4 &

T &= wim

i_f = [w,,"mx —mwtx](-wx)




ggg-mwﬂ[ w:’-wz] =p -I-c-mmd.o o. média
di em um P&réodb

dE = -mw [wi-wz] ;.-5
dt

% = Alw) { o [ab+pa]y =0

EMJ'IED'. £=O
dk

No roSi,mz, estociondrio o zharﬂt'n. medio. nad Varia.

Teso pede  ser visto @inda. de oudra. mancire.:

Yetomando a 2quaqo.o dqforbncéalﬂ

mdi<.—.—enx-bd,&+ F, coswb
dt? db

kx+ mdx = -bdy +F@)
dkt dk



= de)[ b::;+ F®

Fous For
_b (j_l_:): Foténcia dissipoda = d Wpes
dt

F(‘if)-é( = Blenla {:urncu'/da. = P(-k‘)
ab

A vorvogad da. energia. vo wswlador € D balanco entre
® cm-am. fvmnu.da, por m Fubor externd ¢ ol ener

3(& dMesipado.  por okribo.

No msi,mz, estaciondrio, em um periodo, o Pol,e,nua,
,F:rnuudou ¢ I.SM.L o poténca thSuFo.daL

— Y
4Zss: T b< %‘ﬂ >T

L 2 . vy

Proe = -5 (-Aw) { aum [uhﬂ?r = bAw
1/,

wsomdo  b=¥m podemos escrever:




2,2
AN L oA ()

Vemes e o potencio. dissipada ou forheaida
doponde  do.  frequincia angular W du fora exerna

— A
Como Pmss ¢ FroPorcLonoJ/ o A(w) 0 am.,pv& de ?(w)
¢ mwlo semelhante ao ro.'F;a de Mu)), v stro’
mais  estreitv ¢ mais ‘Fo,rag volores de Y
cudo. Ve  mznores.



