LOM 3253 - Fisica Matematica

Polinomios de
Legendre




Utilizagdo de Polinomios Legendre e
Associados de Legendre:

» Determinacao das funcdes de onda dos elétrons nas orbitas
de um atomo;

» Determinacao das funcdes potenciais na geometria
esfericamente simétrica, etc. (\Veja livros textos de
Mecéanica Quantica e Eletrodinamica);

® Em fisica de reatores nucleares, polinbmios de Legendre
tem uma importancia extraordinaria para as solucoes de
equacoes de transporte de néutrons e definicao das fungdes
de espalhamento adequadas de néutrons. (*) (**)

(*) P.F. Zweifel, Reactor Physics, McGraw-Hill Inc., New York (1973)

(**) Fikret Anli, Stileyman Gungor, Some useful properties of Legendre
polynomials and its applications to neutron transport equation in slab
geometry, Appl. Math. Modelling, 31 (4) 2007, p. 727-733.



A separacado de varidaveis da ED de
Helmholiz em coordenadas

esféricas resulta nas 3 equacgoes: _
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Na equacao de Legendre Associada
fazemos uma mudanca de variavel:
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A équacado diferencial resultante, para Q = n?, é:
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Procurando solugdo por Séries de
Poténcias (Método de Frobenius):

P(x) = Z , it

Relagao de Recorréncia

Atz = g](ﬂ)l()] +7;) j Para a. =0, a, e a, ndo nulos




Convergéncia (teste da razao)
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= A equacio de Legendre tem solucdes limitadas
no intervalo -1 <x <+1 (-1 <cosO < +1),see
somente se

= n2=|(1+1)

Sendo que | pode assumir somente valores
Inteiros e positivos, 1 =0, 1, 2, 3, 4, ...

= Desta forma, a equacao de Legendre admite
solucoes na forma de series de poténcias, ou
seja, na forma polinomial.




Chega-se assim ao Polinomios de Legendre:
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Py(z) = L(52® — 3z) Onde x = cosé

Py(z) = 1(35z* — 30z + 3)
Pi(z) = L(63z® — 70z? + 15z)
Py(z) = 1(2312° — 3152* + 10522 - 5).
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Funcao geratriz - G(x,1)

G(x,1) € a fungcao desenvolvida em série de
poténcias para |t| < 1, sendo os polinomios de

Legendre os coeficientes da expansao.

G(x,t) = (1 —2xt + t?)~1/2

G(x,t) = Z P;(x)t*
1=0




Relacoes de Recorréncia
obtidas a partir de G(x,1)

As formulas de recorréncia podem ser obtidas pela
derivacao da funcao geratrizem relacdoax e t.

IP_1(x) — QL+ 1DxP(x)+ (U +1)P11(x) =0

xP/(x) — P_;(x) = LP(x)
P (x) — 2xP; (x) — Pp1(x) = P_1(x)

(x? = 1P/ (x) = xlP(x) — IP,_1(x)

Pl (x) —xP/(x) = (L + DP(x)




Ortogonalidade dos
Polinomios de Legendre
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FORMULA DE RODRIGUES
para a funcoes de Legendre

1 df
P (x) = x2 — 1)
l( ) T 21 dxl ( )
Py(z) = 1 Py(z) = 3(52° — 3z)
Piz) =z Py(z) = 1(35z* — 30z* + 3)
Py(z) = 3(32® - 1) Py(z) = 1(632° — 70z® + 15z)




Expansao de uma funcao
em polinomios de Legendre

Seja f(x) uma funcdo definida e continua no intervalo -1 >
X2>1.

Esta funcdo pode ser expcmdido numa série de
polindbmios de Legendre e a série converae no intervalo.

fx) = EAlPl(x) A= (ZH 1) f f(x). Py(x)dx
[=0

Observe que ndo tem nada a ver com a funcao Geratriz:

G(x,t) = (1 —2xt + t2)~1/2

G(x,t) = ) Py(x)t
; z




EXEMPLO: Em eletrostatica e gravitacdo, vemos
potenciais escalares do formato:  — K
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Equacao de Laplace - Coordenadas

esféricas
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Polinomios de Legendre Associados - m=0

1 d do m?
p L2 — 0 =0
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com Q=n?*=1(1+1)

Procurar solucoes do tipo:

O(x) = A(1 — x))Zf(x)




(1- xz)dx2 2(m+1)xﬂ+(l—m)(l+m+1)f=0

Para m = 0 a equacio diferencial acima é a Equacao de
Legendre e a solucéo é f(x) = P,(x).

Se diferenciarmos a equacao acima m vezes
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Na parte angular podemos escrever:

0(0)D(¢) =[Y["(6, p)| = AT P (cosB)ei™?
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Harmonicos Esféricos
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Orbitais dos elétrons

Padroes de radiacoes emitidas por antenas

Distribuicao de campo elétrico ao redor de uma molécula, que é
a soma de monopolos, dipolos, quadrupolos, etc




