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Na Gltima aula vimos:

Particula presa a um pogo de potencial infinito (1D)

Equacdo de Schrodinger (U = 0):
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Aplicando as condi¢des de contorno {‘/’(X B 0) :_O obtivemos:
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(Auto-Valores de Energia )

Funcdo de onda correspondente: y, (x) = Asin (n% xj =

2 _(nz )|
— (normalizando) =  |¥n(X) = M) =123,

(Auto-Funcdes do poco infinito)

Enguanto que as distribui¢6es de probabilidades de se encontrar a particula em
uma posicdo x (quando o sistema encontra-se em um determinado estado

quantico) sdo dadas por:
2 2 . ,(nx
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E,= 16E,

E;=9F,

Fy=4F,

Energia do'ponto zero >0




> Vejamos agora o problema do poco de potencial finito U,

de largura L, sendo E(E <U,) a energia total da particula. I I

0
Resolver este problema (como todos os outros) significa 1 P
encontrar as auto-funcdes ('//n) e 0S respectivos auto-
valores de energia (En ) correspondentes aos varios estados 0 L
quanticos permitidos para a particula. _—

X

Em particular, na regido 11 temos que U =0 e, portanto, a solugéo da equacao de
Schrédinger serd a mesma ja obtida na situacdo anterior do poco de potencial

infinito: o=
. Note: as condigdes de contorno de antes ndo

i —i ---1 mais servem par,

v, = A_le'kx + Aze ikx - ! ais servem para este caso

Porém, nas regides I e 11, pelo fato do potencial ser U =U,, a equacédo de
Schrédinger agora torna-se:

1 dy

“omae "D Bl =0

constante

De onde vemos novamente que a fungdo y que satisfaz esta equacao diferencial
deve ser tal que, em derivando-a duas vezes, temos como resultado ela mesma!

Considerando entdo uma funcgéo exponencial do tipo:

K

v =e X:)(//':d_l//:KeKXj(//":d_

dx dx?

Substituindo v e y"na equacgdo de onda acima:

2 —
—;—mK29M+(UO—E)gM:0:>K: W

Ou seja, obtivemos a solucdo particular: w(x) =e"*, sendo a constante K dada acima
(Note gque se Up < E, 0 expoente torna-se complexo!)

Porém, da mesma forma, observa-se que y/(x) =e * também é uma solugéo
(particular).

De forma que a solucdo geral serd a combinacéo linear destas solugdes particulares:

I11



w, () =Be”+B,e™ e y, (x)=C,e*+C,e™; sendo que

K = 2m(U,—E) (valido tanto para
- K2 as regides (1) e (111)

» Verifiqguemos agora quais séo as condi¢des que a fun¢éo de onda do sistema deve
satisfazer, ou seja, vamos identificar as condi¢Ges de contorno do problema.

> Se a particula encontra-se circunscrita ao pog¢o de potencial, certamente a
probabilidade dela ser encontrada em regides muito afastadas deve ser nula, ou seja:

(i) v, (x —>0) =0= aplicando na equagéo acima C, =0 e, portanto, y,, = Ce ™
(x positivos e, portanto, decaimento exponencial)

(ii) ¥, (x > —0) =0= aplicando na equacéo acima B, =0 e, portanto, y, = BeX

(x negativos e, portanto, novamente decaimento exponencial)

» Note que sobraram ainda quatro constantes para serem determinadas.

> Trés delas séo obtidas impondo a continuidade das funcGes de onda e suas derivadas:

l//|(X:O):W||(X:O) e ‘//u(XZL):Wm(X:L)
V/I|(X:O):l//|l|(x:0) e l//lll(XZL):WIm(X:L)

» A Ultima constante sera finalmente determinada impondo a normalizacdo da funcao
de onda.

» A solucdo final, apds todos os calculos serem realizados, sdo mostrados na figura
abaixo.

(a) (b}
> Note, da figura (b), que ha uma probabilidade diferente de zero da particula ser
encontrada fora do poco! Observe que ha também posi¢des X, no interior do poco,
nas quais a particula nunca sera encontrada!




1}'I
> Este resultado também conduz ao caso muito especial de } w | v,
uma particula atingindo uma barreira de potencial de altura /\/\\J\ /1\/
finita U, e largura L, sendo a energia da particula E <U, . _ B
— I II 111
» Do ponto de vista classico, a particula sempre seré refletida L

ao atingir a posicdo x =0; mas resolvendo o problema guanticamente, obtendo as
solugdes correspondentes da Equacéo de Schrodinger (de maneira semelhante ao que
fizemos anteriormente), observa-se que havera uma probabilidade diferente de zero
da particula ser detectada em posi¢cdes x > L!

» Esta "probabilidade de tunelamento” deve ser tal que a soma dos coeficientes de
transmisséo (probabilidade de atravessar) e reflexé@o (probabilidade de ndo

atravessar) tem que ser igualaum: [T+R=1

» Uma expressdo aproximada para T , bastante (til, é:

T e 2CL]. Cz\/2m(UO—E)

' h eI, S
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» Vamos agora resolver o atomo de hidrogénio

correspondente ao pogo de potencial atrativo
_ —Ke?
r

representado por |U , sendo que r

corresponde a distancia proton-proton e K =

4re,

> Este poco de potencial atrativo € mostrado na figura ao lado e o problema deve ser
resolvido em 3D, utilizando-se as coordenadas esféricas (devido a geometria do
problema).

» Desta forma, a equacédo de Schrodinger correspondente sera:

2 2
ivzl//-F( l?e —Ejl/lzo,

2m

» Onde devemos utilizar o operador laplaciano em coordenadas esféricas:

2
sz//:izﬁ(rza—wj+ 21_ i(sin¢9a—l//j+—2 _12 a‘/g
re-or or resin@ oo 060 ) r°sin“ 6 o¢

» Esta equacdo diferencial pode ser resolvida aplicando o Método de Separacéo de
Variaveis, que assume ser possivel fazer:

v (r,0,6)=R(NOO) D)




> Este processo resulta em trés equaces diferenciais distintas (uma para cada
coordenada) de forma que as solugdes (para cada uma delas) corresponderéo a:

A

-z |
Ry (r)=e"®% (EJ Gyl [5] : (Gm = Polindmios de Laguerre)
Eh)

O, (0) = sen™lg Fijm, (cos®)|, (Fl|m|| = Polindmios de Legendre)

D(p) = '™ apenas, devido a simetria do problema

no_ 0.53A = Raioclassicode Bohr

> Nestas equagdes, |a, = mKe2 ~ (estado fundamental)

> n, | e m correspondem aos nimeros quanticos principal, azimutal (ou orbital) e

magneético, respectivamente, de forma que os valores que eles podem assumir s&o:

n=123,..

1=0,12,3,...,n-1

m=-l,-1+1-1+2,..,01,2,..,1-2,1-1, +1
F __________________

associado ao momento de dipolo magnético |
do elétron em Orbita ao redor do préton

> Note que | pode ter n valores possiveis, enquanto que o m, pode assumir 2| +1
valores permitidos.

» Resolvendo o problema, obtém-se que as energias dos estados permitidos do
hidrogénio sdo dados por:

r <1

2 ~ | concorda com a equagio |

( I2<e iz _—136 (eV)|€~ | obtida por Bohr! |
a, Jn* n

E,=- 2 v - _ e e

> Por razbes historicas, os estados quanticos representados por n formam uma camada
eletrénica ao redor do nucleo, identificada pelas letras maitsculas

K(n=1), L(n=2), M(m=1), .. (1=0—> ()
(n=1), L(n=2), M(m=1) g

.. [=2—(d)

» Enquanto que as subcamadas, representadas por valores especificos de 1=3— ()
| sdo designadas por letras minusculas (veja ao lado). I=4—(g)

» Por exemplo, o estado quantico 3s corresponde a (n =3 :1). O estado

quantico 2s corresponde a (n =2,l= O)e o0 estado 2d ndo pode existir, ja que 0 maior

valor possivel de | é n—1=1!



» Exemplo: Identifique os estados possiveis do hidrogénio correspondentesa n=2, e

calcule as energias destes estados.

» Resolucéo:
=0=m =0
_ m =-1
N=2=11-1= m: =0
m =+1

e Como a energia:

136

E,=

s0 depende de n = todos estes estados tém E =-3,40eV

Apéndice: Oscilador Harmonico Simples

» Outro sistema muito interessante trata-se do Oscilador Harmonico Simples:

SN

sendo que: F =—Kx e U =1/2Kx* =1/2ma°x* ; com @ =,/K/m.

» Classicamente, deslocando-se e soltando a particula presa a mola, ela oscila entre

x=—Ae x=+A,com E=K+U =1/2KA? =1/2ma*A?.

» Também, qualquer valor de E é permitido e pode-se inclusive ter E =0 (repouso)

em x=0.

» Abordagem quéntica: Equacao de Schrodinger: | bastante complicada !
de ser resolvida! |

2 2 2 22 é/l_ _____
_d W+(%mw2x2—ij:O:>d 1//+(2mE_mw X szo

2m dx? dx? h? h?

» S0 apresentando, as autofuncgdes seréo:
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» Enquanto que os auto-valores de energia séo: (E = (n +%Jha) ;n=0,12,3...

> Note que, para n=0— nivel mais baixo de energia: E; = %ha); E, :gha);
—ee—— = .-

U(x)
t

Diagrama dos niveis de energia de um
oscilador harménico simples. Observe
gue os niveis estdo igualmente
espacados, com uma separacdo igual a
hw. A energia do ponto zero é E,,.

. - 2 "~ - - - A =
> A figura abaixo mostra o |y/|" para os trés primeiros estados do oscilador harmdnico

simples junto com a previsao classica. Observe que, conforme o valor de n aumenta,

maior é a concordancia entre as duas previsdes (Principio da Correspondéncia):




» Exercicio: Mostre que a funcéo de onda correspondente ao estado fundamental do
- Ve _sz
Oscilador Harmonico Simples (no estado n=0) é w =Be 2" ; lembrando que

U =1/2Kx* =1/2ma°x*.
» Resolucéao:

» Para mostrar isso, precisamos mostrar que essa fungdo y satisfaz a equagéo de
Schradinger com U =1/2Kx? (sabendo que a energia do ponto zero deve ser

ho
E=—):
2)

n d%y (1 ) j
PV 2K —E |y =0
2m dx? (2 ==y

» Derivando a funcéo:

0 M _ —22x2 o Mo -39  mPe? _  -T@x2
W __TBe 2" Jx —» ¥ Be 2" + Bxe 2" 7x

ox  7n o2 h Zn

2 2 2 -m m
» Substituindo: —2—(—%““;) xzj n +(%KX2—EJ "0 =
m

2_2 . . e A .
— 4 h_a) Mo x2 4+ 1 Kx’—E=0= igualando os coeficientes do polinémio
2 correspondentes aos mesmos expoentes de x

2 h
e_hol /
2

k=mw?=|w=+k/m




