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A A particula quantica

Antes:

» modelos corpusculares (particulas com carga e massa)
» modelos ondulatorios (ondas)

Depois: %
’

v Tanto a luz como as particulas tém propriedades corpusculares e

ondulatérias
h h

De Broglie p:—DA:—b
/ p

particle ]

NN N

wave

Efeito Foto-Elétrico & Compton

LIGHT

How to imagine the wave-particle duality.



EXEMPLO 28.5 O comprimento de onda de um elétron

Calcule o comprimento de onda de De Broglie para um elétron deslocando-se
com uma velocidade de:

v=1x10"m/s
sendo m, = 0.11x10731Kg
h

A=—
MgV

4 &
L



EXEMPLO 28.5 O comprimento de onda de um elétron

Calcule o comprimento de onda de De Broglie para um elétron deslocando-se
com uma velocidade de:

v=1x10"m/s

sendo m, = 0.11x10731Kg

Solucao

AN=—_ =4

-34
h 66310 MIS 75,5010,
MoV (0.11x10 3'Kg |L.0x107m/s)

Este comprimento de onda corresponde ao comprimento de onda tipico dos raios-X




Exemplo 3-1 Eisberg & Resnick: Comprimento de onda de uma bol a

Qual € o comprimento de onda de “De Broglie” de uma bola de beisebol com
uma massa de 1Kg movendo-se a uma velocidade de 10m/s

-34 1 =
) :Q:L: 6.63x10 “7J —66x10-35m

0 MV 1.0Kg ><10'%




Exemplo 28.7: Uma carga acelerada

Uma particula de carga “g” e massa “m” € acelerada a partir do repouso
por uma diferenca de potencial AV. Supondo que a particula desloca-se
com velocidade né&o relativistica, encontre seu comprimento de onda de

de Broglie.

2
—nv: =gAV
5 g

D=mv

Calcule o comprimento de onda de “de Broglie” de um elétron acelerado
por uma diferenca de potencial de 50V. h h
P=—=2>A=—
A p

G =1.6x10719C
me =9.11x10 >1Kg



Exemplo 28.7: Uma carga acelerada

Uma particula de carga “g” e massa “m” € acelerada a partir do repouso por
uma diferenca de potencial AV. Supondo que a particula com velocidade néo
relativistica, encontre seu comprimento de onda de de Broglie

1 -(q, m,AV)

2
—nv. = gAV

5 o

P=nMv

1 p2

Emv2 = gAYV = —=0AV ou

2m
p = /2MgAV
h h h

- A= =
A= 0 N2emU, T \2qmav




Calcule o comprimento de onda de de Broglie de um elétron acelerado
por uma diferenca de potencial de 50V.

h 6.63x10 %) 3

carga

-34 -34
1= 6.63%10 _ 6.63x10 ~0.17nm

) \/1457_6x 10°Y 3817810 2°

ENTIDADES CORPUSCULARES



Resultados experimentais deveriam  mostrar que
elétrons séo difratados pelos planos de um cristal de maneira similar aos
raios-X, sendo portanto aplicavel a condicao de Bragg.

2dsenf=nt (n=123..)

O comprimento de onda que devemos associar aos elétrons é previsto
pela hipotese de “De Broglie”, segundo a qual: h h

AN=—=

2dsend=nA (n=123..)

ncident .
A 5 plane wave f,-""f
“‘i..
I Q\k. \.@. / 2d sin B
—i® H{wfﬂﬂ; Constructive interference
dsin @ when _
e e o o o @ nA=2dsinB
Bragg's Law




Uma caracteristica essencial de uma particula € que ela esta
|Oca|izada no ESpa(;O. Perfect localization

‘ x

O primeiro passo € mostrar que podemos
construir uma entidade localizada __ a partir de
consideracOes ondulatorias .

Imagine tracar uma onda ao longo do eixo “X” com uma de suas cristas
localizadas em “x=0".




Logo uma segunda onda de mesma amplitude mas com uma

frequéncia diferente, porém também com uma de suas cristas em “x=0".

Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.13
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O resultado da superposicao dessas duas ondas é um “batimento”  pois
as ondas estao alternadamente em fase e fora de fase.




Interferéncia entre ondas esta conectada a
(diferenca de) fase entre as ondas.

A diferenca de fase entre duas ondas pode mudar

Interferéncia construtiva

AR

e =
\AANS

VATAY, |
1 ] | |
A _ A/\M/\ Dois casos extremos de interferéncia

T

Interferéncia destrutiva 4

ARAA-




. Interferéncia de duas ondas com

: A L mesma amplitude e
W\/\ Q mesma frequéncia
Padrao de interferéncia continuo no tempo
onda de cor preta é estacionaria

O Interferéncias construtivas e destrutivas entre ondas esta conectada a
(diferenca de) fase entre as ondas.

0 Duas ondas podem ter distintas frequéncias (comprimentos de onda).
O Adiferenca de fase entre duas ondas pode mudar .

0 Considerando duas ondas com distintas frequéncias e mesma amplitude
(A), existe uma amplitude (2A) maxima para a amplitude de uma interferéncia
construtiva.



Serway/Jewetl; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.13

\f’\/\f'\f\/\f’\f’\f\f\;’_
Vv v v Ui NN g

Interferéncia de duas ondas com

0 mesma amplitude e
O diferentes frequéncias

Superposition:

Padrao de interferéncia descontinuo
no tempo

(a) Uma onda idealizada com uma unica frequéncia exata € a mesma por
todo o espaco e em todo instante; (b) se sdo combinadas duas ondas
iIdeais com frequéncias ligeiramente diferentes, surgem

(b)batimentos (posicdes alternadamente em fase e fora de fase)




Se adicionamos ondas, de modo que suas
cristas coincidam com as demais ondas em

x=0, a pequena regidao de interferéncia
construtiva € denominada pacote de onda.

Esta € uma reqgido localizada do espaco que &
diferente de todas as outras.

Aqui, podemos assumir (aproximar) o pacote
de ondas como/por uma “particula”.

E——

Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.14

Interferéncia maxima em x=0

!
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Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.13
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Wave 1;

Wave 2:

Superposition:
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O padrdo de batimentos da figura da esquerda com uma |funcdo envoltoria

sobreposta (figura da direita).

Cada vez gque ocorre um maximo de amplitude

'S:Eegr;y;mﬂ; Principles of Physics, 3/e WM/\M]\M[V\N\NV\
WWWWWWWWWWWY
VARt A LA

A

_~2A cos (%1 - %’ r)

YAaNare ,\_

Onda de fregiiéncia f1

Onda de freqliéncia f2

Ondas superpostas

Batimentos -- movimento resultante

WVWWW \N\M\J

Harcourt, Inc. items and derived items copyright ® 2002 by Harcourt, Inc.

se diz que ocorreu um batimento.




Considere duas ondas com amplitudes iguais , mas frequéncias
diferentes f1 e f2. Podemos representar estas ondas matematicamente
PrincipiodeSuperposigoy = y; + y, = Acodk;x - a)lt)‘+ Acodks — wst)
2
2 2
O segundo fator co-seno representa uma onda com um numero de onda e

| como: y1 = Acodks —agt) ey, = Acodk, — ast)
naformatrigonomérica l %
senda=kx—-awt e b=k,-wt temos
=| 2Aco A—kx—A—wt) co{wx— W tj

2 2
frequéncia iguais as medias dos valores das ondas individuais

w=27f e k:27ﬂ

cosa+cosb:Zcos(a;bjcos(amj da
y= 2Aco{(klx_wit)_ (kzx_wzt)}co{(klx_“’it% (kzx—wzt)} -
2 2



=| 2ACO A—kx—A—wtj co{wx—wﬁ%tj
2 2 2 2

O segundo fator co-seno representa uma onda com um numero de onda e
frequéncia iguais as médias dos valores das ondas individuais

O fator entre colchetes representa a envoltdria da onda _, como mostrado
Observe que este fator também tem a forma matematica .....c..ue..
de uma onda

V= Acodk —ait) ey, =Acodk, - at)

Esta onda descrita pela funcao envoltéria  pode deslocar-se
no espaco com uma velocidade diferente das ondas indivi-

duais. |
p W ﬂ n n n r‘ rl rl Harcourt, Inc. items and derived items copyright ® 2002 by Harcourt, Inc.
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Como um exemplo extremo dessa possibilidade, imagine combinar duas
ondas idénticas deslocando-se em __ direcOes opostas.

As duas ondas deslocam-se com a mesma velocidade escalar, mas a
envoltéria tem uma velocidade nula , pois construimos uma onda
estacionaria




Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e

Figure 28.15 yl — Acoikl —_ C‘{I.t) e y2 = ACOikZ - Cbzt)

peloPrincipiodeSuperposigo
Y =¥+ Y, = Acodkyx — ait) + Acogky — ast)

| A -;'-Hk(j:—';r'l,'l, i ‘%@;}
[ " 5

{ZACO A7kx—A—wt C —wl;wztj
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49
Que é definida como velocidade de fase porque € a taxa de progressao
de uma crista em _uma Unica onda , que € um ponto de fase fixa.

Para uma onda individual, a velocidade € dada pela equacao:V fase —

w CRISTA S c:zlstA CfISTA
V fa$ —_ l:' de onda 'l‘ (Ian&;ﬂa] {
K
271 271
w=21f=— e k=—
T A
w coeficienedevariaveltemporal " _

Viase =7 = Vg =
K coeficienedevariavelespacial x"

O subscrito “g” na velocidade indica que ela € usualmente denominada
velocidade de grupo ou a velocidade do pacote de ondas

(o grupo de ondas) que construimos.

0.5

-0.5

Onde temos uma combinacéao de frequéncias (w) e comprimento
de onda (A) variaveis entre diferentes ondas.



Para uma superposicdo de um numero muito grande ondas para formar
um pacote de ondas , temos a razao:
1.0, n
YN

da
_ da UL
Y9 = VYT e

.

AN

Vamos multiplicar o numerador e o denominador por h onde h=h/21r:

V _ hda d(h@) analisando separadamente o
9 nok d(#k) numerador e o denominador

=127 =h(f =E
21T |l|
Pk = h[EZZTj:E:p I:ﬁr\
21T \ A A
_d(he) _ I
VvV
97 d(nk) dp | |V




Como estamos explorando a possibilidade de que a envoltoria das ondas
combinadas represente a particula,

se consideramos uma particula livre deslocando-se com uma
velocidade “v’ que é pequena comparada com a velocidade da luz. A
energia da particula € sua energia cinética:

1 2_p2

E =—mv® =—— diferenciando com relacéo a “p”

2 2m

2
vg:dE:d P :i(Zp):
dp dp{2m] 2m

p=nNV Assim, podemos assumir a analogia entre a velocidade
do “pacote de onda” e a velocidade de uma particula

-V




0 Os pacotes de onda sao construidos como uma Superposicao
linear de ondas planas de diferentes momentos lineares  «p».

i p(A):D:wl:D

F / p

<=k,

l‘:“'hJ_:-:-':\' px

U Neste caso, cada componente do pacote de ondas viaja com sua
velocidade caracteristica, conhecida como velocidade de fase .

A
' nm/\f )
T

AN

,._
-




J Novamente a Experiéncia da Dupla Fenda

Antes:

» modelos corpusculares (particulas com carga e massa)
» modelos ondulatérios (ondas)

Depois: g
.|I'

v Tanto a luz como as particulas tém propriedades corpusculares e

ondulatorias
~h ~h
De Broglie p——:A—_:
/ p

particle ™~

VANV S

wave

Efeito Foto-Elétrico & Compton

LIGHT

How to imagine the wave-particle duality.



J Novamente a Experiéncia da Dupla Fenda
Vamos lancar elétrons contra uma dupla fenda

Considere um feixe paralelo de elétrons mono-energéticos

(mono-cromaticos) incidindo sobre uma dupla fenda .

As larguras das fendas sao pequenas
compqradas como , ® 0 .-.-.. ’ ‘ >
comprimento de onda do elétron ... ® '. Secee

® o |

O detector de eletrons é colocado bem |
longe das fendas a uma distancia “L” screen with
muito maior que “d”

(distancia de separacao entre as fendas).



ACEITAVEL???




Efeito esperado
Teoria Classica

Se o0 detector coletar elétrons por um
tempo vemos um tipico

padrao de interferéncia de “onda” em
termos do numero de elétrons por
minuto.

N ®

Ndo se espera tal comportamento se © o ‘e q oo
L

®

consideramos os elétrons - particulas

Esta € uma evidéncia de que os elétrons
estao interferindo segundo fendmenos
ao menos similares aos ondulatorios

electrons

whitesds

screean with
two slits

-

optical
scrasan

optical scresn
front view)

:

weseets

screen with
two slits

optical
SCrean

e
e
e

optical screen
front wiew)



Efeito esperado
Teoria Classica

Se o0 detector coletar elétrons por um
tempo vemos um tipico

padrao de interferéncia de “onda” em
termos do numero de elétrons por
minuto.

N&o se espera tal comportamento se
consideramos os elétrons - particulas

Esta € uma evidéncia de que os elétrons
estao interferindo segundo fendmenos
ao menos similares aos ondulatorios

Firsa borries

BT BORT | B

whitesds

screean with

two slits

'-_\.\l

| Barneey

IIIIIII

optical
scrasan

optical scresn
front view)
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Efeito esperado *
Teoria Classica paricies

screen with
two slits

. @ o o ®
Efeito observado . :.-, o 0
Teoria Quantica o e e *ge ®

o ® '.'-

electrons

Bete S30a"s|

optical screen
front wiew)

:

/

westesss

screen with
two slits

s
RSN
res

optical screen
front wisw)



Se imaginarmos elétron(s) no feixe
produzindo pequenas ondas em fase
guando alcanca uma das fendas...

Utilizando a teoria ondulatoria do
Capitulo 27, entao: p

AF =dsenf = —
2

representa um minimo de interferéncia
e
AF =dsenfd =/

representa um maximo de interferéncia

SerwaylJewett; Principles of Physics, 3/e

Figure 28.16
\\-.Illlll"ll,'t ol 1'II:'-I"|'|'1:III.‘-
detected per minute
4 5
Electrons
— »
. 1]
. {1
.
B
Electron
detecto |

AF =dsenf = —
2

Harcourt, Inc. items and derived items copyright @ 2002 by Harcourt, Inc.



AF :dsenH:%

SerwaylJewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.16

Como o comprimento de onda do elétron
é dado por: Number of elcetrons

A =—  parad pequenotemos * )
h o |

senf=0=——

2 pxd Electron

-
detecton |

o

|
RRRN

Como isso se respeita_ fica mostrada a AF = dsend = i
natureza dual do elétron

Interferéncia destrutiva

Harcourt, Inc. items and derived items copyright @ 2002 by Harcourt, Inc.




AF - d% 9 - A SerwaylJewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.16

Como o comprimento de onda do elétron
é da.do por: Number of electrons

h 1 i |
A =—, parad pequenotemos )
pX I-Ziu'l:j: 3

senf=6@=— e
de — Electron

m

detecton

mo | r i fica mostr
Como isso se esp,e ta fica mostrada a AE =dsend = A
natureza dual do elétron

Interferéncia construtiva

Harcourt, Inc. items and derived items copyright @ 2002 by Harcourt, Inc.




Assim, os elétrons sao detectados Sorwaylsemmtt; Principles of Physlos, 3
como particulas em um certo ponto
em algum instante de tempo.

Number of electrons

e [ detected |n'-| minute
s0%3902e )
I i

:

® 0000t XYy Tal
o o ¢ ® g — i ]
oo e —r
® i h 14
alectrons o
e oy
L e
Electron

screen with optical optical screen
two slits screen front view)

Harcourt, Inc. items and derived items copyright & 2002 by Harcourl, Inc.

Mas a probabilidade de chegada a
esse ponto é determinada pela
Intensidade de duas ondas que
iInterferem .



Exercicio 28.24

E usado um osciloscopio modificado para realizar uma experiéncia de
interferéncia de elétrons. Elétrons incidem sobre um par de fendas estreitas
separadas por 0.0600um. As bandas brilhantes no padréo de interferéncia
estdo separadas por 0,400mm sobre uma tela a 20,0 cm das fendas.
Determine a diferenca de potencial através da qual os elétrons foram
acelerados para formar este padrao.

dsend = nA
h h




E usado um osciloscopio modificado para realizar uma experiéncia de
Interferéncia de elétrons. Elétrons incidem sobre um par de fendas estreitas
separadas por 0.0600um. As bandas brilhantes no padrao de interferéncia
estdo separadas por 0,400mm sobre uma tela a 20,0 cm das fendas.
Determine a diferenca de potencial através da qual os elétrons foram
acelerados para formar este padréo.

Considerando a primeira banda brilhante temos:

dsend =nA =104
g6 = 2220 = 0,002

20C
dsend=nj =10 = (6.0x10‘8m)sen(o.002) =120x10m
A= h = NMVg = h

MVe
h? —
mee-meve- S =ehV 1J =1C 1V
Mg 2mg/
2 —34

Ao N (6.63><1O J E‘s)z 108/

2 _ _ _
2eme/ 2(1.6><10 19(:)(9.11><10 31Kg)(120x10 1°m)2



EXERCICIO

O gue acontece guando

uma fenda é coberta

alactrons

\

:

*e

;

seresn witk
two shts

optcal
screen

s UV
wrotleds
S

optical scraen
front wisw)

Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e

Figure 28.16
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e
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detected per minute

-

Eleciron .
detecton
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Vg
EX E I tC I C I O SerwaylJewett; Principles of Physics, 3/e

Figure 28.18

Se uma fenda é coberta, se observa uma
curva simeétrica com seu pico ao redor da

fenda aberta — maximo central do padréo \

de difragdo de fenda Unica . ==============qeommmemm—mn3)

A figura mostra graficos das e )
contagens de eléetrons por minuto -/
(probabilidade de chegada de elétrons)

com a fenda superior (2) ou I P e

COUns/min Conpss min

Inferior (1) fechada.
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RESUMINDO

Se a fenda 1 esta aberta e a fenda 2 fechada o ;
. . _r:m'a},r Jewett; Principles of Physics, 3/e

por um certo tempo e depois invertemos - forxe

durante o mesmo intervalo de tempo...

obtemos os padrbes em azul

E importante observar \

Que é completamente diferente do padréo ‘ X\

em que as duas fendas estio abertas ; ) )
/ ?7'

oy
g™

(curva com varios picos).

Nao existem mais uma probabilidade e A
maxima de chegada em 6=0 (curva azul)

3

Desaparece O Eadréo de InterferénCIa e O Harcourt, Inc. items and derived items copyright ® 2002 by Harcourt, Inc.
resultado acumulado é a soma dos
resultados individuais




SerwaylJewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.18

COMO PODEMOS IDENTIFICAR POR |. . )
ONDE O ELETRON PASSA QUANDO AS | /<
DUAS FENDAS ESTAO ABERTAS????

Harcourt, Inc. items and derived items copyright ® 2002 by Harcourt, Inc.



Quando as duas fendas estao abertas nossa
intuicdo tende a induzir-nos a que o elétron
passa pela fenda 1 OU pela fenda 2 .

Os resultados experimentais indicados pelo
padrao de interferéncia com muitos picos
contradizem isso. PRINCIPIO DE HUYGENS

Portanto, a conclusdo de que o elétron é
localizado e atravessa apenas uma fenda
quando as duas fendas sao abertas

esta errada.

Conclusédo dificil pois vai em contra da
nossa intuicao.

Padrao de interferéncia similar ao de

duas ondas monocromaticas coerentes

SerwaylJewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.18

X

ivAsial
Individual Accumulated
COES in COnimis ]]!ill

Harcourt, Inc. items and derived items copyright ® 2002 by Harcourt, Inc.



Um elétron interage com as duas fendas simultaneamente.

E impossivel determinar por qual fenda passa o elétron

Se tentarmos determinar experimentalmente qual fenda o elée  tron
atravessou, 0 simples ato da medida destruira o padrao de
interferéncia .

Podemos apenas afirmar que o elétron passa pelas duas fendas.

Detector

— |
II'-._JII




1 O PRINCIPIO DA INCERTEZA

Sempre que se mede a posicao ou a velocidade de uma particula em um
certo instante, incertezas experimentais estao incluidas nas medidas.

De acordo com a mecanica classica nado ha um limite para o aumento
da precisao (diminuicao da incerteza) dos procedimentos experimentais.




O PRINCIPIO DA INCERTEZA

A Mecanica Quantica prevé que é fundamentalmente impossivel medir
simultdaneamente a posicdo (xX) e o0 momento (p=mv) de uma
particula com precisao infinita.

Se séo feitas uma medida da posicao de uma particula com uma
iIncerteza ( Ax) e uma medida simultanea do seu momento com uma

incerteza (Ap) o produto das duas incertezas nunca pode ser menor
que h/2:

Voca faz idéia da www.estacaofisica.blogspot.com

velocidade que vocé N3o. Mas eusei
h estava? exatamente onde

estou!

\




Considere uma particula para a qual conhecemos exatamente o
comprimento de onda A.

h
De acordo com as relacdes de “de Broglie™: A = — )
P

Conheceriamos o0 momento com precisao infinita

Existiria por todo o0 espaco uma onda com o comprimento de onda A.

Qualquer regiao ao longo dessa onda significa a mesma coisa gue

qualguer outra regiao.




Se nos perguntamos, onde esta a particula representada por esta onda?

Nenhuma localizacédo especial no espaco ao longo da onda poderia ser
identificada com a particula, pois todos os pontos ao longo da onda séo

A
BVERVARN

Assim temos uma incerteza infinita na posicao da particula.

Um conhecimento perfeito do momento custa toda a informacao quanto a
posicao.




Em comparacédo, considere agora uma particula com alguma incerteza
no momento, de tal forma que seja possivel um intervalo de momentos
Ap o que implica um intervalo de comprimentos de onda AA.

I Y

1 1
! A FIY
1 \ 1
1 J o ! Y
1 o Il 4
1 ! W i !
3 iy ! k!
(R ! ) |
s

¥ A:—<:> S

N ; ;

o,
Assim a particula ndo é representada por um unico comprimento de onda,
mas por uma combinacao de comprimentos de onda neste intervalo.

i
"
S

= _3:;"‘:- p ¥

Esta combinacao forma um pacote de ondas




Para determinar a posicdo da particula , podemos dizer que ela esta em
algum ponto na regiao definida pelo pacote de onda __, pois exite uma nitida
diferenca entre esta regiao e o restante do espaco.

Assim ao perder parte da informacédo quanto ao momento da particula
ganhamos informacao sobre sua posicao.



Exemplo 28.8 Localizando um elétron

v, = (5.0x10° + 0.003%)'%

v, = (500000 0.15) f%
Dentro de quais limites pode-se determinar a

posicdo desse elétron ao longo da direcao de seu vetor velocidade?

E medida a velocidade de um elétron como sendo:

P=MeVe =
me = (9.11x10‘31Kg)
h

APAX = h = AX=>——
2 20p



Exemplo 28.8 Localizando um elétron
P Ve = (5.0x10° £ 0.003%6) ),
E medida a velocidade de um elétron como sendo:
v, = (500000 0.15) f%
Dentro de quais limites pode-se determinar a
posicdo desse elétron ao longo da direcao de seu vetor velocidade?

Solugdo: O momento do elétron é: P =MV, = (9.11><1O_31Kg)|:i5><1()3 %):
Kg m
S

4.56x10%’

Assumindo a incerteza do momento, como sendo igual a incerteza da velocidade

Temos:
Ap = 0.00003 =1.37x10° "9

S
Pode-se agora calcular a incerteza minima na posi¢cao usando-se o valor de Ap na
equacéao: h
APAX = —
2
h 1.05x10°%J [3 _
AX>—— = =0.384x10°m=0.384mm

“2hp 2(1.37><10‘31 kg m‘j
S



Exercicio 27: Um elétron e um projétil tém, cada um, uma velocidade de
magnitude 500m/s exata com aproximacao de 0.0100%. Dentro de quais
limites poderiamos determinar a posi¢cao dos corpos ao longo da direcao
da velocidade? Conhecendo os valores das respectivas massas:

me =9.11x10 >1Kg
my =0.020Kg
p=nv

AXAp = %

h=t
27T



Exercicio 27: Um elétron e um projétil tém, cada um, uma velocidade de
magnitude 500m/s exata com aproximacao de 0.0100%. Dentro de quais
limites poderiamos determinar a posicdo dos corpos ao longo da direcao
da velocidade? Conhecendo os valores das respectivas massas:

me =9.11x10 >1Kg
my = 0.0200Kg

Para o elétron:
Ap = mev = (9.11x103Kg [500m/ 5)(100x1074 )=

Ap = mAv = 456x10 32Kg !
S

_34 )
o (6.63><10 JK[Smn 16
4Tp 4/1(456><1O_32 gs )

Para o projétil:
Ap = meAv = (0.020(Kg)(500m/ s)|1L00x1074 )=

Ap = mAv = 10x1073Kg "
S

_ h _ (6.63x10‘34J E‘s)
AX

4mp 4/1(1.O><10_3 Kgsm“j

= 58%x10°?m




A forma matematica do principio da incerteza afirma que o produto das
incertezas na posicdo e N0 momento sempre sera maior que um valor
minimo.

Pode ser gerada uma outra forma do principio da incerteza
reconsiderando a figura com o tempo
no EIXO an no |ugar da pOSIQéO g;r;-:.zyi.::lcﬂ:i’rinciplcsmPh‘_.rsi::s.slfe

Podemos considerar os mesmos argumentos,
utilizados para o0 comprimento de onda
(momento) e a posicao, no dominio temporal.

As variaveis correspondentes seriam a
frequéncia e o tempo.
A frequéncia esta relacionada com a energia
por: E=hI[f
eo principiodeincertezanestaformaé:

A EA t > Harcourt, Inc. items and derived items copyright ® 2002 by Harcourt, Inc.



Se combinamos um grande numero de ondas
a probabilidade de um valor positivo na funcao
de onda em qualquer ponto “x” € a mesma que
a probabilidade de um valor negativo.

Se cada onda nova é adicionada de modo que
sua crista coincida com as demais ondas em
x=0, a pequena regidao de interferéncia
construtiva é denominada pacote de onda.

Esta € uma regiao localizada do espaco que €&
diferente de todas as outras.

Aqui, podemos assumir o pacote de ondas
como uma particula.

Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.14

Interferéncia maxima em x=0

!

Harcourt, Inc. items and derived items copyright @ 2002 by Harcourt, Inc.



CAPITULO 28: Fisica Quantica FISICA
QUANTICA

D O P I'i nc I,p | 0 d a | ncerteza Atomos, Moléculas, Sélidos,

Niieleos e Particulas

EISBERG - RESNICK
-

O Interpretacdo da Mecanica Quantica
1 Uma particula livre e em uma caixa

1 Funcao de Onda e Valor Esperado

1 A Equacao de Schrodinger

d Tunelamento atraves de uma Barreira de Energia
Potencial

Lista de exercicios sugerida — Capitulo 28:
28.4, .12, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 21, 33, 35, 38, 42, 43, 52



] UMA INTERPRETACAO DA MECANICA QUANTICA

Analogias permitem tratar radiacao eletromagnética

Vimos que o numero de elétrons
tempo é proporcional a intensidade de corrente elétrica

dQ

como corpusculo ...

(portador de carga) por unidade de

| =—— (derivada taxadevariacaalecargacomo tempo)

at

Definicdo de carga esta normalmente relacionada com elétrons, prétons, ions.

Definicdo de corrente : fluxo de carga por unidade de tempo.

movimento ordenado dos eletrons em um fio

Suponhamos que a carga “gq” se move através de uma secéao transversal A de

um arame (fio), em um tempo t, entédo a intensidade de corrente

arame € dada por:

() = NQ(1C
At | 1s
1C = 624x10%er

numeradeelétrons

“I" através do

LARGE CURRENT: many charges flowing.

SMALL CURRENT: few charges flowing.




] UMA INTERPRETACAO DA MECANICA QUANTICA

Analogamente , considerando o féton como portador de radiacao
eletromagnética, o numero _de fotons (NF) por unidade de area (A-2D)
volume (V-3D) é proporcional a intensidade da radiacao:

e | NQ(le -l NF . probabilidade

At V V
1C = 6.24x1018~

movimento ordenado dos eletrons em um fio

Dito de outra maneira,
a probabilidade de encontrar um  féton por unidade de volume, em
uma certa regido do espaco, em _um_certo _instante de tempo €&
proporcional ao numero de fotons por unidade de volume

Recordando que a intensidade da radiacdo eletromagnética é
proporcional ao guadrado do campo elétrico _ : .
> probabilidade
| a E* a

V



Ondas eletromagnéticas transportam energia e a taxa de fluxo de energia

atravessando uma unidade de area “A”_é descrita pelo vetor de pointing “S”

§—£L—Ex§
Calculandd paraumaondaeletromagéticaplana. - o -

E eB saoperpendiclaresentresi= ‘E X é‘ = EB, assimmestecasa

A médiatemporatle S porumou maisciclos eaintensidad.
. . . 1
Issoinvolvea medlatemporadeco§(kx—ai)queelgualaa.

Destaforma,o valormédiodeS ouaintensidaddaondaé:

2 2
| =8 = Emax Bmax _ Emax _ CBmax
21 21oC 24y




A probabilidade por unidade de volume  de localizar uma “particula”
associada com essa radiacao (o foton) pode ser assumida como

proporcional ao quadrado de uma amplitude da onda.

o E2, probabilidade

_ V
E(x,t)= E cos(kx — at) )

| a E?(x,t)=|E|° coszgkx—/a)t)

1

E%ax(x,t): kX = at
k:2—ﬂ:>%x:a)t ___R

Assumindo a dualidade onda-particula, a_probabilidade de encontrar

uma particula, por unidade de volume, pode ser assumida proporcional

ao quadrado da amplitude da onda _ representando a particula .




Re[W¥(x)]

F 3

Re[¥(x)]

b

- » Ax




Na verdade, a amplitude da onda associada _a uma particula nédo € uma
grandeza fisica e portanto ndo € mensuravel como € o campo elétrico
para uma onda eletromagnética.

A Unica conexao é a analogia dada pela equacao:

probabilidade
Vv

Como resutado disso, chamamos simplesmente a amplitude da onda
associada a particula de

| a E2 q a A2

“amplitude de probabilidade " ou de “funcao de onda”

VWWWWWWWWWWY
VAN an AR A

AR




QA funcdo de onda € a descricao matematica mais completa
possivel para um sistema regido pela mecanica quantica

O Na mecanica classica a descricdo completa de um sistema
consistia em determinar a posicao e a velocidade de todas as
particulas e, com esta descricao, ser possivel prever todos os

movimentos futuros e passados do sistema. Newtor's Equations of Motion

1. x=vt u=v0+v§
2

2. vV =V, +at
1,2 |
3. x= Vc,t +§Ht click here |

and

4, '1."2="|.I"DE + 2ax jearn more i

0 Na mecanica quantica nao se pode determinar todas as
grandezas desejadas com a mesma certeza (Principio da Incerteza).

0 De acordo com a mecanica quantica , a descricdo do sistema
termina ao nivel da funcado de onda , com a idéia de probabilidade
de encontrar a particula em uma posicao.




A funcao de onda lﬂ(X, Y, Z) v

é uma ferramenta matematica Q/F(x, Y, z)
criada a partir de Leis da Fisica

gue contém (gera) informacao espacial da particula

Uma funcédo de onda_mais completa deve depender também do tempo ,
representada por uma expressao do tipo:

w(xy, zt)

Ja vimos que, a equacéo de “de Broglie” relaciona o momento de uma
particula com seu comprimento de onda_. h

p=§

Se uma particula livre ideal tem um momento_ “p” conhecido com preciséo
sua funcéo de onda é uma onda senoidal com comprimento de onda

—® \\ \//X,/\k +o0o A= %

e a particula tem uma probabilidade igual de estar em_qualguer ponto do
espaco




A fungéo de onda para tal particula livre deslocando-se ao longo do eixo
' pode ser escrita na forma:

@7l

Embora ndo podemos medir “ y”, podemos medlr uma densidade de
probabilidade que é a probabllldade relativa por unidade de volume de
encontrar a particula em qualguer ponto de volume

W) v
Substituindo dV por dx e r por x temos: dv

P(x)dx =]y 2 dx D/F(X, Y, 2)

Como a particulatem que estar em algum lugar do espaco
Ao longo do eixo “x” a soma das probabilidades sobre todos
os valores de “x” é

+00 5 \ o o
[Wild=1=1006 oo/ e

—00

Qualquer funcao de onda que satisfaca esta condicéo € dita normalizada




A funcao de onda para tal particula livre deslocando-se ao longo do eixo
“X” pode ser escrita na forma dependente do tempo  como:

w(xt)= Asen 27”‘—2;1*[ = Asen(kx-@d)

Embora néo podemos medir Y’, podemos medir a densidade de

probabilidade que é a probabilidade relativa por unidade de volume de

encontrar a particula em qualquer ponto de volume.
ORY

Substituindo dV por dx e r por X temos: av
P(X)dx = ‘w‘zdx D/F(X’ Y Z)

Como a particulatem que estar em algum lugar do espaco
Ao longo do eixo “x” a soma das probabilidades sobre todos

os valores de “x” é +00 ,
[yfax=1
—00

Qualquer funcao de onda que satisfaca esta condicéo € dita normalizada




Embora nao seja possivel especificar a posicao de uma particula com

2
certeza absoluta, € possivel, através de W" especificar a probabilidade de
observa-la em uma pequena regiao ao redor de um certo ponto.

A probabilidade de encontrar a particula no intervalo a — b (a< x<b) é:

Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.19

P = | g | dx

2
ly]

g 7 7 2
Esta probabilidade € a area sobre a curva de ‘l// \\
em funcao de “X” entre os pontos x=a e x=b.

Experimentalmente esta probabilidade é finita

O valor desta probabilidade tem que estar entre
0 e 1 (conjunto dos numeros reais positivos).

a b

Harcourt, Inc. items and derived items copyright ® 2002 by Harcourt, Inc.



Exercicio 33 - Secéo 28.9: Uma interpretacdo da Mecanica Qua ntica

Um elétron livre tem uma funcéo de onda: (,U(X) = Asen(S_OOx ]_O]'Ox)
Onde “X” esta em metros.

Encontre:

(a) o comprimento de onda de De Broglie

(b) o momento linear

C) a energia cinética em elétron-Volt 27K
© ° W(x)= Asen( j

h=6.63x10"%J 3

m=9.11x103'Kg

2

K:p_
2m

1] = 6.24x105eV



Exercicio 33 - Secéo 28.9: Uma interpretacdo da Mecanica Qua ntica

Um elétron livre tem uma funcao de onda:
Onde “x” estda em metros.

Encontre:

(a) o comprimento de onda de De Broglie
(b) O momento linear

(c) A energia cinética em elétron-Volt

(a) w(x)= Asen(sz) = Asen(S.OOx 10_10x)

entélo,z)l—i7 = 500x10 10m™

27T
A= 10
500%10
-34
(b) _h_ 663x10 _1OJ S 527x10724kg !
A 126x10 "m S

(c) m=9.11x103Kg

2 (527x10‘24Kg m%)

K:p =
2m

= 126x10 9m

—17
= 150x10L7g = 12210 ) _oeeay

2x 911x1031Kg 1.602x10 9 %v




Exercicio 32 - Secéo 28.9: Uma interpretacdo da Mecanica Qua ntica

a
(x> +a°)
paraa>0 e -0 <X <+

A funcao de onda para uma particula livre é: lﬂ(X) — \/

Determine a probabilidade de que a particula esteja localizada em algum
lugarentre x =-a e x=+a

Sabendo que:




Exercicio 32 - Secéo 28.9: Uma Interpretacdao da Mecanica Qua ntica

a
(x> +a°)
paraa>0 e -0 <X <+

A funcao de onda para uma particula livre é: lﬂ(X) — \/

Determine a probabilidade de que a particula esteja localizada em algum
lugarentre x =-a e x=+a

p==

]17 tan 11— tan 1(~1)|= 1{7—7 - (—Eﬂ S %



] UMA PARTICULA EM UMA CAIXA

Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 28.20a Figure 28.20b
A A
Lr
\%
it ﬂ— —_— —
i - —
E—
X
0 L
(a)
(b)
(a) Uma particula de massa “m” e velocidade “v”, sendo reflet ida

para a frente e para tras entre duas paredes impenetraveis.

(b) A funcéo energia potencial para o sistema.



] UMA PARTICULA EM UMA CAIXA

Vi) — o
) A

Energy

&
Vi) =0

+—n Position of
the particle

Uma particula de massa “m” , velocidade “v’ e momento p=mv sendo
refletida para a frente e para tras entre duas paredes impene  traveis,

onde
a funcao energia de potencial € representada por um poco de potencial

de zero a infinito.



. UMA PARTICULA
EM UMA CAIXA

zﬂ(x) = Asen(ZTNXJ ,a qual

tem que satisfazer as condicOes de
contorno nas paredes

w(

1 A
*
L | AN
‘
Yo | wl?
=2 n=29
| 1 .
T X X
4 L 0 i
(a) (hy
— — Harcourt, Inc. items and derived items copyright © 2002 by Harcourl, Inc
— —
X
— —
— U= ASan = = A= =

N=1=>A=2L; n=2=A=1L; n:3:>)|:2_:;‘

w(x)= Asen( Zf(j = Asen( 2K \l: Asen( nmj

A 2L/ L
n




] UMA PARTICULA EM UMA CAIXA

n
A : :
-+ E, = 16K,
% r = OF
) !fa_; = 4](,‘1
] E,
- f ————————— E=0
Zero-point energy > 0
items and derived | 2002

Quantizacao de energia



EXEMPLO 28.9: Um elétron ligado.

Um elétron esta confinado entre duas paredes impenetraveis separados
por 0.2nm. Determine as energias permitidas da particula para os estados
guanticos descritos por n=1,2,3.

m - =9.11x10 'Kg
h nh

_h_
p_ﬁ_Z%_ZL

2 2 2
Enzlmvzzp—— 1 (nhj = N 2n2 (n=1,2,3...)
2 8mL



EXEMPLO 28.9: Um elétron ligado.

Um elétron esta confinado entre duas paredes impenetraveis separados
por 0.2nm. Determine as energias permitidas da particula para os estados

guanticos descritos por n=1,2,3.

s-h_o h _nh
A 2Ln 2L

2 2 2
En:lmvz—p _ 1 (nhj = h n° (n=1,2,3...

2 2m 2m\2L) gm.2
m - =9.11x107'Kg

paran =1, temos

= _.h® o (6.63><10‘34J E'B)z _
n=1= o1 = =
amL 8[(9.11x10‘31|<g)[ﬁzx10‘10m)2

1.51x10183=9.42¢eV




EXERCICIO 35, secdes 28.10 e 28.11, A particula quéntica em uma
caixa sob condi¢cGes de contorno

Um elétron esta contido em uma caixa unidimensional com largura de
0.100nm.

(a) Trace um diagrama dos niveis de energia para o elétron com niveis
até n=4.

(b) Encontre os comprimentos de onda de todos os fotons que podem ser
emitidos pelo elétron ao realizar transicdes espontaneas que poderiam
leva-lo, eventualmente, do estado n=4 para o estado n=1

A :&,consideradoL =d=d :%
n

nh

/1 Z(y 2d

2
En:p = (nhj = n n (n=1,2,3..))

2m 2m\ 2d



A= substltlndemp—g

n’
h nh
]Zy 2d

2
En:p -1 (nhj = h n° (n=1,2,3...

2m 2mi 2d 8md?
] " )2
E = 12 (6-,63"10 _3‘1 L$), :iz(aoleo 38 mnz) 12 (3.77x10‘19ev mnz)
d?| 89.11x103%Kg) | d d

1
(1.0x10‘10m)

(3 77x10 eV mnz)(l)2 =37.7eV



A=— substltlndemp—D
n A
-h_ nh
A 2<y 2d
2
n= p = 1 (nhj = h n2 (n:1,2,3...,
2m 2mi 2d 8md?
] N )2
By = 610 ) :iz(a 02x10738) [P =
d?| 89.11x103%Kg) | d
En= = - (3.77x10‘19ev mnz)(z)2 =151V

(1.0><10‘10m)2

d

12 (3.77x10‘19ev mnz)



A=— substltlndemp—D
n A
-h_ nh
A 2<y 2d
2
n= p = 1 (nhj = h n2 (n :1,2,3...‘
2m 2mi 2d 8md?
i N )Z
By = 6310 ) :iz(a 02x10738) [P )=
d?| 89.11x103%Kg) | d
En=3 = - (3 77x10 eV mnz)(s)2 =33V

(1.0><10‘10m)2

d

12 (3.77x10‘19ev mnz)



A=— substltlndemp—D
n A
-h_ nh
A 2<y 2d
2
n= p = 1 (nhj = h n2 (n:1,2,3...,
2m 2mi 2d 8md?
i N )2
By = 610 ) :iz(a 02x10738) [P =
d?| 89.11x103%Kg) | d
En=4 = - (3.77x10‘19ev mnz)(4)2 =603V

(1.0><10‘10m)2

d

12 (3.77x10‘19ev mnz)



EXERCICIO 35, secdes 28.10 e 28.11, A particula quantica em uma caixa
sob condicoes de contorno

Um elétron esta contido em uma caixa unidimensional com largura de
0.100nm.

(b) Encontre os comprimentos de onda de todos os fotons que podem ser
emitidos pelo elétron ao realizar transicbes espontaneas que poderiam
leva-lo, eventualmente, do estado n=4 para o estado n=1

Resposta:
Quando o elétron salta do estado n=2 para o estado n=1 ele libera a energia

E=15%V -37.7eV =113V = hf = h%

_hc _ (6.63x1073%] [3)(3.0x10° my's)
CE (113V)L60x1070 eV
4.1

E =603V —37.7eV =565V

A =2.20nm

A =11.0nm




Chamamos simplesmente a amplitude da onda associada a particula de
“amplitude de probabilidade” ou de “funcao de onda” e Ihe damos o

simbolo: w(x, V, Z) ou (/I(X, Y, Z,t)

Em geral a funcao de onda y € uma funcao de variavel complexa.
Por que?

w(x,t) = A(codkx - at) +®sen(kx - at))

O porque nao define uma grandeza fisica __ (sao instrumentos de calculo)

U uma grandeza complexa , ndo pode ser medida por um instrumento real

0 O mundo REAL (usando o termo em seu sentido ndo matematico) € o
mundo das grandezas REAIS (usando o termo em seu sentido
matematico)




Embora nao seja possivel especificar a posicao de uma particula com

2
certeza absoluta, € possivel, através de W" especificar a probabilidade de
observa-la em uma pequena regiao ao redor de um certo ponto.

A probabilidade de encontrar a particula no intervalo a — b (a<x<b) para
uma funcao complexa: ‘lﬂ 2 (ﬂ*(ﬂ

b /i
P — * X *
ab Jaw ¢ complexcconjugadaley

SerwaylJewett; Principles of Physics, 3/e

. . 2 (
Esta probabilidade é a area sobre a curva de ‘l// 17k
em funcao de “X” entre os pontos x=a e x=b.

Experimentalmente esta probabilidade é finita

O valor desta probabilidade tem _ que estar entre
0 e 1 (conjunto dos numeros reais positivos).

=
o>




*
O quadrado absoluto ‘l//‘z =y Y

w* complexaconjugadaley

Sempre sera real e positivo e é proporcional a probabilidade de
encontrar a particula , por unidade de volume, em um certo ponto, em algum
Instante.

O numero imaginario “i’ € uma unidade definida de forma tal que:

i2=-1 ou i=+/-1

O nome é apropriado porque nenhum numero real tem quadrado negativo.

Um ndmero complexo “z”  pode ser escrito na forma: =X + |y

O complexo conjugado deste niumero é escrito como z* e definido como:

L= X@|y de tal forma que:

1242 iy +ixy = X2 =i 2y

* . ~
Z[Z = x2 + y2 0 produto entre um numero complexo e seu conjugado é real

2[7 = (X+1y)(X—1y) = N



Uma vez conhecida a funcdo de onda para uma particula _, € possivel
calcular a posicao media  da particula apos varias medidas.

Esta posicao média é chamada de valor esperado de “x” definido por:

Analogamente

1oy T o o

Podemos calcular o valor esperado para qualquer funcao de “x”

= j ¢ (xt)x%w(xt)dx e (f(x)= jw*(x,t)f(X)W(X’t)dX

Mesmo para uma funcao que dependa explicitamente do tempo como uma
energia potencial V(x,t) podemos escrever

(V(x1)) = j @ (% EV (%, t)p(x.t)ox



EXEMPLO 28.11: Os valores esperados para uma particula naca ixa.

Uma particula de massa m esta confinada a uma caixa unidimensional entre
x=0 e x=L. Encontre o valor esperado da posicdo “x” da particula para um
estado com numero quantico “n”.
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EXEMPLO 28.11: Os valores esperados para uma particula naca ixa.

Uma particula de massa m esta confinada a uma caixa unidimensional entre
x=0 e x=L. Encontre o valor esperado da posicdo “x” da particula para um
estado com numero quantico “n”.
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