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1 A Equacao de Schrodinger

d A amplitude de probabilidade ou funcao de onda
da Mecanica Quantica

h* d*
2m dax?

x=(x,Y,2)

+ V(z)y = B

O que lembra esta equacao???



Argumentos para chegar a Equacéao de Schrddinger:

A equacao de onda para uma mola elastica pode ser obtida a partir da Lei
de Newton:

F — —]{Tﬂ_’j Restoring Force ! e
dQ*
Equacao diferencial —
substituindo X = ¢ X, Y, Z + Cte(p :

Nao podemos obter a equacao de onda da mecanica quantica a partir
das equacoes da Fisica Classica

No entanto, podemos encontrar um caminho para a conexao entre
Mecanica Classica e Mecanica Quantica através das equacOes de “de

Broglie” e Einstein
N h E
A=—=— e f=—
oN1LY h




Equacao dke Saimédimygsr inddppaddatde ddaeempocee eam uma dimensao.

Para obter a equacdo de Schrédinger independente do tempo sao
necessarias trés relacoes

Energia Mecanica: E = EC +V

F =~k

| . dy R
Oscilador harménico: —>+ctey =0 WN\/\/\.—
dx | | | ,

Relacdes de De Broglie /] _ h h f E %

e Einstein: _ €

p nv h

onde lﬂ é a funcao de onda - amplitude de probabilidade

O A é o comprimento de onda,

MWW

O h é a constante de Planck e Miaa aafhM A As.

AT LA

O p € o momento linear.



Existem quatro hipoteses relacionadas com as
propriedades desejadas para a funcao de onda da mecanica quantica

NN N
—0 N/ N\ N\t

1) A funcao de onda da mecanica quantica deve considerar e ser
consistente com os postulados de “de Broglie” e “Einstein”

A:_qzie f:E
0 NV h

2) deve ser consistente com a equacao:

2

E:p_+v
2m

relaciona a energia total “E” de uma particula de massa “m” com sua
energia cinética__e sua energia potencial




3) Ela deve ser linear em L|J(X, t)
Isto &, se L|J1(X,'() e L|J2(X,'()

sao duas solucbes diferentes da equacao  para uma dada energia
potencial V (equacdes diferenciais parciais tém muitas solucdes), entao
gualquer combinacao linear arbitraria dessas solucoes

W(x,t) = c W (x,t) +cWa(x 1)

também é uma solucéo .

Esta combinacdo € dita linear porque envolve a primeira poténcia
(poténcia linear) de
W (x,t) e Wo(xt)

é dita arbitraria porque as constantes cl e c2 podem ter valores
quaisquer (arbitrarios). Esta exigéncia de linearidade garante que
podemos somar _funcdes de onda para produzir_as interferéncias
construtivas e destrutivas __ que sao tao caracteristicas de ondas.




4) A Energia potencial V__€é, em geral, uma funcao de “x” e possivelmente até
de “t”. No entanto ha um caso especial importante no qual

V(x,t) =V,
Este € exatamente o caso da particula livre , ja que a forca que atua sobre a

particula é:
_oV (x,t)
0)

F

gue resulta em F=0 se Vo € uma constante .

Neste caso a Lei de Newton nos diz que o momento "p” da particula sera
constante , e também sabemos que sua energia total “E” sera constante

Temos uma situacao de particula livre com _valores constantes de

h E
— e f=—
mv h

/]:_’]:
0




Portanto, supomos que neste caso, a equacao _diferencial desejada __admitira
solucoes de onda senoidal com comprimentos de onda e frequéncia
constantes similares a funcao de onda senoidal:

W(x,t)= Asen2 ;X— ft

Usando as equacoes de de Broglie-Einstein

N h E
A=—=— ¢ f=—
ol 11, h
para escrever a equacao da energia total,
2
=P iv(xt)
2m

em termos de “ A" e “f” temos: —



Dadas as equacoes: k=" )1=" e
02 y k
E=—+V(xt) "
2m w=21f =f =—"
E = hf 27T
h h
- h=—
P A 271
p2
Mostre que a equacdo E =— +V(X, t)
2m
pode ser escrita na seguinte forma dependente de “ A’ e “f”
kh?
haw= +V (x, t)

2m



271 10
=P v(xt k=— e w=21f =f=—
om () ) 21T
E =hf hC()_ h V(X,t)
IO_h 21T 2m)°
A 5 h:L
p2:(hj 27T
A A:z?n-
)
2m  2m\ A how=
5 W( J
hf =——+V(x.t)
v 2mA 2
haw=X +V(xt) v

Para satisfazer as HIPOTESES 1 e 2 (as equacdes da energia total e de “de

Broglie- Eintein”) a equacéo de onda deve ser consistente com
acima

a equacao



Para que a equacéao diferencial seja linear _em S (X, t)

ela nao pode conter nenhum termo independente de LP(X, t)

ISto €, que seja proporcional a [LP(X, t)]o

ou a qualguer poténcia superior.

ApOs obter esta equacao, poderemos demonstrar explicitame nte

gue ela é linear em
LIJ(x, t)

e no processo a validade desta informacéao sera evidente.



Vamos utilizar agora a HIPOTESE 4, que se relaciona@com a forma da

solucao para a particula livre

V(xt) =V

oV (x, t)
0X

F =

— F =0paraVg =cte

Como é sugerido pela hipotese, a Lei de Newton nos diz que o
momento "p” da particula sera constante , e também sabemos que sua
energia total “E” sera constante

Vamos assumir a equacao contendo a funcao de onda senoidal

W(x,t)= Asen?2 ;X— ft | = Asen(kx—at)

e/ou as derivadas desta funcdo , para obter nossa equacao diferencial




Equacao a ser respeitada

2 242
E=P 1v(xt)= hw= Koh +V(xt)
2m 2m

Candidata a funcao de onda

W(xt)= sen( 2/7]75( Cotj = sen(kx — at)

Calcule as derivadas parciais da funcao de onda
senoidal candidata

oW(x,t) aw(xt) 9%W(xt) 9%¥(xt)
ox ot Ox2 ot?




5 k452

E = %+V(x,t):> h‘: om +V(x.t)
o) = s 2t = sl
oW(x.t) _ osen(kx - ) = k cos(kx — at)
dX OX
2000 2ood ) -

-
oW(x,t) _ osen(kx— at) = —'cos(kx— at) -

ot ot
0°W(x,t) _ dcogkx-at)
352 ot

=~ sen(kx— at)




Inspecionando-as, vemos gue o efeito de tomar a
segunda derivada parcial espacial __ é introduzir um|fator —k 2,
e 0 efeito de tomar a primeira derivada parcial temporal __ é introduzir um

Como a equacéo diferencial _que procuramos deve ser consistente com:

2 2 3.2
_p _K]
E——2m+V(x,t):>h‘ -~ +V(x,t)

A qual contém os fatores k 2 em um termo e w_em outro, esses fatos
sugerem que a equacao diferencial deve conter uma segunda derivada
espacial de W x,t) e uma primeira derivada temporal de LIJ(X,'[)

Mas deve conter tambem um termo V(x,{). Para manter a linearidade
este termo deve conter um fator de (Xt




CONSIDERANDO 5
w(xt)= Sen(Tm - axj = sen(kx - at)

0W(xt) _ dsen(kx-at)

=k —
> > codkx - at)
2 _
0 LP(;(,t) _  dcodkx-at) - —k2sen(kx— at)
0X 0X
0W(x,t) _ dsen(kx-at) _ _woodkx-at)
ot ot
9%W(x,t) _ dcodkx—at)
= - — kX_
" > o’ sen(kx - at)
k22
A equacio diferencial para +V(X,t) = heo
2m

pode ser tentada na forma...




2,2
k ~
o +V(xt) =@

Juntando todas estas idéias tentamos a seguinte forma para a equacao
diferencial:

) -

onde W(x,t)=sen(kx - at)
V(x,t)=V, =cte

2
o 0 L|-’(X,'[) +VOL|J(X,t) y 0LIJ(x,t)
0X2 ot

Exercicio: Montar a equacao acima e verificar se a igualdade é satisfeit a
para qualguer combinacao de “x” e “”




k252

+V(xt) =@

Juntando todas estas idéias tentamos a seguinte forma para a equacao

diferencial:
2
0P (k) = 8
NG

onde, W(x,t)=sen(kx - at)
V(x,t)=V, =cte

9% X, t __oWIx,t

a ax(2 )+vow(x,t)_ B3 a(t )

— arsen(kx — at k2 + sen(kx — at Vg = —Beodkx — at )w

2m




BZLIJ(x,t) oWw(xt)
Ox> ot

— arsen(kx — at )k? + sen(kx — at Vg = —Beodkx — at )w
Esta equacdo nao esta de acordo com (ndo é valida para todas as
combinacoes de “X” e “1"):

2 k2h2
E=P 4v(xt)= ha =
2m 2m

a

+VoW(x,t)= S

+V(x,t)

O problema surge porque a derivacao troca cos por sen e vice-versa.
Este fato sugere que devemos tentar usar para a funcdo de onda da
particula livre , ndo a unica funcao senoidal, mas uma combinacéo_do
tipo:

W(x,t) = cogdkx — at) + ysen(kx — at)

onde y € uma constante de valor ainda indeterminado, que € introduzida
para dar flexibilidade adicional.



W(x,t) = codkx — at) + ysen(kx — at)

0W§)>(<,t) = —ksen(kx — at ) + ky codkx - at)
62L|J(X t) 2 2
) = —k“ cogkx — at) - k< ysen(kx — at)
0x2
OLIJG(:, t) = asen(kx — ca) — a)ycos(kx — ca)
2
Substituindoem : J LIJ(ZX’t) +V(X,t)‘-IJ(X,t) — IBGLP(X,’[)
0)4 ot

Para que condicOes a igualdade é valida para_todas as possive

IS

combinacoes das variaveis independentes “x” e “t” ?




Temos:

‘Cos(kx‘ at) - ok?yisen(kx - at)

Bajsen(loc-at ok — at)

"‘Cos(kx — at ) fr Vo sen(kx — at ) =

| 4

[[_akz +Vo +,Bwy]cos(kx— “1)+[‘ka2y+voy—,6’w]sen(lo<— t)=0

Para que a igualdade acima seja valida para todas as possiveis
combinacdes das variaveis independentes “x” e “t” € necessario que
0s coeficientes _tanto do seno como do cosseno sejam zero.

Para Isso: {_ ak2 "‘Vo _ —,Bya) }
e

[_akz +VO :'8_0) }
y




Agora temos trés egquacoes algébricas gue devemos satisfaze I

+V X, t (1)
»
- aK +Vo = —,Bycu (2)
-
u
- k2 +Vp = P& (3)
y
E trés constantes livres, a nossa disposicao. Subtraindo (3) de (2)
0= —lgya)— &
14
ou



ou YV =+4/—1= i

Substituindo este resultado em (2) — ak? +Vp = —fyw (2)

Temos —akz"' V :‘iiﬂ}&)

Este resultackpode ser | comparado diretamente com (1)

2 7% _
K Zm\V({x,t) =[w (1)
Resultando em: hz
a=—-—— 5
o (5)
e XIS =N ou

B=+ih (6)



W(x,t) = cogkx — at) + psen(kx — at)
Escreva a equacao diferencial

aZLIJ(x,) _ 0 (x,
a T8 v xpolx) = 5 s J

em funcao de

_n?
2m

B=+ih (6)

a =

(5)



Ha duas escolhas de sinal em (6): X i,B =

B=+ih (6)
Observa-se que a consequéncia de qual escolha é feita ndo é significante, e
portanto seguimos 0 uso convencional e escolhnemos o sinal positivo. Entao

ficamos com LB =+in (6)
h2
ecomaequacdo (5) = _% ()

podemos calcular todas as constantes na forma suposta para a equacao
diferencial, logo a equacéo:

02W(x,1) 0w (x )
V(x,t)WP(x,t) =
a® R v et) = 7
Fica, 2 72
M0 LIJ(X’t)+v(x,t)w(x,t):ihaw(x’t)
2m 0X2 ot
Esta equacao satisfaz a todas as hipoteses relativas a t

equacao de onda da mecanica quantica. Esta é a Equacao de Schrodinger




Secao 28.12 — Exercicio 40 — A Equacéao de Schrodinger

A funcéo de onda de uma particula a dada por:

(//(x) = Acos(kx)+ Bsen(kx)

Onde A, B e k sao constantes. Mostre que y € uma solucédo da equacao
de Schrddinger:

1% 9%W(x)
2m 0X2

+V(x)¥(x) = E¥(x)

Supondo que a particula e livre (U=0) e encontre a energia
correspondente “E” da particula.



(x) = Acogkx) + Bsen(kx)
o _ —kAsenkx + kB coskx

0X

?9 Y - 12 Acoskx — k2Bsenkx
n? azw( X),
T V(x)w(x) = EW(x)
12

( k2 Acoskx — kZBsenkx) [ (Acoskx+ Bsenkx)]:[E(Acoskx+ Bsenkx)]

(K2 W) = (E-v )W
2

2 2
V=0= E——h—(—kz)——k
2m 2m

2m
h2

2m



Secao 28.12 — Exercicio 41 — A Equacéo de Schrodinger

Mostre que a funcao de onda ¢/ — Ae_' (kx—a)t)

€ uma solucao da equacao espacial de Schrodinger

1% 0%W(x)

om 2 +V (x)¥(x) = EW(x)

pz
paraV =0 e E=—
2m



W = Ae‘i(kX‘CUt); aa_‘” — A(_ik)e—i(kx—wt)
X

a w — A(+|2k )e—l(kX C(I) sze (kX_C(I) — _kzw
X2
1% 02W(x)
2m g2

hz( k2w(x )) (E-V)¥(x)= k2 =2 (E-V)

2,2
V:O:E:ﬂ
2m

+V (x)¥(x) = EW(x)

2m

k2:(2”)2:(2”)2:p2:>p2:2m|5 ou E:p—2
A2 (hjz n2  p2 2 2m
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1 Modelos Estruturais Primitivos do Atomo



Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 29.1

Flectron

O modelo de Thompson com os elétrons
embutidos no atomo.

Modelo do pudim de passas .

Volume continuo de cargas positivas |
(prétons) e negativas (elétrons)

Harcourt, Inc. items and derived items copyright & 2002 by Harcourt, Inc.



(a) Técnica de Rutherford para observar o espalhamento de particulas alfa
por um alvo

Anteparo
fluorescente ZnS

Material radioativo (Po)

L= electran

@ protdan

neutron

Feixe de
Bloco de particulas o
chumbo

glﬂci Limina de ouro Madelo atdmico
el (Au}

(b) Modelo planetario de Rutherford
Experiéncia de Rutherford para O é.tomo

Fonte: hitp://www.chemistrypiclures.org



(a) Técnica de Rutherford para observar o espalhamento de particulas alfa
por um alvo

Experiéncia de Rutherford

The Rutherford Experiment

Fonte: http://www.chemistrypictures.org

(b) Modelo planetario de Rutherford para o atomo

o)
@ | \ ,/” @ roir

neutron

Mdodelo atomico



(a) Técnica de Rutherford para observar o espalhamento de particulas alfa
por um alvo:

O A maioria das particulas atravessava a pelicula (alvo) sem interacao
(como se estivesse percorrendo 0 vacuo)

O Particulas eram desviadas a distintos angulos, incluindo angulos muito
grandes (~180°)

The Rutherford Experiment

® Expected Results



SerwaylJewett; Principles of Physics, 3/e
Figure 29.3

De acordo com as Leis de Maxwell cargas
orbitando com frequéncia f tém aceleracao
centripeta e portanto deveriam irradiar
ondas eletromagnéticas de frequéncia f

‘plop’

Expectativa classica para o atomo nuclear:

Como o0s elétrons acelerados irradiam
energia, a oOrbita deveria ir decaindo até que o
elétron caisse dentro do nucleo.

Harcourt, Inc. items and derived items copyright ® 2002 by Harcourt, Inc.



POSTULADOS DE BOHR

1. Um elétron em um atomo se move em uma Orbita circular em torno
do nucleo sob influéncia da atracdo coulombiana entre o elét ron e o
nucleo. obedecendo as Leis da Mecéanica Classica.

2. No lugar da infinidade de oOrbitas que seriam possiveis, segundo a
Mecanica Classica, um elétron s6 pode se mover em uma orbita na qual
seu momento angular orbital “L” € um multiplo inteiro de “h” (a constante de
Planck “nh” dividida por 2rr.

3. Apesar de estar constantemente acelerado, um elétron que se move em
uma dessas Orbitas possiveis ndo emite radiacao eletromagnética. Portanto
sua energia total “E” permanece constante

4. E emitida radiacdo eletromagnética se um elétron, que se move
inicialmente sobre uma oOrbita de energia total “Ei”, muda seu movimento
descontinuamente de forma a se mover em uma Orbita de energia total “Ef".

O A frequéncia da radiacdo emitida “f” é igual a quantidade (Ei-Ef) dividida
pela constante de Planck “h”.



POSTULADOS DE BOHR

1. Um elétron em um atomo se move em uma Orbita circular em torno do
ndcleo sob influéncia da atracdo coulombiana entre o elétron e o
nucleo, obedecendo as Leis da Mecanica Classica.

Este postulado baseia 0 modelo de Bohr na existéncia do nucleo atdbmico,
seguindo os resultados experimentais de Rutherford.

1 ze? V2

ATEy 12 r
v = velocidadaeloelétronemsuadrbita Modelo de Bohr:
r =oraiodadrbita O Orbitas circulares

[ estados estacionarios



POSTULADOS DE BOHR

1. Um elétron em um atomo se move em uma oOrbita circular em torno do
nucleo sob influéncia da atracao coulombiana entre o elétron e o nucleo.
obedecendo as Leis da Mecanica Classica.

2. No lugar da infinidade de oOrbitas que seriam possiveis, segundo a

Mecanica Classica, um elétron s6 pode se mover em uma Orbita na
gual seu momento angular orbital “L” € um multiplo inteiro de * R’ (a
constante de Planck “h” dividida por 2 ).

3. Apesar de estar constantemente acelerado, um elétron que se move em
uma dessas Orbitas possiveis ndo emite radiacao eletromagnética. Portanto
sua energia total “E” permanece constante

4. E emitida radiacdo eletromagnética se um elétron, que se move
inicialmente sobre uma orbita de energia total “Ei”, muda seu movimento
descontinuamente de forma a se mover em uma Orbita de energia total “Ef".

O A frequéncia da radiacdo emitida “f” é igual a quantidade (Ei-Ef) dividida
pela constante de Planck “h”.



POSTULADOS DE BOHR

2. No lugar da infinidade de oOrbitas que seriam possiveis, segundo a
Mecanica Classica, um elétron s6 pode se mover em uma orbita na qual
seu momento angular orbital “L” € um multiplo inteiro de “h” (a constante de
Planck “n” dividida por 2rr.

Este postulado introduz a quantizacao.

Porém existe uma diferenca entre o modelo de guantizacao de Bohr do
momento angular orbital de um elétron atbmico

L=n2 n=12,3

se movendo sob a influéncia de uma forca (coulombiana) inversamente
proporcional ao quadrado da distancia, e a quantizacao _de Planck da
energia de uma particula, como um elétron, que executa movimento
harmonico simples sob influéncia de uma forca restauradora harmonica:

E=nhf (n=0,1,2..))




F = ma — Lei de Newton, onde “a” é a
aceleracdo centripeta que mantém o
elétron em sua Orbita circular.

v = velocidadaeloelétronemsuadrbita
r =oraiodaodrbita T_

Forca Coulombiana que atua sobre o elétron

L]
<

O momento angular orbital do elétron L = mvr L

deve ser uma constante , pois a forca que atua sobre o elétron é central.
Aplicando a condicéo de quantizacéo L=n2 Nn=1,2,3

mvr=na (n=1,2,3... 1 ze? V2
2 ATEq 2 r
N~ 2 nA _ . , L
VE——= V= — v = velocidadeloelétronemsuadrbita
mr mr r =oraiodaorbita



DeBroine:duaIidadeonda—partl’cula/]:% Q @ gﬁ

n/l:2n:>nD:2ﬂ:>
P

n2h2 2

N“h% =mvire = =v

mr 2

. v:  Ze° mn’h°  Ze°
estadogstacionaos:F =ma=m—-= 5= 5 5 5 =
r ctelt rmer ctelt

n2 2
r =cte———(2), ondecte= 47z,
Ze'm
2
Substituimo(2)em(1): vV = Mo 1 Z€ 5
mr N7 cte nn
mLlcte

Ze’m



1 Ze® v
5 = mMm—=F
47E0 r I
v = velocidadaloelétronemsuaodrbita

r =oraiodaorbita

A energia potencial de um elétron atdmico se movendo em uma das oOrbitas

possiveis é dada por
(0.0)

2 2
V:_I Ze dr =- Ze
AT A7EQr

r

Definimos a energia potencial como sendo zero quando o elétron esta
infinitamente longe do nucleo.

Entdao a energia potencial V a qualquer distancia finita “r” pode ser
obtida integrando-se o trabalho que seria realizado pela forca
coulombiana que atuade “r'a 00

A energia potencial é negativa porque a forca é atrativa . E necessario
trabalho, contra esta forca atrativa, para mover um elétron de “r’ ao infinito.




Exercicio: Dada a condicao para orbita circular do elétron

1 Ze* V¢ , 1 Ze
>~ =M—= F=nmve =
4TE, 1 r 47Ey T
Dada a energia potencial de um elétron atbmico , se movendo em uma das
Orbitas possiveis , por:
P P 1 ze?
47y T
v = velocidadida elétronen sue orbite

r =oraiodaorbita

V =

2h2

Sendo, | = 47‘[50 obtido a partir da quantizacdo do momento angular

2
Zem
e da condicdo de orbita circular acima . Mostre que a quantizacao do
momento angular orbital do elétron  implica na quantizacao de sua energia

total. 72t 1
E=K+V = s P (n=1,23.)




1 ze* v
2—m——F:>
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MV = e —Nv =
4TEy 1 2 4TE, 21

v = velocidadaeloelétronemsuadrbita
r =oraiodaorbita

2
E:K+V:%m\/2+£— z€ ]

ATE
1 Ze? Ze* | [ ze?
E= +| — = —
4TE, 21 ATE 4TE 21
2.4
E=—"€¢ 1 (1-123.)
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POSTULADOS DE BOHR

1. Um elétron em um atomo se move em uma oOrbita circular em torno do
nucleo sob influéncia da atracao coulombiana entre o elétron e o nucleo.
obedecendo as Leis da Mecanica Classica.

2. No lugar da infinidade de oOrbitas que seriam possiveis, segundo a
Mecanica Classica, um elétron s6 pode se mover em uma orbita na qual
seu momento angular orbital “L” € um multiplo inteiro de “h” (a constante de
Planck “nh” dividida por 2rr.

3. Apesar de estar constantemente acelerado, um elétron que se move
em uma dessas Orbitas possiveis nao emite radiacao eletromagnética
Portanto sua energia total “E” permanece constante

4. E emitida radiacdo eletromagnética se um elétron, que se move
inicialmente sobre uma orbita de energia total “Ei”, muda seu movimento
descontinuamente de forma a se mover em uma Orbita de energia total “Ef".

O A frequéncia da radiacdo emitida “f” é igual a quantidade (Ei-Ef) dividida
pela constante de Planck “h”.



POSTULADOS DE BOHR

3. Apesar de estar constantemente acelerado, um elétron que se move em
uma dessas Orbitas possiveis ndo emite radiacao eletromagnética. Portanto
sua energia total “E” permanece constante.

Este postulado elimina o problema da estabilidade de um elétron se
movendo em uma Orbita circular , devido a emissao de radiacao

eletromagnética pelo elétron exigida pela teoria classica :
simplesmente postulando que essa caracteristica da teoria classica
nao é valida para o caso de um elétron_atémico .

O postulado se baseia no fato experimental de que os atomos sao estaveis,
mesmo que iSSO Nao seja previsto pela teoria classica.



POSTULADOS DE BOHR

4. E emitida radiacdo eletromagnética se um elétron, que se move
inicialmente sobre uma orbita de energia total “Ei”, muda seu movimento
descontinuamente de forma a se mover em uma Orbita de energia total “Ef".

O A frequéncia da radiacdo emitida “f” é igual a quantidade (Ei-Ef) dividida
pela constante de Planck “h”.
E —Eq

h

Este postulado € na realidade o postulado de Einstein, de que a frequéncia
de um foton de radiacao eletromagnética € igual a energia carregada pelo
foton dividida pela constante de Planck.

f



