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1. INTRODUGAD

0 conceito de integral de trajetdéria foi introduzido por Feyn
man' que, inspirando-se em idéias de Dirac?, mostrou que ele permitia
obter uma nova formulacao da mecanica quantica, equivalente as de
Schrodinger e de Heisenberg. A imagem fisica associada & analoga a
formulagao da otica em termos do principio de Huygens.

Na o6tica, podemos descrever a propagagac de ondas através das
solugoes da equagao de ondas sujeitas a condigdes de contorno (andlo-
go da formulacao de Schradinger). Mas também podemos deéscrevé-la atra
vés do principio de Huygens: se conhecermos a fungao de onda (e sua
derivada normal) sobre uma dada superficie, podemos calcular como ela
se propaga, por exemplo, a um ponto P préximo dessa superficie, toman
do cada ponto da superficie dada como fonte de '"ondas secundarias'' cu-
ja superposigao no ponto P produz, por interferé&ncia, o valor da fun-
¢ao de onda nesse ponto. No vacuo, as ondas secunddrias s3o ondas es-
féricas, correspondendo & fungao de Green da equacgaoc de ondas, ou se-
ja, ao campo de uma fonte puntiforme. Em lugar das frentes de onda
(superffciés de fase constante), podemos témbém estudar a propagagao
em termos das suas trajetérias ortogonais, que sao os raios da ética
geométrica. A propagagao entre pontos distantes pode ser tratada como
resultante da sucessao de propagagoes entre pontos vizinhos; para meios
inhomogéneos, isso simplifica o pFoblema, pois o meio pode geralmente
ser considerado como homogéneo no entorno de cada ponto, levando a
propagagao retilinea.

Schrgdinger ja havia lembrado em seus primeiros trabalhos a
analogia entre a otica geométrica e a mecanica classica descoberta por
Hamilton. Nesta analogia’, os raios correspondem as trajetérias clas-
sicas e a fase corresponde a fungao principal de Hamilton ou integral
de agao,

s=[r_ dt, G100

onde L é a Lagrangiana do sistema. Schrodinger propds tratar a mecani
ca quintica como uma mecanica ondulatéria, que estaria para a mecani-
ca clissica assim como a 6tica ondulatéria estd para a otica geométri
ca.

A realizagao desta idéia do ponto de vista do principio de

Huygens & drasticamente afetada pelo principio de incerteza. Se qui-
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sermos descrever a propagagao de um ponto a outro do espago na meca-
nica quantica, temos de lembrar que a localizagao precisa num ponto
implica numa incerteza completa do momento. Assim, em lugar de consi
derar apenas uma trajetéria determinada ligando dois pontos, como no
caso classico, temos de considerar todas as trajetorias possiveis, o

que efetivamente acontece na formulagao de Feynman

0 Propagador

Como o propagador (ou fungdo de Green dependente do tempo) de
sempenha um papel central na formulagao de Feynman, vamos inicialmen
te rever algumas de suas propriedades. -

A evolugao de um sistema quantico entre um instante inicial ty
e um instante final t pode ser obtida a partir de seu operador de e-
VOIUQEO U(t,to) (indicaremos operadores por circunflexos), definido

como solugao de

ik sﬁ(t,to)/at = A 0(t,t,) , (1.2)

U(ty,tq) =T, (1.3)

onde H & a Hamiltoniana do sistema. Dado o vetor de estado [w(t,)>no
instante inicial, o vetor de estado final & (na representacgao de

Schrodinger)
[e(e)> = Ule,e ) jule,)> . (1.4)

A hermiticidade de H implica na unitariedade de 0. Vemos imediatamen

“te pela (1.4) que U tem a propriedade fundamental (lei de composigad

Uty ty) = ULE; s e)ile e, ) (1.5)
Em particular, se H nao depende explicitamente do tempo, te-

mos a representacdo formal
U(t,tn) = exp[—iH(t'to)/ﬁ] (V.69

€ podemos, sem restricao de generalidade, tomar t,=0 e usar a nota-
cao 0(t) = expiAt/RA).

Sempre tomando 0 independente do tempo, podemos representar 0
em termos de um conjunto ortonormal completo de estados estacionarios,

Oou seja, autoestados de f, ﬁ]wn> = En[¢n>, por

At

»
| —

u(t) = 3 i¢m> <wm[ e |wﬂ> <wn| =
m,n S e
Gnm exp(-iEnt/ﬁ)
) -iE t/h : )
0(t) =7 e (W >< | » (1.7
n

que é a representacac espectral de U; supusemos, por simplicidade,que

o espectro & discreto.
Para definir o propagador, suponhamos agora que o sistema se-

- - _
ja descrito no espago de configuragoes pelas coordenadas q = (ql,q21
’qg)’ onde % & o nimero de graus de liberdade. Se o sistema esta
+
no ponto a para t=0, o que descrevemos pelo vetor de estado {qﬂ> .
’ R - > ; :
a probabilidade de que esteja entre |g> e |gq+dg> no instante t
. o > il B
P(3,3,:t)dd = [<|0(t) |q,>]?dq = [K(q,q,:¢)[dq (1.8)
onde
K(3,3,5t) = <dl0Ce)[q,> |- (1.9)
define o propagador de (Eo,t=ﬂ) a (4,t):; a (1.8) mostra que ele re-
presenta uma amplitude de probabilidade para ir de um estadoe a outro
A fungao de onda no espago de configuragoes @&
<Gly> = p(d) . (1.10)
Inserindo fi6o><au|d30 =1 na {(1.4), obtemos
P&, t) = £ K(3,0,t)p(E,0dF (1.11)
o que justifica chamar K de fungao de Green dependente do tempo. A
(1.11) & o analogo do principio de Huygens.
A representagio espectral de K se obtém inserindo a (1.7) na
(1.9):
-{E_t/R
" (1.12)

K(E,8,5t) = 1 9, (@) y)(@ e
n

A partir de (1.12) podemes calcular o trago do operador U usan
do a representagao do espago de configuragoes, que define outra fun-

¢3o importante, a fungao espectral® Y(t):

Y(t) = Tr 0(c) =/ K(4,3,6)d = T N exp(-i1E t/R), (1.13)
n
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onde Nn € a degenerescéncia do nivel de energia E_.
n

A manipulagao formal que levou a (1.13) tem um sentido apenas
simbolico, mas permite estabelecer uma conex3o0 basica com a mecdnica
estatistica, que desempenha um papel importante nos tratamentos mo-
dernos da teoria dos campos. Geralmente temos de supor que o espec-
tro de energia € limitado inferiormente, ou seja, que existe um esta
do fundamental de energia minima E,- Nestas condigoes, admitindo
ainda que o espectro nao tem ponto de acumulagao a distdncia finita,
podemos esperar que a (1.13) seja convergente para valores complexos
de t com parte imaginaria negativa, e, em particular, para "tempos

imaginarios"

t = iRB, (1.14)

o que da
Y(-iRg) = Z(B) = ﬁ Nn exp(‘SEn) . (1.15)
Se identificarmos B8 = 1/kT, onde k é a constante de Boltzmann

e T a temperatura absoluta, vemos que Z(B) & a fungao de particao as

sociada ao sistema quintico a temperatura T. Analogamente,

- T -BH
p(B) = U(-lEB) s £ ; (1.16)
Tr U(-ifB) Z(8)

€ o operador densidade associado ac ensemble candnico.
No limite de temperatura T»0 (R+»), somente o estado funda-

mental precisa ser levado em conta na (1.15):

_BE(}
Z(B) + N, e 5 B + w (1.17)

Por conseguinte, o valor esperade termodinamico de um operador 3 no

_estado fundamental é dado por

<y, |Alv,> = Tim Tr[p(8)A]

B+
= tim  {Tr[U(e)A]/Y ()} (1.18)
t+=jo
Exemplo: 0 Propagador Livre
A Hamiltoniana
~ >
H, = p*/2m (1.19)

re - - -
Presenta a propagagao de uma particula livre-de massa m em £ dimen
soes, i 0 &
0s elementos de matriz de U se calculam facilmente no espago
dos momentos:
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<§\ﬁ(t)[3n> =<E\exp(—iﬁut/ﬁ)[go> = S(E-Bo)exp(-igzt/Zmﬁ).

(1.20)
Para passar ao espaco de configuragoes, basta usar a fungaode

transformagao

Glpr = — 1 explip.d/R) (1.21)
(2un)

-+ . =
(onde q representa as coordenadas cartesianas da particula) o que da

=]
> > >+ S = > -
K,(a,a45t) = J J <qlp><plU(t) [p,><p,lg,>.
: 2 g
xdpdp, = ‘_‘i_i fexp {—% [%— t- 343-30)J} dp
(2nR) * "
Para calcular esta integral, usamos o resultado basico (que

se obtém completando o quadrado no expoente e utilizando a expressao

da integral de Fresnel)

J exp[i(ax?+bx)]dx = /%} exp(-i %;} s (1.22)

Obtemos assim a expressao do propagador livre:

L= ]
Ko (d,q03t) = [—— /2 exp|—— (a'aa]z (1.23)
2mift 2ht

Uma extensa discussao da interpretagao fisica deste propagador pode
obtém

de

ser encontrada no livro de Feynman e Hibbss, cap.3. Para t=>0,

b s > & 5 ¥ ot g - .
-se K(g,qo;t) * d(q—qo), conforme deveria ser (isto e mais facil
ver para t»-i0, quando se obtém uma representagao bem conhecida de 8).
Neste caso, K(3,q,t) & independente de 3 , de forma que Y(t) diverge
(cf.(1.13)). Isto se deve a degenerescéncia infinita dos niveis de

. . - .= - = b
energia, associada com a invaridncia de translagao .

2. INTEGRAIS DE TRAJETORIA

0 argumento intuitivo mais claro que leva ao conceito de inte

gral de trajetoria e dado no livro® de F.+ H., cap.l. Consideremos
uma ''experiéncia mental' em que uma particula se propaga de uma fon-
te F até um detetor D, tratando o problema, para simplificar, como

bidimensional.



Se ‘entre a fonte e o detetor hou-

TY' ver um anteparo 0paco na posigao X
Yé' com dois furos em Yy € v, (Fig.1), sa

:g e | T S Eﬂ—— bemos que, se o arranjo experimental
< -

F Yoy nao permite determinar por qual deles
.___J.I a particula passa, a amplitude de pro
X4 babilidade para ir de F a D é a soma

das amplitudes para passar por Y, e

Fig.l Yo (interferéncia de caminhos alterna

tivos). Se colocarmos mais um antepa-
ro na posicgao X, com furos em y, e Yy, temos caminhos possiveis pas-

sando sucessivamente por (y|Y3), (yiyh)' {Y2y3)’ (yzyh) (Fig.2), e a

amplitude € a superposigao das ampli-

Y. I J‘4 tudes correspondentes a essas 4 alter
,3-:‘ . e, ) 3
P Y L D nativas possiveis. Se aumentarmos o
3F<,_ LY PP
% ’ - - .
EF\L-'”Y o numero de furos e de anteparos in-
q 3
X1 termediarios (Fig.3(a)), o nimero de

2 trajetorias alternativas que interfe-
rem aumenta, até que, no limite de

Fig.2 subdivisao (Fig.3(b)), temos de consi

| t
j

P i 5 $
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~ St e - S
~ I sl -y
\‘/ l
b —oX
(a) (b)
Fig. 3
derar todas as trajetorias possiveis y = y(x) com extremos fixos F e

D. Podemos ainda dar uma especificagao mais detalhada do movimento
definindo também o instante t em que a trajetdria passa por um deter
minado pontd, 0 que corresponde a especificar a trajetoria pelas suas
equagoes paramétricas x = x(t), y = y{(t). A amplitude sera, finalmen
te, a superposigao das amplitudes correspondentes a todas as trajeto

rias possiveis, conforme vimos na Secao |.

Formulagao no Espaco de Fase

Para formular matematicamente esta idéia, vamos subdividir a

intervalo de tempou entre o instante inicial t,=0e o instante final
t em N subintervalos tomando instantes intermediarios ty (k=0,1,...N)
tais que t, =0, ty = t. A propagagao entre 0 e t se reduz a uma suces
sao de propagagdes através dos instantes intermediarios com o auxi-
lio da lei de composigao (1.5):

UlE0) #* Btege)) = Ulegaty (YO0, o oWl v B 8 )

(2.%)
Inserindo conjuntos completos de estados intermediarios, o propaga-
- = - -+
dor entre a posigao inicial Eo e a posicgao final Qe = gy pode ser es
crito

-+ = = >
A 00,0 [3,> - J...J Feliley ey )13y
> -~ + > >
x <qN_]|U(tN_],tN‘2)]qN“2> . o <q]|U(t],ta)|qo>. (2.:2)

8 Qg0 o oo dal
Queremos estudar o que acontece quando
N+ =, g = Hax{Gtk) + 0, Sty =t -t g . (2.3)

Para simplificar a notagao, consideremos inicialmente um sis

tema unidimensional, descrito pela Hamiltoniana
=B +vi@ , (2.4)

onde § é uma coordenada cartesiana. Como A é independente do tempo,

temos, neste caso, pela (1.6),
- - -i..
<q Ut ,t, Mg, > = <q,|exp(-g HEt )|q, > . (2.5)
Para calcular este elemento de matriz, introduzimos um conjunto com-

pleto de estados intermediarios do momento, usando f]pk><pk|dpk>= T,

de modo que a (2.2) fica
Klag,qo,t) = J"'J <ael U8t ) [py><pylay >
<q]|U(6t])|p]><p]\qu> qu—l"'dql de... dp, . (2.6)

Note que ha uma integragao sobre p a mais do que sobre q.



A idéia basica é agora que a (2.3) pode ser utilizada para,

simplificar a propagagao sobre um intervalo de tempo infinitesimal:

i 5
<qlexp (-g HEt ) |p><play >

= <aq, LT -1 ﬁ(a,a)atk} lp><py oy (2.7)

. : 2
onde estamos desprezando termos de ordem igual ou superior a ¢ fcF .

(2.3)). Substituindo na (2.7) as relagdes (2.4) e (1.21), resulta

<qkjexp(- % ﬁétk)|pk><Pk|qk—¥>

i >
= |1 - = Hip_,q )6t } <q e, > <pla
[ R k K k \_E_Vﬁ_g‘ \_——"¢T—_—J .
| iRk /R | e"pqu—\

e
v2mh ' v2mh

ip {q -q, _,)/F -
= Zlg AL e . Exp(' %H(pk,qk)ﬁth 5 (2.8)
. N

3 s 2
(sempre desprezando termos de ordem igual ou superior a € ), onde

H(p.q) = %i + V(q) (2.9)
m

& a Hamiltoniana classica que corresponde a (2.4).

Substituindo a (2.8) na (2.6), no limite definido pela (2.3),

obtemos a expressao heuristica

dpy . dpy da;
K(q .qo,t) = lim [ J — I (W—
t e+0 ) 21h k=
x L) (q,-q,_y) - HI )6t (2.10)
exp F kzl pk qk qk-l Pk,qk Kk ’
59y
£ = Hax(étk)

Podemos agora interpretar esta expressao da seguinte manei-
8 "
ra. No espaco de fase (p,q) associado ao movimento da particula, de

finimos as trajet6rias poligonais ilustradas na Fig. L |, de equa-

¢oes paramétricas p=p(T), g=q(t), onde 0 < T < t, e

a -9, .,
k9 »
N e R

éqkfﬁtk
=4 r-r _4) + a9 .

L plt) = p,

no intervalo teop < T <t

Fo
| @
o
‘l
i z.O +
-———-'._ -

0=t 4y t2 1y tm*EtN.r
P g
o,
— B
k | 1 ' ' |
1 1 L i ‘;

As trajetdorias em g t&m os extremos fixos 99 9g; as emp tém extre
mos livres, ou seja, p(0) e p(t) sao arbitrarios.
Nestas condigoes, podemos considerar a somatoria no expoente

'

da (2.10) como um aproximante da integral

t
A(Tp(0)], [a(D)],  aphq,;t) = J [pg - H(p,q)]dr

0

(2.12)

onde os colchetes nos argumentos p(t) e q{(t) indicam que A & um fun-
cional desses argumentos, que sao fungoes obtidas como limites das

trajetorias poligonais, e definem as trajetorias no espaco de fase.

Obtemos assim a seguinte expressao para o propagador (2.
10):



K(qf,qu;t) = J DpDq exp{% A([p],[qj;qf,qn;t)} ;

(2.13)

que define a integral de trajetoria no espago de fase como o resulta

do do processo limite acima indicado. 0 "elemento de volume' no espa

¢o funcional das fungoes p(t), gq(t) & indicado pela notagao

dpy N-1 [dpk dq, fdp(T) dq(T)
ppDq = Vim {—— T — Xt =1 l-tk———————— (2.14)
e 2R k=1 2mh T 2nh
que representa uma “"produtéria continua'. A expressao (2.13) do pro-
pagador € devida a Feynman®.
Formulacao no Espaco de Configuragoes
Para passar ao espago de configuragdoes. vamos calcular
na (2.10) as integrais sobre o espago dos momentos. Pelas (2.9) e
(2.10), a integral scbre p, é
0o 2
=it { dp, expy- i~[fb 6t - p (q,.-q ﬂ
2R |- K Fl2m %k 7 Pkt % %A
1/2 =
m m 2
— - 20
T T exP[zﬁatk (ay qk*l)] . (2.15)

pois €& exatamente a integral que calculamos para obter a expressao
(1.23) do propagador da particula livre.
Para simplificar a notagEo, vamos adotar uma subdivisao

do intervalo (0,t) em subintervalos todos iguais:

5t =€, ¥k ; Ne =1t . (2.16)

Obtemos entio, efetuando as integragoes sobre o espago dos momentos
na (2.10):

K ( cfl & o (Mgt Nﬁ] (ot 12
A esg ZWIRE )2y ZImiRe A

;i N q,°9 2
i m k k-1 _
< eoff 2oy DT - v}
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Tomamos agora trajetorias poligonais no espago de confi-

guragdes, do tipo ilustrado na Fig. 4(a) (com a simplificacao (2.16)).

A somatéria no expoente da (2.17) é um aproximante da integral

3
(], ag.a,5t) = | (2407 - vig()]ar
H (2.18)
J L([q(t)], [a()])dx

0

onde L é a Lagrangiana classica associada a Hamiltoniana classica

(2.9). A (2.18) é a integral de agao ou fungao principal de Hamilton

calculada ao longo da trajetéria q(1) no espago de configuragoes, 1i

gando o ponto inicial fixo g, ao ponto final fixo CPE

Nestas condigges, o limite indicado na (2.17) define a

integral de trajetéria no espago de configuragao, representada simbo-

licamente por

Klge,a,5t) = JDFq exp{% S([q(i)],qf,q;;t)} (2.19)
onde
N-1
Deq = lim {(EE?FE)N/z I qu} = I dqlt) . (2.20)
N-oo k=1 T

A (2.19) é a forma pela qual Feynman®' introduziu originalmente as in
tegrais de trajetoria, e corresponde 3 realizagao da idéia discutida
no infcio desta Segao: a (2.19) pode ser interpretada como uma super
posicao de amplitudesde probabilidade correspondentes a todas as tra
jetdrias possiveis para ir de q; a Q- A fase associada a cada trajetoria, que de-
termina os efeitos de interferéncia, & precisamente dada pela integral de agao
(1.1) calculada ao longo da trajetoria.

Qual & a natureza das trajetorias que precisamos conside-
rar? Como limites de trajetérias poligonais, elas n3o sao totalmente
arbitrarias: podemos toma-las como continuas. A (2.17) permite infe -
rir mais: se 9 € 9, nao estiverem suficientemente proximos para
que a contribuigdo correspondente a fase seja € m , o termocorrespon
dente serd rapidamente oscilante, e a integragao sobre q € a9, le-
vara ao cancelamento por interferéncia destrutiva. Devemos ter portan

to

i Loy - g) S n{ 89, | € (B5)1/2 (2%1)

2he \E—\r—-—/

qu




Note-se, porém, que isto corresponde a

h )1/2

!ﬁk! < = (2.22)

o que permite a velocidade atingir valores arbitrariamente elevados
para €¢*0. Por conseguinte, o entorno de uma dada trajetdria que po-

de dar contribuicao apreciavel & constituido por flutuacdes quinti-

1,5

cas em torno dessa trajetoria analogas ac movimento browniano

(Fig.5), extremamente irregulares numa escala cada vez mais fina. Es

ta analogia com o movimento browniano corresponde a analogia entre a

- il - ~
equagao de Schrodinger e a equagao de difusao (ou do calor); a di-
ferenca, devida ao comparecimento de i (unidade imaginaria) na equa-
Té

t____

Fig. 5
- 1 . - - . - .
¢ao de Schrodinger, &€ que no caso da mecdnica quintica se trata de
um efeito de interferéncia entre as contribuigdes das trajetorias

“"brownianas'.

Partindo da formulagao usual da mecdnica quantica, obti-

vemos aqui a formulagac em termos das integrais de trajetdria. Feyn

2} = . - " . . -
man® fez o contrario, tomando a expressao das integrais de trajeto -

ria como postulado e mostrando que a partir dela se recupera a formu

~ . 15557
lagao usual. Assim, pode-se demonstrar’'’®’

nido pela (2.17), satisfaz a equagado de Schr8dinger e se reduz ao va

lor inicial para t>0,

Exemplo: a particula livre

0 exemplo mais simples do calculo de integrais de traje-

téria € o caso da particula livre, descrita pela Hamiltoniana (1.19).

Para calcular K neste caso, vamor partir da (2.17) com V=0 e efetuar

as integragoes sucessivas sobre CITL- PRI P

que a (1.11), com K defi

A integral sobre 9 €

L
21i ke 2mihe

(

Jm dq, e"p{ﬁ [(qz q; ((h “q, )]}

EETEE) exp[——— (q§+q§?} [m dq, exp {%g-[qf-q)(q2+qo)]}

[ m 2 i
= [EFTKTEET}l/ exp tzﬁ{%gy (qz-qn)z}, (2.23)

onde usamos a (1.22). 0 resultado corresponde ao propagador livre (1.23) de q, a
g, no intervalo de tempo 2g.
Este cadlculo nada mais é do que a verificagao de uma con

sequéncia da lei de composigao (1.5) num caso particular. Com efeito,

ela da
Gl 00et,) 18, = [ 43 b, 100,07 5.
x <E‘G(t'tn)[aa> : (2.24)

ou seja, para o caso (1.6) em que H & independente do tempo,

At +At
K(d ,d 5t -t) =
1 [] 1 Q <)
3
= J K(ql,q t, t)K(q,q ;t-t )dq . (2.25)
S At,

1

Fisicamente, isto quer dizer que a amplitude de probabilidade para ir

de (Ec,to) a (a1yt1) é a superposigao das amplitudes para . ir de
(ao,to) a (E,t) e depois de (E,t) a (ax,t1), passando por todos os
pontos intermediarios a possfveig. Isto também se vé pela (2.10) sub
dividindo as trajetorias que vao de q, ; qp em algum ponto intermedid-

rio &k’tk) e integrando sobre todas as demais variaveis, o gque repro
duz a (2.25). No caso da equagao de difusdo, a (2.25) & conhecida co
mo a equacao de Chapman-Kolmogoroff.

A (2.23) & um caso particular da (2.25) com K=K, e @Bt =
=At=e, ou seja, At +At = 2e. Substituindo a (2.23) na (2.17) com V=0

e integrando sobre q,, obtém-se da mesma forma o propagador livre de
g, @ 9, no intervalo de tempo 3¢, e assim sucessivamente até a inte-

gral sobre Qy.1» da qual resulta o propagador livre (1.23) de q, a

Ay = -

Extensoes



(a) Mais graus de liberdade: Consideremos agora, a se-

guinte generalizagao da Hamiltoniana (2.4):

& (p )? s
5 a 3
H = E + V(q) , (2.26)
a=1 2m
a
- -
onde q = (ql,qg,...,qﬁ) sao coordenadas cartesianas e f &€ o numero de
graus de liberdade. Por exemplo, em 3 dimensces, a (2.26) permite des

crever um sistema de 2/3 particulas de massas diferentes interagindo
entre si e também com um campo externo.

A generalizagdo da (2.13) é imediata:

. t- 2
i | : > >
exp[— ! { - H }dr,} 2.2
7 JULGEI Py (p,q) (2.27)
- = - o » -
onde H(p,q) & a Hamiltoniana classica correspondente a (2.26) e, nu-

ma notacdo analoga a (2.14),

I3 [dpa(T)dqﬂ(T}]

&>

DpDg =N 1 (2.28)

T a=l [ 2R J
Analogamente, a generalizagdo da (2.19) é dada por
e T .
" >
K(q ,ao;t) £ fDp E exp {2 f L(a,q)dr} (2.29)
f F R
onde
G 2 m 2
_ a - >
L(g,q) = [ =4, - V() (2.30)
a=1
e
-
5 a ’ { ﬁ ( m ) N/2 N=-1 ﬁ 4 ( )
= lim : n q. . 5. 2.31

F Noreo =1 2mihe k=1 a=1 ok

(b) Problemas de ordenamento: As formulagoes acima em ter
mos de integrais de trajetoria so fazem intervir, aparentemente, a

Lagrangiana e a Hamiltoniana classicas, e no entanto sao equivalentes
a formulagao usual da mecdnica quantica. Para o sistema descrito pela
(2.26), a correspondéncia entre o operador quantico H e a Hamiltonia-
na classica H & univoca, mas sabemos que isso deixa de valer se H
contiver termos tais como pqz, pois existiriam varios operadores ine-

quivalentes que poderiam corresponder a este termo em H, tais como
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i aBin o Dl ~a - P
pqz, q2p, qpq ., % (g°p + qpg + pqz). 0 que poderia corresponder na for
mulacio das integrais de trajetdria a estas ambiguidades de ordenamen

Ao calcularmos os elementos de matriz (2.7), poderiamos

igualmente ter inserido os estados intermediarios da forma

<qylp,> <p, lexp(- = Hot,) | >
U I Pk kI EXPLT R k-1

-

= L' - % H(pk’qk-l)atk} <aulp <P |9 > ¢ (2.32)

e a Gnica diferenga com a (2.8) teria sido na substituigao

Hip,,q,) + Hip.a_y) (2.33)

na (2.10), ou seja, em lugar de calcularmos a Hamiltoniana na extre-
midade direita de cada subintervalo na poligonal da Fig. k{a), esta-
riamos calculando-a na extremidade esquerda. Para a Hami ltoniana con-

siderada, a Unica diferenca que isto acarreta & a substituicao

Vig) = Vig, ) (2.34)

na (2.17).7Temos, poreém,
vig,) = Vig ;) + g (sq,) (2.35)
e pela (z.27), d(ﬁqk) equivale a U{E]/Z), de modo que isso nao faz

diferenga no calculo da (2.17). Poderiamos igualmente bem tomar as
expressoes simétricas

G ta,.
3 [Vigowia] L viEgEh (2.36)

que s6 diferem das anteriores por termos de ordem 6qk.

Consideremos, porém, o que acontece com a Lagrangiana de
uma particula num campo eletromagnético, que contém como termo adi-
cional o "potencial dependente de velocidade"

> > >
H

A(r) , (2.37)

olo

o - - . - . -
onde A & o potencial vetor. A ambiguidade acima corresponde agora a

diferenga entre os termos

? > - -
-r _ r 0 o
(k=) A (—k_k-1y A7

€ ; k : € ; k-1)" {2.38)



Tomando a componente x, temos, analogamente a (2.35),

-+ -+ -+
Ax(rk) 2 Ax(rk_]) + (rk-?k-f)'VAx y (2.39)

de modo que as duas expressoes (2.38) diferem por termos da ordem de

+ > 2
E¥ Tt )

: P (2.40)

Pela (2.21), este termo & da ordem da unidade, ou seja,
dos demais termos da Lagrangiana, de modc que 3 ambiguidade de orde-

namento quantico existente neste caso,

> > +
PLA-A.5-89m (2.41)
corresponde a ambiguidade entre expressoes do tipo (2.34), (2.35),
(2.36).
. , Como & bem conhecido, a prescricdo de acoplamento minimo
5 2
p>p - 2 A leva na Hamiltoniana a expressces simetrizadas, do tipo

oy Cy .
(p.A + K.ﬁ). £ facil ver’ que isto equivale a tomar uma combinagdo si
métrica das (2.38), do tipo das (2.36) (que diferem entre si por ter
mos de ordem superior a (qu), de modo que fornecem prescricoes equi
valentes) .

' Modificaremos portanto as definicdes (2.10) e (2.]7} in-

trodyzindo nelas as substituigdes:
IS

q,+9
k k-1
H(py,a,) — H(p,, -k

AUty

7 (2.42)

Vig ) — v(

q9,°9 q,.*q
3§ k =] =
L(qk,qk) — L Ek , k ; ])‘

Com esta modificacio, a formulagao em termos de integrais de trajeto

rid se estende também a interagac com um campo eletromagnético.
Pode-se estabelecer uma correspondéncia geral entre méto

dos de definigao das integrais de trajetéria e regras de ordenamento

- 8
dos operadores quinticos. .

c) Transformagdes candnicas: Embora na (2.10) aparega o

elemento de volume no espaco de fase, que €& invariante para trans-
formagdes candnicas, o mesmo nio se aplica a integral de trajetdria
no caso geral. A formulagdo foi feita inteiramente em coordenadas

captesianas (efdil<21)), e 48 coordenadas foram tratadas de forma di

L WA

ferente dos momentos, como & claro na definigdo das trajetérias po-
ligonais da Fig. 4. Esta assimetria se relaciona com o fato de que

calculamos o propagador no espaco de configuracdes.

Pode-se mostrar? que a formulag3o permanece valida para
transformagoes candnicas lineares. [Isto exclui mudangas de varia-
veis para coordenadas curvilineas. No caso de um potencial central,é
possivel formular as integrais de trajetoria em coordenadas esféri-
cas'®. De Witt'! discutiu a formulagio das integrais de trajetdria em

espagos curvos.

Formulagoes Mais Rigorosas

0 tratamento acima foi essencialmente heuristico. Ha uma
consideravel variedade de métodos que tém sido propostos para defi-
nir integrais de trajetoria como objetos matematicamente respeitaveis.

No caso da equacao de difusao, em que o propagador livre
da (1.23) é substituido por uma funcao gaussiana (solugao fundamen-
tal), o andlogo das integrais de trajetéria havia sido introduzido
por Wiener em 1923. A integral de Wiener € uma integral no espago
funcional de trajetdrias (movimeﬁtos Brownianos), e o ""elemento de
volume no espago funcional' & uma medida, a medida de Wiener!?,

Entretanto, Cameron’?® demonstrou que n3o existe nenhuma
medida com as propriedades necessdrias no caso da integral de Feyn

man, de modo que € precisoc utilizar um método diferente. Alguns dos
métodos propostos sao 0s seguintes:

(i) Partindo da integral de Wiener para a equagao de di-
fusdo, fazer um prolongamento analitico para tempo imaginario'? (ana
logo a (1.14)) ou massa imaginaria'® para obter a inteqral de Feyn-

man.

(ii) Interpretar'® a integral de Feynman em termos da

formula de produto de Trotter?'®

4 |
exp[t(A + 8)] = 1in [exp(t—n—“) exp(_tTB]} , (2.43)

n-+ew

tomando A = - ifl onde ﬁa € a Hamiltoniana livre, e B = -iG, onde o

0
potencial V é suficientemente reqular. E facil ver?¥'1% que isto per
mite uma construcao da integral de Feynman andloga a (2.17), que po-

de assim ser melhor justificada.

(iii) Construgao em termos de integrais oscilatérias que

constituem uma generalizagdo da integral de Fresnell”’,



(iv) Construcdo baseada em métodos da teoria das distrie
buigoes?!®
3. APROXIMAGCAO SEMICLASSICA

De acordo com as consideracdes da Secao 1, a passagem da

mecdnica quantica 3 mecadnica classica deveria ser anidloga a passagem

da otica ondulatéria a Gtica geométrica. Na formulagao de Schrodinger,

a realizagao desta idéia corresponde 3 bem conhecida aproximacao
WKB, valida no limite de pequenos comprimentos de onda de de Broglie
(limite semiclassico).

Na formulagao da otica em termos do principio de Huygens,
embora cada ponto de uma frente de ondas se comporte como fonte de
ondas secundarias, as direcdes de interferéncia construtiva dessas on
das correspondem aos raios da 6tica geométrica, pois a fase & dada
pelo caminho 6tico, e o caminho 6tico & estacionario ao longo dos
raios, pelo principio de Fermat.

A aproximagao semiclissica das integrais de trajetéria
se obtém por um raciocinio inteiramente analogo. Numa tipica situa-

¢3o semicldssica, a acio ao longo das trajetérias na (2.19) satisfaz

& condigdo S/R >>>1, e, para pequenas variagdes §q(t1) das trajetdorias,

a variagao correspondente da fase também serd tal que 85/f >>> |, de
modo que as contribuicGes resultantes 3 integral de Feynman tendem a
se cancelar por interferéncia destrutiva. Isto so nao ocorre na vizi

nhanca de trajetérias qC(T) tais que

55([QC(T)],qf.q:t):6j L dr =0 , (3.1)
1]

pois neste caso a fase é estacio-
naria para pequenas variacgoes

6q(t) em torno de qc(T) (Figs 6)u
Como L & a Lagrangiana clissica ,

a (3.1) é o principio de Hamilton,

e qC(T) € portanto uma trajetéria

classica ligando os pontos (0,q9,)

e (t,qf). A constribuigao resul-
tante a (2.19) deve ser proporcio
Fig. 6 nal a
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exp(% s.) = exp {% S(EQC(T)j, 9es Qg5 t) b (3.2)

Em geral, pode haver mais de uma trajetoria classica ligando os pon-

tos considerados, sendo de se esperar
de Feynman seja uma soma de termos deste tipo.

portanto que a aproximagaoc se-

miclassica da integral

Consideremos a situagao andloga para a integral ordina -
ria de uma funcao de uma dnica variavel,
fb i
k) = | exp[} s(a)]da (3.3)
a

onde h & um par&metro pequeno (h+ 0), de modo que a integral seja ra

i g e " . L
pidamente oscilante. A contribuigao dominante deve vir da vizinhang

de um ponto de fase estacionaria q,

3 g8 - (3.4)
1 = i ey = 0
$'(q) (dq)q=q
e suponhamos para simplificar que ha precisamente um ponto de fase
estacionaria interno ao intervalo {a,b].

Para aproximar assintoticamente a (3.3), expandimos a fa

se em torno de &,
s(q) = s(q) + (g-q) 5'(q) +% (q-q) 25" (q)+8(q-q)*) (3.5)
=0

e substituimos na (3.3):

i T b i n(g y (q--)3
K(h) = exp [lh s(q)] j[ exp [w)z * g(+)]
a

(q-q)/Vh = x
(b-q)/¥h
[ i jictms o8 T. .6)
= vh exp{% q)] i dx exp[? S"(gq)x* + 9’(\/h)‘1 (3
J{q -a)/vh

Quando h + 0, os limites de integragao tendem a % e podemos apro-

ximar K(h) usando a integral de Fresnel (1.22):

K(h) /E eXPE s(3) + if| + en)
|s'(q) | =

]+ para S''(g) > 0 ]

- para S'"(q)

+

(3.7)

A
(=]

0 método pode ser estendido a uma integral mdltipla n-di



mensional,

r i
K(h) = J...J exp tﬁ S(ql....,qn)]dql... dg . (3.8)
Se hd apenas um ponto de fase estacionaria (al,...,an) dentro do do-

minio de integragdo, a expansio analoga a (3.5) &

S(ay.-00a) = 5(ay,.,a) + 5 3 (25 ). .
1 n 1 2 aqiaqj a;.9,

| (q-qi)(q-qj)

s (3.9)

Substituindo na (3.8), obtemos no expoente uma forma quadratica nas

variaveis X = 9-q;. Por uma transformagdo linear, podemos diagona-

9

liza-la e reduzir o resultado'? a um produto de integrais de Fres-

nel (1.22). oObtém-se assim (note que det D & o produto dos autova-
lores):
/2 r -
(27h)" i - - T
K(h) expt— L (I I TR O | vJ 2 (3.10)
\det DE}LZ h I n H

onde D é a matriz (cf. (3.9))

) (3.11)

2
g e

quaqj

qi’qj

ou seja, a matriz hessiana de S no ponto de fase estacionaria, e
V = P-N & a diferenga entre o nimero de autovalores positivos (P) e
negativos (N) da forma quadratica associada a D(v = "signatura' ou

indice de D). Como P+N = n, temos ainda

V=mn=-2N, N = n? de autovalores < 0 . (3.12)
A razao do aparecimento de v & &bvia pela (3.7). Se houver mais de
um ponto de fase estacionaria dentro do dominio de integragao, e

Preciso levar em conta as contribuigoes dos diferentes pontos.

Para a integral de Feynman (2.19), o analogo da expansao
(3.9) & uma expansao do funcional S da (2.18) em série de Taylor
funcioTal em tarno da funcao qC(T) que corresponde a uma trajeto-
ria classica: '

t
s = J Lfa(n)], [a(t)])dr = s+ 5 625([q ]) +
’ (3.13)
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onde o termo em 65 & = 0 pela (3.1) e a segunda variagao 625 é um

funcional quadratico na variagao
nit) = 8q(1) = ql1)-q_(1) (3.14)

em torno da trajetéria classica (Fig. 6):

t 20 (52 .
5§28 = j { [é——J n?(t) + 2l5 L_J n(t)n(t)
. §q*/q=q_ §q64’q=q_
+ [Eik] n2(t)r dt (3.15)
83/ q=q

~ - . - . . . . Big
€ as expressoes entre parentesis sao derivadas funcionais z

A aproximagao semiclassica da (2.19) sera entao:

K (qf,qo;t) = exp{% S(EQC(T)I.qf:qu;t)]
sc

x JDFq exp{%ﬁ 625([ch)} (3.16)

—_— N—
F

onde supusemos que apenas uma trajetéria classica contribui. 0 calcu
lo do'fator preexponencial' F requer uma discussao mais detalha-
da’'. Entretanto, vamos ver que |F| tem uma interpretagao fisica
muito simples. Note-se que F representa precisamente o efeito das
flutuagoes quanticas em torno da trajetéria classica, ou seja,

das flutuagoes 'brownianas' da (2.21).

2
Para ver a interpretagao fisica de [F|, notemos que (vol-

tando ao caso geral de 2 graus de liberdade)
-+ 5
IF1% = [k (@ey @ 5t )2 (3.17)

o que, pela (1.8), da
| F|2 daf = p(af,an;t)daf , (3.18)

onde o 2?2 membro € a probabilidade de encontrar o sistema entre
af e EF * daf no espago de configuragoes no instante t partindode
au no instante 0, ou seja, P &€ a densidade de probabilidade cor-

respondente.



Como icao inici q é i ini
a posigao inicial q, € perfeitamente definida, o mo
mento inicial e indeterminado, ou seja, temos uma distribuicao u
niforme no espag¢o dos momentos, com probabilidade de que o momen

to inicial esteja num elemento de volume dp, dada por (cf.(1.21))

lexp(=ip,.q,) |2 dp

-> -» 2 0 pO

l<pyla,>|%dp, = I*——-———E7j—— dp, = e (313
2nh (27h)

t . Admitindo que ha somen
\\ qr te uma trajetoria classica (desig
nada por | na Fig. 7) ligando

>
(0,9,) a (t,af), temos entao ape-

nas um pequenc feixe de trajeto -

rias partindo de Eu' com momentos
contidos dentro de um elemento de
volume d;o bem definido, que atin
gem o elemento de volume dqf com

Fig. 7 centro em qF no instante t.

A probabilidade de atingir da em torno de af coincide entao com

f
a probabilidade (3.19) correspondente para o momento inicial, ou
seja,
dp
P(af.ao;t) daf = __2—_E
(27R)
o que da
Jacobiano
dg g?*‘&__%_,/bf\
L S | A I b ).
27h
(2w ) qf (27mR) ,B(QF].....QFE)
-+ >
_ | - P (q¢.qq:¢)
T e —_— 1 (3.20)
(2mR) aqu

- s -+
A relagao entre Py © 95 decorre das equagoes de movimento
classi . 7 , B
ssicas. Sendo SC([qC(rH, e qn,t) a integral de agao classica
(2.18) ao longo da trajetoria classica correspondente, é um resul ta

do ido? ani assi
bem conhecido’ da mecdnica clissica que

150

BSC
Po; = : (3.21)
o 99p;
Logo,
-+ -+
¥y 8%s (ag.qp:t) £
det |9l = det|- —=FT0° W=y b ., (3.22)
aqu aqniaqu
onde D _. é o determinante Hessiano associado 3 agao classica. Final -
mente, as (3.18), (3.20) e (3.22) dao
1F12 = o[/ (2nm)" (3.23)
L of i

A interpretacio fisica de |F|® & portanto que representa a

densidade de trajetorias na posigao finalaf associada a familia de tra

jetérias classicas que deixa a posigao inicial 50 de tal forma a atin
gir um entorno da posigao final. Um resultado andlogo & bem conhecido

para o fator preexponencial no método WKB usual, em uma dimensao. Nes

te caso, o fator & proporcional a 1//v, onde v é a 'velocidade lacal”

das partf&ulas, o que corresponde a conservagao do fluxo de probabi
lidade: a densidade numa dada regiao é diretamente proporcional ao
tempo que a particula passa nessa regiao, ou seja, inversamente pro
porcional a velocidade local.

Una analise mais completa?! permite obter ndo sé o médulo,
mas também a fase do fator preexponencial. 0 resultado, levando em
conta que pode haver mais de uma trajetéria classica ligando (D’ao)

a (t,af), é (cf. (3.16))

K (4.,9,:t) .
»9p s =
¢ ETTD (ZWIE)EEZ
. 22 (3.24)
i 1/2 . (c,r 9g-9g:" w—‘
I D ¢ | Exp 41 | ———== N5 )
v of.,r L R A
onde o Tndice r especifica uma dada trajetoria classica e a soma é

%0 - P " + a3
estendida a todas as trajetérias classicas que ligam (O,qo) a (t,qfl
0 inteiro N_ associado a cada uma dessas trajetorias € analogo a N

nas (3.10), (3.12) e veremos logo qual & sua interpretagao fisica.

15



0 determinante D¢ foi introduzido por Van Vleck??, que
também discutiu sua interpretacao; € frequentemente chamado de deter-

minante de Van Vleck.

A densidade de probabilidade semiclassica, P ™ [Ksclz(cf.
(1.81)}, de acordo com a (3.24), contém em geral termos de interferén
cia entre as contribuigoes das diferentes trajetorias classicas r
Tais termos representam um efeito quantico e sao rapidamente oscilan-
tes na escala classica. Devido ao baixo poder separador de uma obser-
vagao feita nesta escala, os termos de interferéncia desaparecem, de
forma que no limite cldssico obtemos uma soma incoerente de probabili
dade associadas ds trajetéorias classicas??®, ou seja, a (3.23) é subs-
titufda por uma soma sobre essas trajetdrias.

A densidade de trajetdrias no entorno de af nao € necessaria
mente finita: pode haver uma coalescéncia de dois ou mais ramos dife-
rentes r da (3.24) em determinadas regides de dimensio <% do espago
de configuragdes. Neste caso, a dimensional idade de daf sendo <%, o

i00f| + ®. Semé a reducio

. . - - - i3 - - - 3
de dimensionalidade, dizemos ent3o que q]c esta sobre uma caustica de

jacobiano da (3.20) & singular, ou seja,

ordem m. Uma caustica & a envoltdria de uma familia de trajetorias. 0

nome vem da G6tica, onde as trajetdrias si3o raios luminosos (Fig.8);em

3 dimensces, uma ciustica de ordem | & uma superficie caustica; uma

de ordem 2 € uma linha focal, e uma de ordem 3 & um ponto focal ou
SR C VR P gy, tocal

foco.

CAUSTICA
e

Fig. 8

Podemos agora dar o significado fisizo de N_na (3.24). Es
te inteiro estd associado ao indice da forma quadratica definida pelo
Jacobiano (3.20), ou seja, 3 sequnda variagao 8%S de S (cf.(3.12)). Um
teorema devido a Morse®" mostra que N € o nimero de cdusticas .atra-
vessadas ou tocadas pela trajetéria classica r entre Eo e af,cada uma
sendo contada com multiplicidade igual a sua ordem (indice de Morse).
0 avango de fase de 7/2 associado 3 passagem de um raio por uma caus-
tica de 12 ordem & um resultado bem conhecido na 6tica.

Obviamente, a (3.24) deixa de ser valida na vizinhanca de
uma caustica. Isto corresponde ao fato de que o método da fase esta -
ciondria deixa de ser valido quando ha uma confluéncia de dois oumais
pontos de fase estacionaria (no caso, trajetorias). 0 caso mais sim-

Ples em que isto sucede & o do arco-{ric25. Neste caso & possivel u-

T En

tilizar uma generalizacao do método do ponto de sela que leva a uma
aproximagao assintdtica uniforme, que & um refinamento da aproximagao
semiclassica e elimina a singularidade na caustica. 0 tratamento pode
ser estendido a casos mais gerais com o auxilio da teoria das catas -
trofes de Thom?®, Um método andlogo se aplica para obter a aproxima -
¢do semiclassica refinada de integrais de trajetéria®’.

Pode acontecer também que nao haja nenhuma trajetoria clas
sica real ligando (O,EO) a (t,af); neste caso, af esta numa ''regiao
classicamente proibida'. Como o propagador quantico nao pode ser iden
ticamente nulo, a (3.24) também precisa ser modificada neste caso. A
propagagao nestas circurstdncias se da por um efeito de tunelamento, que

. - - 25 . . -
pode ser descrito em termos de trajetorias complexas®”. Tais trajeto

. . 27
rias podem ser definidas para as integrais de Feynman como prolonga

mento analitico das trajetorias classicas reais.

L. APLICAGOES
(a) Integrais de Feynman Gaussianas

Suponhamos® que se tenha um sistema descrito pela Lagran -
giana

L= a(t)d? + b(t)ag + c(t)q® + d(t)q + e(t)g + f(t), (4.1)

que ¢ a forma quadratica mais geral em q e 4. Seja qC(T} a trajetoria

classica correspondente e facamos a mudanca de varidvel (3.14) na in-
tegral de agao correspondente:
s(lale)] vagp.aq5t) = sla (1) +n(1)], ag.qp:t)
‘ 2 - 274

r . - " T,

= s([a_(1)] ,ap.q,;:t) +J0 [a(t)A? + b(t)An + c(t)n?]
- (4.2)

s lag,apst)

onde este resultado & exato. Com efeito, os termos lineares tém de

anular-se por estarmos expandindo em torno da trajetoria de fase esta

cionaria (cf. (3.13)) e ndo had termos de ordem superior porque a (4.1)

e quadratica.

Por outro lado, a mudanca de variavel (3.14), em que qc(T)

& uma '"fung3o constante'' para cada instante intermediario % na(2.17),
implica

(4.3)

dq, = dn, , Yk , ', 0.q = Ppn
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na (2.20) {a (3.14) & uma "translagdo paralela' no espago funcional®®).

Logo,
(_;kqf,qo;t) = F(t) exp g s lagiagit)] | (4.4)
onde
0 . t
F(e) = [ Dpn explf | [a(0)a? + b(0)in + e(xIn?]er) (4.5)
] 0

& cstendida somente a trajetdrias tais que (cf.(3.14))
n(0) = n(t) =10, (4.6)

(donde a notagao %“), de modo que nao depende explicitamente de q; e
90

Comparando este resultado com a (3.16), vemos que F represen
ta precisamente o fator preexponencial calculado na Segao anterior, o

que da, finalmente,

K(qe.aqit) = K (a ,qq5t) s (4.7)

ou seja, a aproximagdo semiclassica é exata para uma integral de Feyn-

man gaussiana. Este & um resultado extremamente importante, porque as integrais de

Feyman gaussianas sao as U(nicas que sabemos calcular exatamente de for
ma genérica.

Note-se que os coeficientes d(t), e(t) e f(t) na (k.1) nao
afetam o fator preexponencial. Se, como geralmente acontece, so es-
tivermos interessados na dependéncia de K de q¢ € 9g, 2 (4.4%) mos-

tra que nem & preciso calcular F explicitamente,

Exemplo: Particula livre: neste caso, a (Gnica) trajetoria

classica que liga (D,Eo) a (t,af) e

EC(T) = au + (af - ao)r/t (4.8)
e
s, = [ 3 Emar = & Gy (.9)
o
o que da
2 I 1 L
= as——z%éij {'Dofl = |det I% 5]]1“ = (?) 5 (4.10)
991944

e a (3.24) da

my, /2
)

K(qf,qo;t) = B B 1 (

[im + = ]
e — (q.- i
o B) P |zt (9790 ]

o que coincide com a (1.23).

(b) 0 Oscilador HarmGnico Unidimensional

€ quadratica, de modo que podemos usar a (4.7). Para wt # N7, a (dn

ca) trajetoria classica ligando (0,94) a (t,q ) &

f

qc(T) S S {qU sin Eu(t-T)] + g sin(wt)} (wt # Nm). (4.12)

sin(wt)

Temos, integrando por partes o 19 termo,

) &
;t
S, = 7 JU (62(1) - w?q2(1)]dT = % {qc(T)dc(T)‘O =
E t
= J a (1) [F_ (1) + wzqc(T)]dT}= % [QC(T)éc(T)] (4.13)
0 ——— 0
=0

e, substituindo a (4.12), obtemos, para wt # Nm,

S (q.,q,;:t) — [(q2+q?) cos(wt) - 2q.q (4.14
et 2sin(wt) f o f d] )
o que da
3%s _ mu {0 _ muw
il e (k.15)

399439, sin(wt) ) lsin(mt)l.

Para wt=NmT, temos necessariamente qf=(-l)N q, para qualquer
trajetéria classica, ou seja, esses pontos sao focos (Fig.9). Se t
é tal que

NT < wt < (N+1)m , (L.16)

a (k.12) atravessa N focos, de modo que a (3.24) da, com a (4.15)

»



Fig.9
- 1/2 . _ 1/2
i mw "N mw
= o || S e = |— 1% ; (k.17)
2mik|sin(wt) | 2mihR sin(wt)

onde o fator de fase, determinado pela (4.16), elimina a ambiguida-

de da raiz quadrada no ultimo membro, ou seja, define a determina -

cao correspondente. Logo,
- 11/2 imw[(q§+q§)cos(wt)-2q th
klacsggik) = [ exp f
27iRh sin(wt) 2R sin(wt)

(4.18)
Para t+ 0, obtemos, com wt << 1,
) mooy1/2
K(ag,agit) = (rmes)
: ; 9:.-q, 2 9 +q
i 2 e ] )
\\5_____ﬁ;_.;;_‘\v”_;______,z/
q.-q 9:+9 '
£ % £
Li—— . ——) t419)

o que concorda com as aproximagoes (2.17), (2.42).

»

A fungao espectral se obtém da (1.13):

w© 1/2
K(q,q,t)dq = -
- 2mih sin(wt)

i 1
X J exp [‘ Ztlw tg(%—t)qz}dq =

-<
=
1

2i sinf{wt/2)

onde utilizamos a (1.22). Lembrando que Y(t) na (1.13) converge para
Im t<0, obtemos

-iwt/2 o . 9
v(e) =2 = § exp[ﬂi(n + ) wt|  (Im t<0), (4.20)

: 2
-iwt n=0 -

l-e

o que pela, (1.13), implica que os niveis de energia do oscilador har

ménico unidimensional sao nao-degenerados e dados por

E = (n+2) fu, (4.21)

conforme deveria ser. Pela (1.15), Z(B) = Y(-iRp) = exp(-Rhw/2)/[1 -

- exp(-gfw)] é a bem conhecida fungdo de partigao do oscilador harmd

nico.
5 % ! Tk
Para t— -iw, temos sin(wt) = - % e'wt, cos(wt) = 5 e e m
(4.18) da
1/2 ‘_ m 2z 2 5 mtil
. - mw expi- == (g2 + q2) - i = s (4.22)
Klag,qgst) ) ﬁ] _ ZHh 0 f 2
t—}_lm
o que,_comparando com a (1.12), da a fungED de onda normalizada do
estado fundamental:
1/
= [P .M 2
b, (q) = {ﬂ—ﬁ] exp [ i q} ; (4.23)
Pela (4.21), a (1.12) fica, neste caso,
o we -
B A * -inwt
Klagragst) = e n£0 volag) v (qp) e ; (4.24)

de modo que as fungoes de onda normalizadas dos estados excitados do
oscilador harmdnico podem ser obtidas expandindo a (4.18) em série

de Fourier. E interessante notar que a (4.24) da, para j inteiro,

Klge,gqqst + %F jy = e VM K(qf’qu;t) (4.25)



o que concorda com a definigao (4.17) do fator de fase.

(c) Calculo por expansao em série de Fourier

Vamos ilustrar outro método® para o cdlculo de integrais de
trajetoria, aplicando-o ac cdlculo do fator preexponencial para o os

cilador harmdnico. Pela (4.5), este fator & (cf.(4.1), (L.11))

0 L
_ im fﬁz(r) - win?(1)]dt} - (4.26)
F J DF n exp {iﬁ [ﬂ & ]
0
Como todas as trajetdrias sao tais que n(0) = n(t) = 0 ( cf.

(4.6)), podemos expandi-las em série de Fourier de senos no interva-
lo [0,t]:

® (
nit) = nEI a_ sin [%; TJ ’ (4.27)

A transformagao das variaveis n(t) as variaveis a_ e linear, e & por
conseguinte permitida (Segao 2). 0 Jacobiano J & independente de (m,

w,fh): nao sera preciso calcula-lo. Temos

t ©
I A L A |
0

n=1
Utilizar a (2.17) com t=NEg equivale a tomar s& um conjunto

discreto de N variaveis n(tk), ou, o que & equivalente (cf.(4.27)),

de variaveis a, (n =1,2,...,N), de modo que a (4.26) fica
1 J > (° L 3 (2 2152
e m . v i exp —_ - w?l|a
Niveo N J_m i 27 » o t n
Jacobiano dal daN
XS e ; (4.29)

onde os fatores de normalizacaoc A sao independentes de w. A (4.29)

se fatora num produto de N integrais do tipo (cf. (1.22))

5 b
J & {L“_t [(amy2 . mz}az}da - - (4.30)
2 L™ & n n

onde bn é independente de w.

Finalmente, lembrando que

1 [] _ E;J _ sin(mz) , (4.31)
n=1 n Tz

obtemos (a menos da ambiguidade da raiz quadrada)

[ wt 12
£ of? ] , (4.32)
isin(wt)
onde C (que inclui o Jacobiano) é independente de w. Mas, para w=0,
a (4.26) € o fator preexponencial para uma particula livre, dado por
Gef 01 230)
( ]1/2
s o J (4.33)

Logo, substituinde na (4.32),

1/2
F(t) ={—-—-—~—mm ] , (434

2mifsin(wt)

o que concorda com a (4.17) (esta fixa o fator de fase).

Tomar N finito na (4.27) significa desprezar flutuagdes n(t)
que variam mais rapidamente do que t/N, de modo que este método pode
ser mais interessante que o das aproximagdoes poligonais. 0 método po
de ser estendido a expansoes em termos de um conjunto ortonormal mais

geral?772%230  Também foram desenvolvidos métodos de calculo de in-

1

tegrais funcionais em termos’' de representagoes continuas, ou seja,

B 32
em termos de estados coerentes generalizados””.

(d) 0 Oscilador Harmonico Forgado

A Lagrangiana é

L = g 9% - g w?q? + J(t)q (4.35)

onde J(t) representa uma forga externa dependente do tempo. A traje
téria classica que liga (0,q0) a (t,qf) € a seguinte generalizagao
da (4.12):

T
QC(T) zsi_nl(w_t)' {[qo -mL— J Sin(wT‘}J(T'}dT'}

8 it
x sin lt-1)] + [qf & ﬁ; J sin[w(t-t")] J(T')dT']
T

% &R (w'r)} . (4.36)

e obtemos facilmente, em lugar da Cans) 30



5 =-'2'l[qc(1)dc(1)} + 5 ) q (t)y(r)dr , (4.37)

o que da

’ i )
s (ag.agit;[y(0)]) = E:Tf?;;? {(qi * agleos(wt) - 2q.q,

t t
+ ﬁ% s Ju J(t)sin(wt)dr + ﬁ% a9 J J{t)sin[w(t-1)]dr
L]
¢ T
- Eé%YVJ dt J drt! J(T)J(1')sin(m1)sin[m(t-1')i}. (4.38)
0 0

Notemos, por outro lado, que a {(4.35) s6 difere da (&4.11)
por um termo linear em q. Como vimos no caso da (L4.1), tais termos
nao afetam o calculo do fator preexponencial, que continua sendo da
do pela (4.17). Juntando as (4.17) e (4.38), e restabelecendo a no-

tagao ty para o instante inicial, obtemos, finalmente,

1/2
K(ge,a,:t,t3[J(r)]) = e
S 0 2mif sinfwl(t-ty)]

i mw
e {ﬁﬁ (0} + ) cosluteoen)] - 2aeg

t t
f
+ — qu Jit) sinfw(t-t,)] dr + ﬁ% a, J J(t)sin[w(t-1)]dt

t
0 t,

t T
- J dTJ dr! J()J(r)sinfelr-t,)])sin[wlt-1")]
tU tU

(4.39)

Tanto SC como K sao funcionais da forga externa J(T) no in-
tervalo [t ,t].

(e) Elementos de Matriz

R = N - R 33

Com vistas 3 aplicagao em teoria de campos , vamos adotar
daqui por diante a representagao de Heisenberg e tomar R=1. Vamos
indicar por [q,t>H o vetor de estado na representag;o de Heisenberg

que & um autoestado de § (t) com autovalor g no instante t:
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" iHt . _-ifl
G,(t)la,t>y = qla,t>, , d,(t) = g g WTIOE (4.40)

"
onde o Tndice § se refere a representagao de Schrodinger. Temos en-

tao, tomando

lg> = ¢ Mg 0o, (a5, = e "te> (4.41)
que
dgla> = ala>, (4.42)
ou seja (cf.(1.6),(1.9)),
-iH(t-t, )
K(Qaqu;t,to) = <qle |qu & - H<q’th0’tﬂ>H * (4.43)

Nesta notagao (omitiremos daqui por diante o fndice H), a (2.2) fi-

ca
K(q,t;qo,to) - J._.J <q,t|qN_],tN_] >...<q],t]|q0,t0>
x dqp (). day  (ty ). (4. k4k)

Consideremos agora o elemento de matriz do operador de Hei-
Senbergra(tk) entre os estados inicial e final, onde t é um dos

instantes intermediarios:

<q,qﬁ(tkﬂqo,tfk= J.”J <artlayogtyg® - <G bl 8 Ta
H

OF .<q] ,t]iqﬁ,tu>dq] (tl). E .qu_] (tN']) . qk<qk+] ’tk+| |€Ik,tk>
+
=q(t)
(tge g <t )
Passando ac limite em que N»» e utilizando a (2.13), obtemos

<q,t|qlt)) ag,ty> = J UaPp q(ty)

t
x exp {% [t [pa - H(p,q)jdr} . (rget <t) . (h.45)
0

Analogamente, se t, < tj <tk< t;

<q,t](e,)dt lag,tp> = J...J <alt><ay sty



il <qk+],tk+1|q(tk)\qk,tk> eme <qj+|,tj+'|ﬁ(tj)|qj,tj> —_—

O PR

alt)<a st a0t q(tj)<qj+l’tj+!lqj'tj>
x <q],t1|qn,tﬂ> dql(tl)"'qu—l(tN—l) ;

o que dd (note que os operadores sé podem ser inseridos em ordem

cronolégica):

<q,t[T[a(t])ﬁ(t2)]I Ggrty > =
t

= J Dq Dp q(tl)q(tz)exp{ i J [pﬁ - H(p,q)]dt} ,
tD

onde T indica o produto cronoldgico, ou seja, em ordem de tempo de-

crescente,

A generalizagao & imediata:

<q,t|T[a(t,)...q(t )] |a,,t,> = | Dq Dp
} 1 n 0’0

t
x q(t,) ... q(t) i q - Hip,q)]dt} -
q‘t1 q(t ) exp {. Jtn[Pq P.q)] T}

(4.46)

(e) Amplitude de Transigao com Forg¢a Externa

Consideremos um sistema descrito por uma Lagrangiana L(p,q)
que nao depende explicitamente do tempo e suponhamos que ele seja
perturbado por uma forga externa dependente do tempo, que acrescen
ta um termo J(T)q 3 Lagrangiana, como no caso da (4.35). Supomos
no

0
passado remoto (T0 < tﬂ), o sistema estd no estado fundamental ¥ (q).

J(t) # 0 somente no intervalo (tB,t). Num instante inicial T

Qual a amplitude de probabilidade de que esteja novamente no esta-
do fundamental num instante final T no futuro remoto (T>t)?. (Cf.
Ebg .10} .
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47
{ =< 2l — T
T b 0 t T
Fig.10

Para calcula-la, consideremos (cf. (4.39), (4.43))

K(Q,QqsT,Tgs [U]) = <Q,Tlog,Ty>"
T
= J DqDp exp{i JT [pg - H(p,q) + Jq]dT} : (4.47)
0
Temos
<Q,T|Q0,T0>J = j qu dq, <Q,Tlq,t> <q,t|q0,tu>J % <q0,tﬂ|Qn-T0>.
(4.48)

pois J s6 & #£0 em (to,t). Logo, pela (1.12),

-iEn(T-tJ
Ly (Qvr(q) e

n

<Q,Tlq,t>

(4.49)

g (EeT
<q.telQ.Ty> = I ¥ _(q,)¥%(g,)e
no "

Por analogia com a (1.18), vemos que

SHiE,T
<Q,Tlq,t> — ¥, (Q)¥*(q,t)e
T g
— iEuTo
Ayt 10T > = ¥ (g, .t )05 (Q,)e

. (4.50)

T0 + jw
onde admitimos que Q e Q, tendem a limites finitos e

-TE, ¢t
Volg,t) = ¥,(q) e (4.51)

A (4.L8) da entao
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w(lJ]) = quj da, ¥*(a,t) <q,tlge,to>” Volgo.to)

J
<Q,T[Qp,To>
= lim g » (h.52)
T+-iw ~iEp(T-Tg)

>4 o
Ta + i

v, (v} (Q,)

onde o 29 membro é a amplitude de probabilidade procurada; podemos
tomar t arbitrariamente grande positivo e t arbitrariamente gran-
de negativo.

A importancia de W[J] & que funciona como funcional gerador

de quantidades que desempenharao o papel de funcoes de Green na ex
tens3o & teoria quantica dos campos. Para ver isto, notemos que a

derivada funcional pode ser definida por

8 V(L] = lim Wl (mese-0) - w(lol) —(4.53)

§J(t) €

g0

Decorre desta definigao que

T T

5Jit) exp [iJTD Q(T)J(T)dT} iq (t) exp[? JTO q(T)J(T)dT}

(4.54)
Como <q,t{qn,tﬂ>J na (4.52) & dado por uma expressao analoga a (4.47),
isto implica

8" w([J])
84(t,)84(t,y)...00(¢) iJ=U

I

[ aafaq, ¥Ea, 00, (a0t
t

”J Dalp q(t,)alt,)...qlt ) exp {iJ (g - H(p.q)]dT} (4.55)
t

0

Lembrando a (4.46), obtemos, finalmente,

=" J qudq., Va9, (a,,t,)

x<q,t|T[E(t,)...alt )]0, to> = (4. 56) | l—

- in(q,o(t), T[ﬁ(t])...ﬁ(tn)]wﬂ(tu))

o que dd o elemento de matriz entre o estado fundamental em to e o
estado fundamental em t de um produto cronolégico de operadores §
Expressoes deste tipo aparecem nas fungoes de Green da teoria quan

tica dos campos.

Exemplo: Oscilador Harmonico Forcado: Neste caso,<q,ﬂq°,%>J
& dado pela (4.39) e (cf.(4.21), (4.23))

- 2 -
(%?)I/h o TMug /2 e iwt/2 ) (4.57)

v, (g,t)

de modo que as integrais em q e g, na (4.52) sao gaussianas, o que

permite calcular W([J]) explicitamente. 0 cdlculo €& um pouco traba

5,533,334

lhoso, mas o resultado € muito simples:

t . - . -
wip]) = EXP{' 5%5 J dT J dt! J(T}J(T')e"m(T‘T i

t
0 tﬂ

t r T .
= exp - K%a J dTL.J dt J(T)J(T')e"m(T_T ) +
t, .
t
" J dt! J(T)J(T')eim(T_Tl)} ; (4.58)

T

onde a 22 integral foi obtida da 12 invertendo a ordem de integragao

e trocando T +> T'.

Como foi mencionado apés a (4.52), podemos agora passar ao

limite t, > -®, t > +®, o que leva a

w([J]) = exp {- % Jm dT J

-0 -0

o

dt! J(TJD+(T-T']J(T')} i (4.59)




onde

o, (t) = {é(t) et 4 p(-r) oVt ] ; (4.60)
2imw

0(t) sendo a fungao de Heaviside. Temos (cf.(4.54),(4.56))

D+(t-t') = i M}
dJ(t)du(e')|J=0

- =), TGk (=) (4.61)

o que vai corresponder 3 fungao de dois pontos na teoria de campos.

5, EXTENSAO A TEORIA DOS CAMPOS

A extensao da formulagao funcional & teoria dos campos pode
ser obtida®? partindo do caso (2.27) de um sistema com & graus de

liberdade, para o qual podemos escrever
<qf|.---,qu;t|q0],--v»qgi;tlf

L N-1 N dp (tk)
= lim T 1 dq (e) T i Sl i
N-veo a=1 k=] © k=l 2T

e+0

N 2
x exp iJ_E] LEI pu(tj)(qa(tj} - qa(tj_]))

. q(t.) + q(t__.)
-cH [ p(tj), J ~ ji=d ]J} . €= t.~t, . . (5.1)

Para passar deste caso a teoria dos campos, basta usar a téc
nica bem conhecida®® de discretizar as variaveis de campo, dividin-
do o espago em células e tomando como variavel de campo associada a
uma célula o valor médio do campo nessa célula. Tomemos, para sim-
plificar, um campo escalar neutro ¢(;,t) e subdividamos o espago em
cubos de volume €? (podemos inicialmente tomar um volume total fini
to e passar depois ao limite de volume infinito).

0 que vai desempenhar o papel de coordenada qa(t) € o valor
médio do campo na célula designada pelo indice a:
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¢ (t) = L J d¥x ¢(x,t) = <¢(;'t)>a : (5.2)
o e Jv
o1
Seja &u(:) = <$(;,t)>u. A Lagrangiana do campo depende também de

§¢; na versao discreta, isto implica que temos uma dependéncia adi-

cional?® de

ts

ByaslE) = <006 E)>, £5-3

indi i é izi i Gximas de
onde o indice ats designa todas as células vizinhas mais pro 4
a (as diferengas finitas correspondentes serao as componentes de V¢

quando ¢ + 0). Logo, 2 Lagrangiana discretizada sera
g = J Loadx >z et L (b (t) 0 (), b, (0)) (5.4)
a

onde L & a densidade de Lagrangiana.

0 momento pa(t) canonicamente conjugado a ¢a(t) é

3l
p () = B m e —O— = et (1) s
2 3, (t) ag, (t)
A Hamiltoniana €
_ s - sy, (5.6)
LES B L = é e Ny
onde
; (5.7)
Ho om0 B B = Ly = Ha(“u’¢a’¢ats) :

0 andlogo da (5.1) serd entao
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N-1 N s
;lﬂ J 5 kzi do, (t,) kz] 5= dm (¢, )
£
) o (t.) = ¢ (t. )
X exp P L oE el [ﬂ (t.) oE J L+ S
. a J
j=1 o £
" (Tr I L LT D L P ¢ﬂ+s(tr]))]
o a ] 2 B
2 >
= j D07 exp {i J dT J d¥x ET(;,T) 3¢ (x,1)
ty dt
= H(?,T)}} f (5.8)

onde
N=1 N &3
DoDm = L;g g i d¢a(tk) I = dﬂa(tk) , (5.9)
k=1 k=1
m(x, e = (5.10)
3b (x,t)

Conforme foi mostrado por Schwinger?®?37,

as fungoes de Green
da teoria quantica dos campos podem ser obtidas a partir de um fun-
cional gerador W([J]) que & o anidlogo da (4.52), representando a am
plitude de transicao vacuo — vacuo na presenga de fontes externas

(estas "fontes'' classicas desempenham o papel de um corpo de prova)

w([J]) = J D¢Dm  exp { i I d*x [m(x)¢(x)

; N (5.11)
- H(x) + = B $2 + J(x)¢(x) }, x = (x,

onde o termo adicional % € ¢2 (e40) & uma representacao simbolica
do fato de que devemos empregar tempos imagindrios, como na (4.52),
ou seja, uma 'rotagao de Wick' para passar da métrica de Minkowski
a métrica euclideana (ver abaixo).

Como no caso da (4.56), obtemos a fungao de Green de n

pontos, ou seja, o valor esperado no vacuo do produto cronologico

de n operadores de campo (funcoes®® 1), tomando derivadas funcio-
nais de W([J]) (o valor esperado no vacuo, como na (4.52), resulta

da rotacao de Wick):

5'W - "<u|T[$(x|J...5(xn)]!0>

= T Gy svg® ) = (5.12)
Em termos de teoria de perturbagdes (cf., p/ex., referén-
cia 35, Cap.17), as fungdes 1 assim definidas contém diagramas de

3 597

Feynman desconexos. Pode-se mostrar que o funcional gerador

Z{([J]) das fungdes de Green conexas Gc(x],...,xn) é dado por
W([J]) = expli Z(WD} (5.13)

de modo que

n s

- (-nnt ozl (5.14)
8 (x ). o 89 (x ) [J=0

Quando a densidade de Hamiltoniana s6 depende quadratica-

mente dos momentos, ou seja, é da forma
Hix) = 5 12(x) + V[otx), To(x)] , (5.15)

as integrais funcionais sobre m na (5.11) s3o gaussianas e podem
ser efetuadas explicitamente, como fizemos na (2.15). 0 resultado

é analogo a (2.19):

2l

Wi = J Do exp {i J d'x [L{x) + 3G 90T} (5.16)

onde a definigao de P¢ inclui um fator de normalizagao, e

Lx) = 3 (3,0)% = V[o(x), To(x)] (5.17)
¢ a densidade de Lagrangiana.

Tomemos o caso bem conhecido em que



Lmlyg#Llyy L= ’lf [auqza”cp -m2¢2J v L =L,(¢) , (5.18)

onde Lg & a Lagrangiana livre e Ll a de interacao. Para definir a
(5.16) neste caso, €& preciso considera-la como prolongamento ana-
litico & regiao de Minkowski do funcional gerador correspondente na
regiao Euclideana, obtido formalmente da (5.16) por uma "rotagao

de Wick" de (-2, =) em t para (ie», -i=) (cf.(4.52)):
we ([U]) = J D¢ exp { J d*x ['5 (%)“ O L
= kitel “J‘i’} ’ (5.19)

que é bem definido, admitinde ser -Lr(¢} Iimitada inferiormente.
A teoria de campos Euclideana foi formulada por Symanzik?®® e, do
ponto de vista axiomatico, por Osterwalder e Schrader®®. 0 termo
% ¢ ¢2 na (5.11), que também introduz amortecimento exponencial na
integral, & uma representagdo simbSlica deste procedimento (equi-
vale a substitui® m? por m? - ie na (5.19)). Vimos no final da Se
¢ao 2 que as formulagbes mais rigorosas das integrais de trajeto-
ria utilizam procedimentos analogos.

0 funcional gerador Wo([J]) associado 3 Lagrangiana livre
(5.18) & dado ﬁa menos de um fator de normalizagao sem maior im-

portdncia) por uma expressao analoga & (4.59):

Nu([J]) - exp { - :'4— I d*x [ d*y  J(x) AF(x—y) J(Y)} ) (5.20)
onde
‘ % =ik{x-y)
£, syl = | BEL E (5.21)
F J (21)* kZ-mP+ie

& o propagador de Feynman do campo escalar neutro livre (o termo
em i€ seleciona a condigao de contorno correta para a definigao
desse propagador). Este resultado pode ser obtido®® pelo calculo
da integral funcional como limite da versao discretizada, mas tam
bém ser verificado imediatamente com o auxilio das (4.61), (5.12),
(5.14), que dao

2
§ W,

e = <0|T[F(x)d(y)]|0> = iAF(x-y} . (5.22)
§J(x)8J(y)|J=0

conforme deveria ser.

0 funcional gerador na presenga da interagao pode ser re-

presentado formalmente em termos do funcional gerador livre por

wifa]) = J D¢ Exp{i I d*x [L0 + Jo o+ Ll(fb)]}

= exp[i J d*x L, [% 3?%;7}} J Do exp {iJ d*x [La * J¢]} '
W (5.23)

onde a exponencial nas derivadas funcionais pode ser interpretada
em termos de sua expansao em série de poténocias, lembrando que
i 560 (x) aplicado a W, equivale a ¢(x) dentro da integral fun
cional (cf. (4.5L4)). Finalmente, substituindo a (5.20) na (5.23)
e efetuando a expansdo da exponencial em série de poténcias, ob-

temos

W([J]) - exp [" J d*x Ly ['I.‘ 6J6x)ﬂ

Jd"x [d“y J(x)AF(x-y)J(y)}

7
) @ .n s 1"
- 1 [ o ult 9]
X exp {- é J d“xJ dty J(x)AF(x—y)J(y)} . (5.24)

Esta expansao em série de poténcias, combinada com a ex-
pressao (5.12) das fungoes de Green, corresponde 3 expansao per-
turbativa de Feynman-Dyson da teoria, ou seja, a expansao em ter-
mos de diagramas de Feynman, e permite obter imediatamente as re-
gras de Feynman a eles associadas. Um exemplo explicito simples,
incluindo o tratamento euclideano, foi dado por Yeung*?®.

A construgaodo funcional gerador e sua utilizagao para ob-
ter as regras de Feynman em casos mais complicados (particularmen
te nas teorias de calibre) & uma das aplicag&es mais importantes
das integrais de trajetéria a teoria quantica dos campos. No caso
das teorias de calibre, a formulagdo funcional & dificultada por
se tratar de sistemas dindmicos com vinculos. A solugao deste pro-
blema para o campo de Yang-Mills foi proposta por Faddeev e Popov * !
e Faddeev® discutiu de forma mais geral a formulagao em termos de
integrais de trajetéria para sistemas vinculados. 0 método de Faddeev
-Popov é discutido nos cursos sobre quantizagao e renormalizagao de

teorias de campo e sobre teorias de calibre dados nesta Escola.
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