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Ondas	  em	  uma	  corda	  
Tomemos	  uma	  corda	  es.cada:	  

�T1 �T2

Subme.da	  a	  tensões	  em	  suas	  extremidades,	  iguais	  em	  módulo,	  opostas	  em	  direção	  

Fica	  claro	  que	  este	  trecho	  de	  corda	  de	  massa	  m,	  comprimento	  l,	  permanece	  em	  repouso.	  	  



Vamos	  tratar	  em	  detalhe	  um	  pequeno	  seguimento	  de	  comprimento	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  ∆x

Ondas	  em	  uma	  corda	  
Se	  a	  corda	  sofre	  uma	  perturbação	  na	  direção	  transversa,	  como	  podemos	  tratar	  o	  problema?	  

x



x

y

x+∆xx

Tomaremos	  em	  detalhe	  a	  equação	  do	  movimento	  de	  um	  trecho	  pequeno	  de	  corda,	  

considerando	  a	  tensão	  em	  seus	  extremos.	  Note	  que	  a	  tensão	  é	  sempre	  tangente	  à	  corda.	  	  



x

y

x+∆xx

Fy = ∆m · ay = ∆m
∂2y(x, t)

∂t2

A	  equação	  de	  movimento	  para	  a	  direção	  y	  é	  dada	  pela	  2a.	  lei	  de	  Newton	  sobre	  o	  elemento	  

de	  massa	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  ∆m

com	  uma	  equação	  semelhante	  para	  a	  direção	  x.	  Precisamos	  agora	  encontrar	  as	  forças	  

atuando	  sobre	  este	  trecho	  de	  corda.	  



Na	  direção	  do	  deslocamento	  transverso	  y,	  o	  módulo	  da	  tensão	  será	  dado	  por.	  

x

y

x+∆xx

Ty(x) = T · tg θ(x) = T · ∂y(x, t)
∂x

Na	  direção	  horizontal,	  a	  tensão	  permanece	  inalterada:	  não	  há	  deslocamento	  horizontal!	  



x

y

x+∆xx

Calculando	  a	  resultante	  sobre	  o	  trecho	  de	  corda,	  teremos	  

Fy = Ty(x+∆x)− Ty(x) =

= T

�
∂y(x+∆x, t)

∂x
− ∂y(x, t)

∂x

�
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y

x+∆xx

Podemos	  dividir	  os	  dois	  membros	  pelo	  comprimento	  do	  segmento	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  	  ∆x

T

�
∂y(x+∆x,t)

∂x − ∂y(x,t)
∂x

∆x

�
=

∆m

∆x

∂2y(x, t)

∂t2

A	  equação	  resultante	  

será	  portanto:	  
T

�
∂y(x+∆x, t)

∂x
− ∂y(x, t)

∂x

�
= ∆m

∂2y(x, t)

∂t2
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Tomar	  o	  limite	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  à	  0	  ∆x

T lim
∆x→0

�
∂y(x+∆x,t)

∂x − ∂y(x,t)
∂x

∆x

�
= lim

∆x→0

�
∆m

∆x

�
∂2y(x, t)

∂t2

Podemos	  dividir	  os	  dois	  membros	  pelo	  comprimento	  do	  segmento	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  	  ∆x

T

�
∂y(x+∆x,t)

∂x − ∂y(x,t)
∂x

∆x

�
=

∆m

∆x

∂2y(x, t)

∂t2
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y

x+∆xx

E	  obter:	  
T
∂2y(x, t)

∂x2
= µ

∂2y(x, t)

∂t2

Tomar	  o	  limite	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  à	  0	  ∆x

T lim
∆x→0

�
∂y(x+∆x,t)

∂x − ∂y(x,t)
∂x

∆x

�
= lim

∆x→0

�
∆m

∆x

�
∂2y(x, t)

∂t2

onde	  	  	  	  	  	  	  	  é	  a	  densidade	  linear	  da	  corda.	  µ
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Reordenando	  os	  termos	  teremos	  

uma	  equação	  de	  onda:	  

	  

Sendo	  a	  velocidade	  da	  onda:	  
v =

�
T

µ

Conclusão:	  uma	  corda	  sustenta	  uma	  perturbação	  propagante	  (onda)	  com	  uma	  
velocidade	  (v)	  que	  depende	  apenas	  da	  densidade	  linear	  da	  corda	  e	  da	  tensão	  da	  
mesma!	  

∂2y(x, t)

∂t2
− v2

∂2y(x, t)

∂x2
= 0



y	  é	  o	  deslocamento	  transverso	  sofrido	  pelo	  trecho	  de	  corda	  em	  x	  

∆x

x

y

x+∆xx

A	  tensão	  T	  é	  sempre	  tangente	  à	  corda,	  e	  vamos	  considerar	  que,	  em	  primeira	  aproximação	  	  

Tomaremos	  em	  detalhe	  a	  equação	  do	  movimento	  de	  um	  trecho	  pequeno	  de	  corda,	  
considerando	  a	  tensão	  em	  seus	  extremos.	  

Na	  direção	  horizontal,	  a	  tensão	  permanece	  inalterada:	  não	  há	  deslocamento	  horizontal!	  





Propagação	  de	  Energia	  
Trabalho realizado no extremo da corda, por unidade de tempo: 

x

y P (x, t) = �F · �v

Velocidade: apenas componente transversal:  �v =
∂y(x, t)

∂t
ĵ

P (x, t) = Fy
∂y(x, t)

∂t
Portanto 

P (x, t) = −T
∂y(x, t)

∂x

∂y(x, t)

∂t
onde o sinal pode ser deduzido a partir do gráfico. 



Pensando no pulso se propagando, temos uma quantidade finita de energia, colocada na corda em um certo 
intervalo de tempo. 

y

x

x

∂y

∂t
= −v

∂y

∂x

x

P (x, t) = −T
∂y(x, t)

∂x

∂y(x, t)

∂t



y

Pensando no pulso se propagando, temos uma quantidade finita de energia, colocada na corda em um certo 
intervalo de tempo. 

x

x

∂y

∂t
= −v

∂y

∂x

x

P (x, t) = −T
∂y(x, t)

∂x

∂y(x, t)

∂t



Intensidade,	  ondas	  harmônicas	   y(x, t) = A cos(kx− ωt+ δ)Se: 

y(x, t)

t

t

∂y(x, t)

∂x
∂y(x, t)

∂x
= −kA sin(kx− ωt+ δ)

t

∂y(x, t)

∂t ∂y(x, t)

∂t
= ωA sin(kx− ωt+ δ)

t

P (x, t) P (x, t) = ωkTA2 sin2(kx− ωt+ δ)



Intensidade,	  ondas	  harmônicas	  

Ao invés de analisarmos a potência injetada, podemos estudar 

     o trabalho médio realizado por ciclo: a Intensidade da onda periódica. 

Valor médio de sin2 = 1/2 

t

P (x, t) P (x, t) = ωkTA2 sin2(kx− ωt+ δ)

Um ciclo  
I(x) = P (x, t) ≡

� t+∆T
t P (x, t) dt

∆T

v =

�
T

µI =
µvω2A2

2



Densidade	  de	  energia	  (ondas	  harmônicas)	  

Um elemento de corda dx tem energia cinética instantânea dK =
1

2
µ

�
∂y(x, t)

∂t

�2

dx

O que corresponde a uma densidade linear de energia cinética  
dK

dx
=

1

2
µ

�
∂y(x, t)

∂t

�2

dK

dx
=

µω2A2

4
Ou, olhando para o valor médio no tempo 

Cada elemento de corda executa um 
movimento harmônico: lembrando do 
oscilador visto no semestre passado, a 
média periódica da energia cinética (K) e 
potencial (U) são iguais. 

x

K , U 



Densidade	  de	  energia	  (ondas	  harmônicas)	  

Podemos calcular então a densidade de energia total da onda 

dE

dx
=

dK

dx
+

dU

dx
=

µω2A2

2

Lembrando da intensidade calculada: I =
µvω2A2

2

Fluxo de energia é constante em uma onda periódica. 

Vemos que a intensidade corresponde ao produto entre a velocidade v e a densidade linear 

média de energia. 

I = v
dE

dx



(b) Determine o sentido da aceleração transversal dos

seis pontos assinalados sobre a curva. Explique seu

racioćınio.

(c) Como suas respostas deveriam ser alteradas se a

onda está se deslocando para a esquerda, no sentido

-x?

R: (a) 1, 0; 2, +; 3, -; 4, 0; 5, -; 6, + , (b) 1, -; 2, +; 3,

-; 4, +; 5, -; 6, 0 e (c) (a): as respostas teriam o sinal

contrário; (b): não haveria alteração.

7. (Poli 2006) Uma corda uniforme, de 20m de compri-

mento e massa de 2 kg, está esticada sob uma tensão

de 10N. Faz-se oscilar transversalmente uma extremi-

dade da corda, com amplitude de 3 cm e frequência de 5

oscilações por segundo. O deslocamento inicial da extre-

midade é de 1, 5 cm para cima.

(a) Ache a velocidade de propagação v e o comprimento

de onda λ da onda progressiva gerada na corda.

(b) Escreva, como função do tempo, o deslocamento

transversal y de um ponto da corda situado à dis-

tância x da extremidade que se faz oscilar, após ser

atingido pela onda e antes que ela chegue à outra

extremidade.

(c) Calcule a intensidade I da onda progressiva gerada.

R: (a) v = 10m/s, λ = 2, 0m, (b) y(x, t) =

0, 03 cos
�
πx− 10πt+ π

3

�
m e (c) I =

9π2

200 W.

8. Determine a amplitude da onda resultante da combi-

nação de duas ondas senoidais que se propagam no

mesmo sentido, possuem mesma frequência, têm ampli-

tudes de 3, 0 cm e 4, 0 cm, e a onda de maior amplitude

está com a fase adiantada de
π
2 rad.

R: y(x, t) = 5, 0 sen(kx− ωt+ 0, 93) cm.

9. Uma onda estacionária resulta da soma de duas ondas

transversais progressivas dadas por:

y1 = 0, 05 cos(πx− 4πt),

y2 = 0, 05 cos(πx+ 4πt),

onde x, y1 e y2 estão em metros e t em segundos.

(a) Qual é o menor valor positivo de x que corresponde

a um nó?

(b) Em quais instantes no intervalo 0 ≤ t ≤ 0, 5 a part́ı-

cula em x = 0 terá velocidade zero?

R: (a) x = 0, 5m e (b) t = 0 s, 0, 25 s e 0, 5 s.

10. Dois pulsos ondulatórios triangulares estão se apro-

ximando em uma corda esticada, como indicado na fi-

gura. Os dois pulsos são idênticos e se deslocam com

velocidade igual a 2,0 cm/s. A distância entre as extre-

midades dianteiras dos pulsos é igual a 1,0 cm para t =

0. Desenhe a forma da corda para t = 0,250 s, t = 0,750

s, t = 1,000 s e t = 1,250 s.

11. (Poli 2007) A figura mostra um pulso em uma corda

de comprimento 100m com as extremidades fixas. O

pulso está se deslocando com velocidade de 40m/s e é

descrito pela seguinte função

y(x, t) = 0, 1e−4(x−vt)2 ,

onde x é dado em metros e t em segundos.

(a) Qual o valor de x, para o qual a velocidade trans-

versal da corda é máxima, em t = 0?

(b) Qual a função que representa o pulso refletido, em

um instante t logo após sua primeira reflexão?

(c) Se a massa da corda é 2 kg, qual a tensão T nesta?

(d) Escreva uma equação y(x, t) que descreve numeri-

camente uma onda senoidal, com λ = 5m e mesma

amplitude da onda anterior, se deslocando na dire-

ção negativa de x em uma corda muito longa, feita

do mesmo material, com a mesma tensão acima, e

tal que y(0, 0) = 0.

R: (a) x =
1

2
√
2
m, (b) yR(x, t) = −0, 1e−4(x+vt−200)2 m

(≈ −0, 1e−4(x+vt)2 m), (c) T = 32N e (d) y(x, t) =

0, 1 sen
�
2π
5 x+ 16πt

�
m.

12. Reflexão. Um pulso ondulatório deslocando-se so-

bre uma corda para t = 0 possui as dimensões indicadas

na figura. A velocidade da onda é igual a 5,0 m/s.

2





Interferência de Ondas 
A equação de onda 
 
 
 

   admite múltiplas soluções. 

y(x, t) = f(x− v · t)

y(x, t) = g(x+ v · t)
Por exemplo: 

y(x, t) = a f(x− vt) + b g(x+ vt)

Fica claro na equação de onda que qualquer combinação linear de soluções 
 
 
 

        também é solução! 

Lembrando que a intensidade é proporcional ao quadrado da amplitude, a interferência 
pode levar a picos grandes de energia! 

∂2y(x, t)

∂t2
− v2

∂2y(x, t)

∂x2
= 0



Interferência de Ondas 
Ondas harmônicas copropagantes, 

por exemplo, ondas de mesma frequência: 

y1(x, t) = A1 cos(kx− ωt+ δ1)

y2(x, t) = A2 cos(kx− ωt+ δ2)

Variando a fase podemos ter um 

máximo ou um mínimo de 

interferência 

y(x, t) = A cos(kx− ωt+ δ)

A2 = A2
1 +A2

2 + 2A1A2 cos(δ2 − δ1) δ = δ1 + β

sinβ =
A2

A
sin(δ2 − δ1)



Interferência de Ondas 

Amax = A1 +A2 Amin = |A1 −A2|

y(x, t) = A cos(kx− ωt+ δ)

A2 = A2
1 +A2

2

+2A1A2 cos(δ2 − δ1)

δ1 − δ2 = 2mπ

Interferência Construtiva 

δ1 − δ2 = (2m+ 1)π

Interferência destrutiva 

Imin =
��

I1 −
�
I2
�2

Imax =
��

I1 +
�

I2
�2



Interferência de Ondas 
Ondas harmônicas contrapropagantes, 

ondas de mesma frequência: 

y1(x, t) = A1 cos(kx− ωt+ δ1)

No caso mais simples, A1 = A2 , 

podemos escolher o tempo inicial 

arbitrariamente para as fases 

iniciais serem 0. A soma das ondas 

resulta então em: 

y2(x, t) = A2 cos(kx+ ωt+ δ2)

y = y1 + y2 = 2A cos(kx) cos(wt)

Propagação de energia = 0 ! 
 
Onda estacionária 





Reflexão	  de	  ondas	  

Quando o pulso atinge uma parede, a corda não tem liberdade de se 
deslocar na direção transversal. 

g(x”)

x”

A solução da equação de onda deve levar isto em conta:  

y(x, t) = f(x− vt) + g(x+ vt) y(0, t) = 0

f(−vt) = −g(vt)

x

y

f(−x�) = −g(x�)

f(x− vt) = −g(−x+ vt)



Reflexão	  de	  ondas	  

y(x, t) = g(vt+ x)− g(vt− x)

f(x− vt) = −g(−x+ vt)

A função complementar (propagante) é o espelho da função incidente após duas reflexões: 
uma no eixo x, outra no eixo y. Ou ainda, ao giro desta em 180o em torno da origem. 
 
A solução é uma função ímpar em x. 

x

y



Reflexão	  de	  ondas	  

y(x, t) = g(vt+ x)− g(vt− x)

x

y

Na reflexão, a onda retorna com a mesma amplitude, mas com uma inversão de sinal. 
 

Inversão de fase 



Reflexão	  de	  ondas	  
g(x”)

x”

y(x, t) = f(x− vt) + g(x+ vt)

x

y

Fy(0, t) = −T
∂y(x, t)

∂x
|x=0= 0

∂x�(x, t)

∂x
=

∂x”(x, t)

∂x
= 1

f �(x) =
df(x)

dx

∂y(x, t)

∂x
|x=0= f �(−vt) + g�(vt) = 0

Quando o pulso atinge uma extremidade livre, a tensão é 
apenas normal: não há atrito no anel, que tem massa 
desprezível, portanto não há componente de tensão na direção 
y (paralela à perturbação). 

f �(x) = −g�(−x)



Reflexão	  de	  ondas	  

y(x, t) = f(x− vt) + g(x+ vt)

x

y

Se a derivada é uma função ímpar, a função primitiva é par em x! 
 
A solução corresponde a uma única reflexão em torno do eixo y. 

f �(x) = −g�(−x)

f(x) = g(−x)

y(x, t) = g(vt+ x) + g(vt− x)



Reflexão	  de	  ondas	  

x

y

y(x, t) = f(x− vt) + g(x+ vt)

Se a derivada é uma função ímpar, a função primitiva é par em x! 
 
A solução corresponde a uma única reflexão em torno do eixo y. 

f �(x) = −g�(−x)

f(x) = g(−x)

y(x, t) = g(vt+ x) + g(vt− x)



Modos Normais 










