Complementos de Mecanica Classica — Exercicio em classe
22 de setembro de 2016

Escolhi este problema do Marion para treinarmos em classe a construgdo da lagrangiana, a
deducéo da equagdo de movimento e sua integracdo, até chegar na equacao horéria da
posicdo. Este problema também pode ser resolvido com as leis de Newton, de modo a facilitar
a comparacao das solugdes. O sistema em questdo ndo tem utilidade pratica, mas podemos
deduzir a equacéo horaria com lapis e papel, sem necessidade de efetuar o calculo numérico
em um computador, uma vez que as equagdes horérias sdo analiticas.

Problema 7.10 do Marion.

Dois blocos, cada um com massa M, sdo conectados por um fio de comprimento L,
inextensivel e uniforme. Um bloco é posicionado sobre uma mesa horizontal lisa, e 0 outro é
suspenso verticalmente por um fio que passa sem atrito por um apoio, de modo que a parte do
fio acima da mesa fica esticado na direcdo horizontal. A aceleracdo local da gravidade é g.

Descreva 0 movimento do sistema

a) ignorando a massa do fio.
b) quando a massa do fio for m.

Roteiro para a solucdo da parte a) fio sem massa

1. Faca um esbogo do sistema. Represente nesse esboco 0s eixos coordenados x e y e a origem
do sistema de referéncia.

2. Escreva a equacdo de vinculo, que é uma expressao que envolve as posi¢des dos blocos nas
direcdes horizontal e vertical, respectivamente x e y, e pode envolver o comprimento do fio e
constantes que marcam o ponto de apoio em relacdo a origem do sistema de referéncia. Caso
defina algum parametro que ndo esteja no enunciado do problema (por exemplo, a posi¢ao do
apoio no sistema de referéncia adotado), registre suas propriedades e, se possivel, inclua uma
representacdo no esbogo.

3. Escreva a energia cinética nas coordenadas cartesianas. Escolha uma das coordenadas
como coordenada generalizada e use a relacdo de vinculo para eliminar a outra coordenada.

4. Escreva a energia potencial nas coordenadas cartesianas e, caso necessario, use a relacao de
vinculo para que ela seja funcdo da coordenada generalizada escolhida.

5. Escreva a lagrangiana e, a partir da equacao de lagrange, deduza a equagdo de movimento.
6. Compare a equagdo de movimento obtida com a que se deduz pela 22 lei de Newton.

7. Integre a equacdo de movimento usando como condigdo inicial que o bloco esta
inicialmente parado em um ponto determinado, de sua escolha.



Roteiro para a solugéo da parte b) fio com massa m

8. Determine a energia cinética do fio — note que o fio inteiro se move com a mesma
velocidade que o bloco. Lembre-se que a energia cinética é um escalar, assim a direcéo da
velocidade ndo tem importancia na sua definicéo.

9. Determine a energia potencial do fio. Note que cada pequena parte pendurada da corda tem
uma energia potencial diferente, de modo que vocé precisara integrar essa diferencial de
energia potencial ao longo da corda. Atencdo aos limites de integracao, que devem valer para
uma posicado y arbitraria do bloco que esta pendurado, de modo que inspecione seu esboco do
item 2 com atencédo para determina-los.

10. Escreva a Lagrangiana e compare-a qualitativamente com a do item 5.

11. A partir da equacéo de lagrange, deduza a equacdo de movimento. Verifique o que mudou
em relacdo a do item 5. Classifique a equacéo diferencial.

12. A equagdo de movimento é linear e ndo homogénea. No entanto, o termo que néo envolve
a coordenada generalizada € uma constante, de modo que ha dois procedimentos para resolver
essa equacéo.

Tatica i: absorver a constante na coordenada generalizada. Se vocé escolheu y como
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coordenada generalizada, substitua essa coordenada por y’' =y — — ou y =y+ o

conforme a orientacdo do seu eixo. Se vocé escolheu x como coordenada generalizada,
a mudanca € parecida. Vocé deve fazer uma translacdo de coordenadas para
transformar a equacao de movimento em uma equacéo diferencial linear e
homogénea, caso em que a solugdo é obtida da maneira descrita no item 13 abaixo.

Tatica ii: a solugdo geral é a solucdo da homogénea somada com uma solucéao
particular, que, neste caso, € uma constante « ; determine essa solucéo particular e
veja no item 13 abaixo como resolver a equacdo homogénea.

13. A equacdo de movimento € linear a coeficientes constantes e de 22 ordem, e aqui vamos
resolver a equacdo homogénea, que é o que falta apds aplicar a manobra matematica de uma
das taticas i e ii do item 12. A solucéo, entdo, sera AeP1t + BeP2!t em que as todo-importantes
grandezas p1 e p2 S80 as raizes da equacdo caracteristica obtida pela substituicdo da solucdo
formal eP* na equagcdo diferencial. As duas constantes A e B serdo determinadas pelas
condicdes iniciais do movimento.

14. Determine as constantes da equacdo horaria usando as mesmas condic¢des iniciais do item
7 acima.

15. Devemos ver como esse resultado se comporta quando m <« M — é sempre importante
verificar se 0 movimento previsto nas condigdes limites é o que se obtém usando essas
condic@es desde o inicio da solugdo. Note que, nessa situacdo, para t pequeno, 0s expoentes
sdo pequenos, de modo que podemos expandir as exponenciais em série de Taylor em torno
de t = 0. Compare essa aproximacdo com o resultado obtido no item 7.

16. Em casa, compare 0s resultados dos itens 7 e 14 para alguns valores da razdo m/M, a fim
de enxergar como um cosseno hiperbdélico pode virar uma parabola, com os parametros
apropriados.



