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CAPITU/L O

Teoria das Filas

As filas (filas de espera) fazem parte do dia-a-dia de nossa vida. Todos nds esperamos em
uma fila para: comprar 0 ingresso para uma sessao de cinema, fazer um depésito ban-
cério, pagar as compras em um supermercado, remeter um pacote no correio, comprar um
sanduiche em uma lanchonete, brincar em um parque de diversdes etc. Acabamos nos acos-
tumando a um volume consideravel de espera, mas ainda assim nosirritamos se tivermos de
aguardar muito em umafila

Entretanto, ter de esperar ndo se limita apenas a esses transtornos pessoais de relativa
insignificancia. O tempo que a populagdo de um pais perde em filas € um importante fator
tanto na qualidade de vida nesse pais quanto na eficiéncia da economia dessa nacdo. Por
exemplo, antes de sua dissolucdo, a Unido Soviética era notéria por filas enormes que seus
cidaddos frequentemente tinham de suportar para comprar suas necessidades basicas.
Mesmo nos Estados Unidos, estima-se que os norte-americanos gastem 37.000.000.000
horas por ano esperando em filas. Se, no entanto, esse tempo fosse gasto produtivamente,
resultaria em aproximadamente 20 milhdes de pessoas-ano de trabalho til!

Mesmo esse niimero absurdo ndo é capaz de representar todo o impacto de se causar
uma espera excessiva. Grandes ineficiéncias também ocorrem por causa de outros tipos de
espera, além daquelas de pessoas esperando em uma fila. Por exemplo, deixar maquinas
esperando para serem reparadas pode resultar em perdas na producdo. \Veiculos (inclusive
navios e caminhdes) que precisam aguardar para ser descarregados podem atrasar embar-
ques seguintes. Avides aguardando para decolar ou pousar podem afetar horérios de voos
posteriores. Atrasos em transmissdes de tel ecomuni cagdes devido a linhas saturadas podem
provocar problemas técnicos com os dados. Fazer que ordens de producéo fiquem esperan-
do para ser realizadas pode afetar a producdo de lotes seguintes. Realizar servicos apés a
data combinada pode resultar na perda de futuros negécios.

A teoria dasfilas é 0 estudo da espera em todas essas formas diversas. Ela usa mode-
los de filas para representar os diversos tipos de sistemas de filas (sistemas que envolvem
filas do mesmo tipo) que surgem na pratica. As formulas para cada modelo indicam como o
sistema de filas correspondente deve funcionar, inclusive o tempo de esperamédio que ocor-
rerd, em uma série de circunstancias.

Portanto, esses model os de filas sdo muito Uteis para determinar como operar um sis-
tema de filas da forma mais eficiente. Fornecer capacidade de atendimento em excesso
para operar 0 sistema envolve custos demasiados. Porém, ndo fornecer capacidade de
atendimento suficiente resulta em espera excessiva e todas suas lamentaveis conseqiién-
cias. Os model os permitem encontrar um equilibrio apropriado entre custo de servico e o
tempo de espera.



CAPITULO 17 TEORIA DAS FILAS

Apdbs uma discussdo geral sobre o assunto, o presente capitulo apresenta a maioria dos
modelos de filas elementares e seus resultados basicos. A Se¢do 17.10 discute como as
informacBes fornecidas pela teoria das filas pode ser usada para elaborar sistemas de filas
gue minimizem o custo total de servico e de espera e, a seguir, 0 Capitulo 26 (no CD-ROM)
fornece mais detalhes sobre a aplicacdo da teoria das filas dessa maneira.

17.1 EXEMPLO-PROTOTIPO

A sala de emergéncias do HOSPITAL MUNICIPAL atende a casos de emergéncia, forne-
cendo os devidos cuidados médicos, que chegam ao hospital em ambuléncias ou em car-
ros particulares. A qualquer hora existe um médico de plantdo na sala de emergéncias.
Entretanto, em virtude de uma tendéncia crescente de esses casos de “emergéncid’ para
usar essas instalacdes em vez de irem ao consultério médico particular, o hospital tem pas-
sado por um aumento continuo no nimero de atendimentos na sala de emergéncias a cada
ano. Conseqlientemente, tornou-se bastante comum pacientes chegarem durante horas de
pico (no inicio danoite) e terem de esperar até chegar a suavez de ser atendido pelo médi-
co. Por essa razéo, foi feita uma proposta de se alocar um segundo médico para a sala de
emergéncias durante esse horério de pico, de modo que duas emergéncias pudessem ser
atendidas a0 mesmo tempo. O administrador do hospital foi designado para estudar essa
questdo.*

O administrador comegou a coletar dados histéricos relevantes e depois projetou-os
para o ano seguinte. Reconhecendo que a sala de emergéncias é um sistemadefilas, ele apli-
cou diversos model os alternativos da teoria das filas para prever as caracteristicas de espera
do sistema com um e dois médicos, como pode ser observado nas segdes posteriores deste
capitulo (ver Tabelas 17.2 € 17.3).

17.2 ESTRUTURA BASICA DOS MODELOS DE FILAS

Processo de Filas Basico

O processo bésico suposto pela maioria dos modelos de filas € o seguinte. Clientes que
necessitam de atendimento chegam ao longo do tempo por uma fonte de entradas. Esses
clientes entram no sistema de filas e pegam uma fila. Em certos momentos, um membro da
fila é selecionado para atendimento por alguma regra conhecida como disciplina da fila. O
atendimento necessario é entdo realizado para o cliente pelo mecanismo de atendimento,
apos o qual o cliente deixa o sistema de filas. Esse processo é representado na Figura 17.1.

Podem ser feitas diversas hipbteses alternativas sobre os varios el ementos do processo
de filas; elas serdo discutidas a seguir.

= FIGURA 17.1
Processo de filas basico.

Sistemadefilas

Mecanismo de
atendimento

Fonte de Clientes
entradas

Clientes

Fila . atendidos

Y

1 Paraum estudo de caso real desse tipo, ver BOLLING, W. Blaker. Queueing Model of a Hospital Emergency

Room. Industrial Engineering, p. 26-31, set. 1972.
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Fonte de Entradas (Populacédo Solicitante)

Uma caracteristica da fonte de entradas é o seu tamanho. O tamanho é o nimero total de
clientes que poderiam precisar de atendimento de tempos em tempos, isto é, 0 nUmero total
de possiveis clientes distintos. Essa populacdo de onde provém as chegadas € conhecida
como populacéo solicitante. O tamanho pode ser suposto como infinito ou finito (de modo
gue afonte de entradas também segja ditailimitada ou limitada). Como os célculos séo bem
mais féceis para o caso infinito, normalmente parte-se dessa hipétese mesmo quando o
tamanho real for um namero finito relativamente grande; e ela deve ser assumida como
hipétese implicita para qualquer modelo de filas que ndo afirme o contrario. O caso finito
€ mais dificil analiticamente, pois o nimero de clientes no sistema de filas afeta 0 nimero
de possiveis clientes fora do sistema a qualquer momento. Entretanto, deve ser feitaa hip6-
tese finita caso a taxa na qual a fonte de entradas gere clientes novos sgja significativamente
afetada pelo nimero de clientes no sistema de filas.

O padrdo estatistico pelos quais os clientes chegam ao longo do tempo também deve
ser especificado. A hip6tese comum € que eles chegam de acordo com um processo de
Poisson; isto é, o nimero de clientes que chegam até dado momento tem uma distribuicéo
de Poisson. Conforme discutido na Secdo 17.4, esse caso € aguele na qual as chegadas ao
sistema de filas ocorrem aeatoriamente, porém, a certa taxa média fixa, independentemen-
te de quantos clientes ja se encontrarem la (de forma que o tamanho da fonte de entradas
segjainfinito). Uma hip6tese equivalente é que a distribuicao probabilistica do tempo entre as
chegadas consecutivas é uma distribuicdo exponencial. As propriedades dessa distribuicdo
sd0 descritas na Secdo 17.4. O tempo entre as chegadas consecutivas € conhecido como
tempo entre chegadas.

Quaisquer hipdtesesincomuns sobre 0 comportamento de clientes que chegam também
devem ser especificadas. Um exemplo é arecusa, naqual o cliente serecusaaentrar no sis-
tema e sera perdido caso afila sgja muito longa.

Fila

A filaéolocal onde os clientes aguardam antes de ser atendidos. Umafila é caracterizada
pelo nimero maximo de clientes permitidos que ela pode conter. As filas sdo chamadas
infinitas ou finitas, conforme esse nimero for infinito ou finito. A hip6tese de umafila infi-
nita € o padréo para a maioria dos model os de filas, mesmo para situacdes em que ele real-
mente é um limite superior finito (relativamente grande) sobre o nimero de clientes permi-
tido, pois lidar com um limite superior destes seria um fator complicador na andlise.
Entretanto, para sistemas de filas em que esse limite superior for suficientemente pequeno,
de modo que €ele seria efetivamente atingido com alguma fregiiéncia, torna-se necessario
supor uma fila finita.

Disciplina da Fila

A disciplinadafila se refere a ordem na qual membros dafila sdo selecionados para atendi-
mento. Ela poderia ser, por exemplo, 0s primeiros que chegam seréo 0s primeiros a ser aten-
didos, aleatdria, de acordo com algum procedimento de prioridade ou algum outro tipo de
ordem. Normalmente, para modelos de filas adota-se o critério dos primeiros que chegam
seréo 0s primeiros a ser atendidos, a menos que seja combinado de outra forma.

Mecanismo de Atendimento

O mecanismo de atendimento é formado por uma ou mais instalagdes de atendimento, cada
uma das quais contendo um ou mais canais de atendimento paralelos, chamados atenden-
tes. Se existir mais de uma instalagdo de atendimento, o cliente podera ser atendido por
uma sequiéncia destes (canais de atendimento em série). Em dadainstalacdo, o cliente entra
em um desses canais de atendimento paralelos e é completamente atendido por esse aten-
dente. Um modelo de filas deve especificar a disposicdo das instalagbes e o nimero de
atendentes (canais paralel 0s) em cada uma delas. A maioria dos model os elementares parte
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do pressuposto de uma instalagcdo de atendimento com um atendente ou com um ndmero
finito de atendentes.

O tempo decorrido entre o inicio do atendimento até o seu término para um cliente
em uma instalacdo de atendimento é denominado tempo de atendimento (ou tempo de
permanéncia). Um model o de determinado sistema de fil as deve especificar a distribuicéo
probabilistica de tempos de atendimento para cada atendente (e, possivelmente, paratipos
diferentes de clientes), embora seja comum supor a mesma distribuic¢éo paratodos os aten-
dentes (todos 0os modelos neste capitulo partem desse pressuposto). A distribuicdo de
tempo de atendimento que € suposta com maior freqiéncia na prética (em grande parte
porque ela é bem mais facil de ser tratada) é a distribuicdo exponencial discutida na Secéo
17.4 e amaioria de nossos model os € desse tipo. Outras distribui¢cBes de tempo de atendi-
mento importantes sdo a distribuicdo degenerada (tempo de atendimento constante) e a
distribuicdo de Erlang (gama), conforme ilustrado pelos modelos na Se¢do 17.7.

Processo de Filas Elementar

Conforme j& sugerido, a teoria das filas foi aplicada a vérios tipos diferentes de situagdes
com filas de espera. Entretanto, o tipo mais freqliente de situagdo € o seguinte: uma fila de
espera Unica (que, as vezes, pode estar vazia) se forma na frente de uma Unica instalacéo de
atendimento, dentro da qual se encontram um ou mais atendentes. Cada cliente que chega
pela fonte de entradas é atendido por um dos atendentes, talvez apds algum tempo aguar-
dando nafila (fila de espera). O sistema de filas envolvido é representado na Figura 17.2.

Note que o processo de filas no exemplo ilustrativo da Se¢do 17.1 é desse tipo. A
fonte de entradas gera clientes na forma de casos de emergéncia necessitando de cuida-
dos médicos. Uma sala de emergéncias é a instalacdo de atendimento e os médicos séo
o0s atendentes.

Um atendente ndo precisa ser um Unico individuo, ele pode ser um grupo de pessoas,
por exemplo, uma equipe de manutencdo que combina forgas para realizar simultaneamen-
te 0 servico exigido para um cliente. Além disso, os atendentes ndo precisam nem mesmo
ser pessoas. Em muitos casos, um atendente pode ser, em vez disso, uma maguina, um vei-
culo, um dispositivo eletrdnico etc. Damesmamaneira, os clientes nafilade esperando pre-
cisam, necessariamente, ser pessoas. Eles poderiam, por exemplo, ser pegas aguardando por
certa operacdo a ser executada por determinado tipo de méguina ou entdo carros aguardan-
do em frente de uma cabine de pedagio.

N&o é necessario que haja, na verdade, uma fila de espera fisica formada em frente
de uma estrutura fisica que componha a instalacdo de atendimento. Os membros da fila
poderiam estar espalhados por certa &rea, esperando que um atendente chegue até eles,
por exemplo, maguinas aguardando para serem consertadas. O atendente ou grupo de
atendentes al ocados para determinada area forma a instalacéo de atendimento para aque-
la area. A teoria das filas ainda fornece o nimero médio de esperas, o tempo de espera
medio e assim por diante, pois é irrelevante se 0s clientes esperam juntos em um grupo.
A Unicaexigénciaessencial paraateoriadas filas ser aplicavel € que mudancgas no nime-
ro de clientes aguardando por dado servi¢o ocorrem da mesma forma que a situacgéo fisi-
ca descrita na Figura 17.2 (ou um equivalente legitimo) predomina

Exceto pela Secéo 17.9, todos os model os de filas discutidos neste capitulo sdo do tipo
elementar representado na Figura 17.2. Muitos desses model os supdem, além disso, que to-
dos os tempos entre chegadas sejam independentes e distribuidos de forma idéntica e que
todos os tempos de atendimento sejam independentes e distribuidos de forma idéntica. Tais
model os sdo identificados convencional mente como se segue:

Distribuicdo de tempos de atendimento
—/ —/—=""./Numero de atendentes

Distribuicdo de tempos entre atendimentos,
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® FIGURA 17.2

Um sistema de filas elementar
(cada cliente é indicado por
um C e cada atendente por
um S).

Clientes atendidos

Sistemadefilas
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Clientes atendidos

em que M= distribuicdo exponencial (markoviana), conforme descrito na Secdo 17.4,
D = distribuicdo degenerada (tempos constantes), conforme discutido na
Sec¢do 17.7,
E, = distribuico de Erlang (par&metro de forma = k), conforme descrito na
Sec¢do 17.7,
G = distribuicdo geral (qualquer distribuico arbitraria permitida),? conforme
discutido na Segdo 17.7.

Por exemplo, o modelo M/M/s discutido na Secéo 17.6 parte do pressuposto de que tanto os
tempos entre atendimentos quanto os tempos de atendimento possuem uma distribuicéo
exponencia e que o nimero de atendentes € s (qualquer inteiro positivo). O modelo M/G/1
discutido novamente na Secéo 17.7 parte do pressuposto de que os tempos entre atendimen-
tos possuem uma distribuicdo exponencial, porém ele ndo coloca nenhuma restricdo sobre
qual deve ser a distribuicdo de tempos de atendimento, ao passo que o nimero de atenden-
tes restringe-se exatamente a 1. Na Secdo 17.7, também sdo introduzidos vérios outros
model 0s que caem nesse esquema de identificaco.

Terminologia e Notacao
A menos que declarado de outra forma, serd adotado o seguinte padréo em termos de termi-
nologia e notag&o:
Estado do sistema = nimero de clientes no sistema de filas.
Comprimento da fila = nimero de clientes aguardando que o atendimento seinicie

= estado do sistema menos nimero de clientes que estdo sendo
atendidos.

N(t) = nimero de clientes no sistema de filas no instante t (t = 0).

Pn(t) = probabilidade de exatamente n clientes se encontrarem no siste-
ma de filas no instante t, dado o nimero no instante 0.

s = numero de atendentes (canais de atendimento paral€los) no siste-
ma de filas.

Quando nos referimos a tempos entre atendimentos, € conveng&o substituir o simbolo G por Gl = distribui-
¢80 independente geral.
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An = taxa média de chegada (nimero de chegadas esperado por uni-
dade de tempo) de novos clientes quando n clientes se encon-
tram no sistema.

W, = taxa média de atendimento para o sistema global (nimero de
clientes esperado completando o atendimento por unidade de
tempo) quando n clientes se encontram no sistema. Nota: w,,
representa a taxa combinada na qual todos os atendentes ocupa-
dos (agueles que se encontram atendendo clientes) completam o
atendimento.
A, i, p = ver o paragrafo a seguir.

Quando A, for uma constante para todo n, essa constante é representada por A. Quando
ataxamédiade atendimento por atendente ocupado for uma constante paratodo n = 1, essa
constante é representada por w. Nesse caso, u, = S quando n = s, isto €, quando todos os
s atendentes estiverem ocupados. Sob essas condigdes, 1/A e 1/u sdo, respectivamente, o
tempo esperado entre atendimentos e o tempo de atendimento esperado. Da mesma forma,
p = M(sw) é o fator de utilizacdo para a instalagdo de atendimento, isto €, a fragdo de
tempo esperada em que atendentes individuais se encontram ocupados, pois A/(su) repre-
senta a fracdo da capacidade de atendimento (sw) do sistema que estd sendo utilizada em
média pelos clientes que chegam ().

Também é necessdria certa notagdo para descrever resultados de estado estével. Quando
um sistema de filas comecgar a operar recentemente, 0 estado do sistema (nimero de clientes
no sistema) sera afetado enormemente pelo estado inicia e pelo tempo que passou. Diz-se que
0 sistema se encontra em uma condicao transitéria. Entretanto, apds ter decorrido um tempo
suficiente, 0 estado do sistemna se torna basi camente independente do estado inicia e o tempo
decorrido (exceto sob circunstancias incomuns).® O sistema basicamente atingiu agora uma
condicdo de estado estavel, naqua adistribuicdo probabilistica do estado do sistema perma-
nece a mesma (a distribui¢éo de estado estével ou estacionéria) ao longo do tempo. A teoria
das filas teve uma tendéncia de se concentrar em grande parte na condicéo de estado estavel,
em parte porque 0 caso transitéria € mais dificil analiticamente. Existem alguns resultados
transitéria, mas eles geralmente véo aém do escopo técnico deste livro. A notacdo indicada a
seguir supde que o sistema se encontre em uma condicdo de estado estavel:

P,, = probabilidade de exatamente n clientes se encontrarem no sistema de filas.

®©

L = ndmero de clientes esperado no sistema defilas = Z nP,.
n=0

Lq = comprimento esperado da fila (exclui clientes que est&o sendo atendidos)

=> (n— 9P,
n=s
W = tempo de espera no sistema (inclui o tempo de atendimento) para cada cliente
individual.
W = E(W).
Wq = tempo de espera nafila (exclui o tempo de atendimento) para cada cliente indi-
vidual.
W, = E(W).

RelacOes entre L, W, Lg e Wq

Suponha que A, sgjauma constante A paratodo n. Foi provado que em um processo de filas
de estado estével,

% Quando A e u s definidos, essas circunstancias incomuns s30 que p = 1, em cujo caso 0 estado do siste-

ma tende a ficar cada vez maior a medida que o tempo passa.
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L =AW

Pelo fato de John D. C. Little* ter obtido a primeira prova rigorosa, essa equagdo agumas
vezes é chamada formula de Little. Além disso, a mesma prova também demonstra que

Lg= AW,

Se A, ndo forem iguais, entéio A pode ser substituido nessas equagdes por A ataxamédia
de chegada alongo prazo. Iremos mostrar posteriormente como A pode ser determinado para
alguns casos basicos.

Suponha agora que o tempo médio de atendimento seja constante, 1/u paratodo n = 1.
Segue entdo que

W= w, +
I

Essas relagdes sdo extremamente importantes, pois elas permitem que possam ser
determinadas imediatamente todas as quatro quantidades fundamentais — L, W, Ly e W, —
assim que uma delas for encontrada analiticamente. Essa situacéo é oportuna, por que algu-
mas dessas quantidades normalmente sdo muito mais faceis de ser encontradas que outras
guando um modelo de filas é solucionado a partir de principios basicos.

17.3 EXEMPLOS DE SISTEMAS DE FILAS REAIS

Nossa descricdo de sistemas de filas na Secéo 17.2 pode parecer relativamente abstrata e
aplicavel somente a situagBes préticas muito especiais. Pelo contrario, os sistemas de filas
s80 surpreendentemente freqlientes em ampla gama de contextos. Paraampliar nossos hori-
zontes sobre a aplicabilidade da teoria das filas, iremos mencionar brevemente varios
exemplos de sistemas de filas reais que caem em diversas categorias amplas. A seguir des-
creveremos sistemas de filas em diversas empresas proeminentes (além de uma prefeitura)
e estudos de caso renomados que foram conduzidos para desenvolver esses sistemas.

Algumas Classes de Sistemas de Filas

Uma importante classe de sistemas de filas que todos nds encontramos em nossas vidas di&
rias s8o os sistemas de atendimento comercial, em que clientes externos recebem atendi-
mento de organizagBes comerciais. Muitas del as envolvem atendimento pessoa a pessoa em
um local permanente, como em uma barbearia (os barbeiros sdo os atendentes), caixas em
um banco, caixas em uma loja e uma fila de lanchonete (canais de servico em série).
Entretanto, muitas outras ndo se enquadram nessas condig¢des, como conserto de certos ele-
trodomeésticos (em que o atendente vai até o cliente), uma méaguina automatica de vendas (0
atendente € uma maquina) e um posto de gasolina (os carros so 0s clientes).

Outra classe importante é a dos sistemas de atendimento de transporte. Paraaguns
desses sistemas, 0s veiculos sd0 0s clientes, por exemplo, carros aguardando em um posto
de pedagio ou em um semaforo (o atendente), um caminhdo ou navio esperando ser carre-
gado ou descarregado por uma equipe (os atendentes) e avides aguardando para pousar ou
decolar de uma pista (o atendente). Um exemplo incomum desse tipo € o de um estaciona-
mento, onde 0s carros sao 0s clientes e as vagas, os atendentes, porém ndo ha nenhumafila,
pois os clientes que chegam v&o para outro lugar para estacionar caso a vaga esteja ocupa-
da. Em outros casos, 0s veiculos, como téxis, caminhdes de bombeiros e elevadores sdo os
atendentes.

4 LITTLE, J. D. C. A Proof for the Queueing Formula: L = AW. Operations Research, v. 9, n. 3, p. 383-387,
1961; ver também STIDHAM, JR., S. A Last Word on L = AW. Operations Research, v. 22, n. 2, p. 417-
421, 1974.
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Nos Ultimos anos, a teoria das filas provavelmente foi aplicada mais a sistemas de
atendimento interno, em que os clientes recebendo atendimento sdo internos a organiza-
¢d0. Entre os exemplos podemos citar sistemas de manipulacdo de materiais, nos quais as
unidades de manipulacdo de materiais (0os atendentes) deslocam cargas (0s clientes); siste-
mas de manutencdo, em que as equi pes de manutencdo (os atendentes) consertam maguinas
(os clientes) e estacBes de inspecdo, onde inspetores de controle de qualidade (os atenden-
tes) inspecionam itens (os clientes). InstalagBes de funcionarios e departamentos atendendo
outros funcionarios também caem nessa categoria. Além disso, méguinas podem ser vistas
como atendentes cujos clientes s8o as tarefas que estéo sendo processadas. Um exemplo
relacionado seria 0 de um laboratério de computadores, onde cada computador é visto como
0 atendente.

Héa um reconhecimento crescente hoje em dia de que ateoria das filas também pode ser
aplicada a sistemas de servicos sociais. Por exemplo, um sistema judicial € uma rede de
filas, em que os tribunais sdo instal acBes de atendimento, os juizes (ou painéis de juizes) sdo
0s atendentes e 0s processos aguardando julgamento, os clientes. Um sistema legislativo é
uma rede de filas similar, na qual os clientes sdo os projetos de lei aguardando aprovacao.
Diversos sistemas de assisténcia médica também sdo sistemas de filas. J& vimos um exem-
plo naSe¢do 17.1 (uma sala de emergéncias de um hospital), mas poderiamos também inter-
pretar ambulancias, aparelhos de raios X e camas de um hospital como atendentes em seus
préprios sistemas de filas. Similarmente, familias esperando por sistemas habitacionais de
custo baixo ou moderado ou outros servicos sociais podem ser vistos como clientes em um
sistema de filas.

Embora estas sgjam quatro classes abrangentes de sistemas de filas, elas ndo esgotam
alista. Defato, ateoria das filas comegou no inicio deste seculo com aplicacdes paraatele-
fonia (o fundador da teoria das filas, A. K. Erlang, foi funcion&rio da Cia. Telefénica
Dinarmaguesa em Copenhagen) e atelefonia ainda é uma aplicagdo importante. Além disso,
todos nds temos nossas filas pessoais — tarefas domésticas, livros a serem lidos e assim por
diante. Entretanto, esses exemplos sdo suficientes para sugerir que sistemas de filas de fato
invadem muitas éreas da sociedade.

Alguns Estudos Renomados para Desenvolver Sistemas de Filas

O prestigioso Franz Edelman Awards for Management Science Achievement € uma premia-
¢do concedida anualmente pelo Institute of Operations Research and Management Sciences
(Informs) para as melhores aplicagdes de PO do ano. Um numero bastante substancial
dessas premiagdes foi concebido a aplicacdes inovadoras da teoria das filas no desenvolvi-
mento de sistemas de filas. Descrevemos brevemente algumas dessas aplicagbes a seguir.

Um dos primeiros ganhadores (descrito na edi¢o de novembro de 1975, Parte 2, da
Interfaces) foi a Xerox Corporation. A empresaintroduziu recentemente um importante sis-
tema de cépia que estava demonstrando ser de extrema valia para seus USU&rios.
Conseqlientemente, esses clientes estavam exigindo que os técnicos de campo da Xerox
reduzissem o tempo de espera parareparar essas maguinas. Uma equipe de PO aplicou entéo
ateoriadasfilas paraestudar como melhor atender as novas exigéncias de atendimento. 1sso
resultou na substituicdo das zonas de atendimento anteriores com um técnico de campo por
zonas com trés técnicos. Essa mudanca teve um impacto drastico tanto na redugéo substan-
cial dostempos médios de espera dos clientes quanto no aumento da utilizac&o dos técnicos
de campo em 50%.

Na Secdo 3.5, descrevemos uma renomada aplicagcdo da United Airlines (edi¢go de
janeiro de 1986 da I nterfaces) que resultou em uma economiaanual de mais de US$ 6 milhdes.
Essa aplicacdo envolvia programar as escalas de 4.000 agentes de reservas e pessoal de
suporte da United em seus 11 escritorios de reservas e 1.000 agentes de atendimento a clien-
tes em seus dez maiores aeroportos. Apds determinar quantos empregados seriam necess&
rios em cada local durante cada meia hora da semana, discutimos como a programagéo
linear foi aplicada para desenvolver as escalas para todos os empregados visando atender
essas exigéncias de atendimento de forma mais eficiente. Entretanto, jamais mencionamos
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como foram estabel ecidas essas exigéncias de atendimento sobre o nimero de empregados
necessarios cada meia hora.

Agora, estamos em condi¢des de destacar que essas exigéncias de atendimento foram
determinadas aplicando-se ateoria dasfilas. Cadalocal especifico (por exemplo, os balcdes
de check-in em um aeroporto) forma um sistema de filas com os empregados sendo os aten-
dentes. Ap6s prever ataxa média de chegada durante cada meia hora da semana, foram usa-
dos model os de filas para encontrar 0 nimero minimo de atendentes que forneceriam medidas
de desempenho satisfatérias para o sistema de filas.

A L.L. Bean, Inc., a maior empresa de telemarketing e vendas por correio, baseou-se
principalmente na teoria das filas para seu renomado estudo de como alocar seus recursos
de telecomunicagdes. As informagdes do artigo, descrevendo esse estudo, se encontram na
edic8o de janeiro de 1991 da Interfaces e outros artigos dando informagdes adicionais se
encontram nas edi¢des de novembro de 1989 e de marco-abril de 1993 desse jornal. As cha-
madas tel efoni cas provenientes de seu call center parafazer pedidos sdo os clientes em um
grande sistema de filas, com os agentes de telemarketing como atendentes. As questes-
chave durante o estudo foram as seguintes.

1. Quantas linhas-tronco deveriam ser disponibilizadas para telefonemas que chegam no
call center?

2. Quantos agentes de telemarketing deveriam ser alocados em vérios horérios?

3. Quantas linhas de espera deveriam ser fornecidas para clientes aguardando um agente de
telemarketing? Note que o nimero limitado de linhas de espera faz que o sistema tenha
uma filafinita

Para cada interessante combinacdo dessas trés quantidades, model os de filas fornecem
as medidas de desempenho do sistema de filas. Dadas essas medidas, a equipe de PO ava
liou cuidadosamente o custo de vendas perdidas em razdo de alguns clientes encontrarem
linha ocupada ou serem colocados em umalinha de espera por muito tempo. Acrescentando-
se 0 custo de recursos de telemarketing, a equipe foi capaz de encontrar a combinacéo de
trés quantidades que minimiza o custo total esperado. 1sso resultou em uma economia de
custos de cerca de US$ 9 a US$ 10 milhdes por ano.

A cidade de Nova York tem uma longa e permanente tradicdo de usar técnicas de PO
em plangjar e operar muitos de seus complexos sistemas de atendimento urbanos. Iniciando
no final dos anos de 1960, estudos renomados, envolvendo a teoria das filas, foram condu-
zidos pelo seu Corpo de Bombeiros e seu Departamento de Policia. Emergéncias policiais e
de incéndio sdo os clientes nesses respectivos sistemas de filas. Subseqlientemente, impor-
tantes estudos de PO (incluindo diversos casos mais complexos envolvendo a teoria das
filas) foram conduzidos por seu Departamento Sanitario, Departamento de Transportes,
Departamento de Salide Publica, Departamento de Protecdo Ambiental, Gabinete de
Administracdo e Orcamento e Departamento de Suspensao Condicional de Penas Judiciais.
Em raz8o do sucesso desses estudos, muitos deles agora tém suas préprias equipes internas
de PO.

O renomado estudo da cidade de Nova York que iremos descrever aqui envolve seu
sistema de detencdo a acusacéo. Esse sistema € formado pelo processo iniciando na prisao
de individuos até eles serem acusados (0 primeiro comparecimento no tribunal perante um
juiz de acusacdo, que determina se houve ou ndo uma causa provavel para a prisdo). Antes
desse estudo, os detidos na cidade (os clientes em um sistema de filas) ficavam em custo6-
dia aguardando julgamento por uma média de 40 horas (eventualmente mais de 70 horas).
Esses tempos de esperas foram considerados excessivos, porque os detidos eram mantidos
em ambientes ruidosos e abarrotados de gente que eram emocional mente estressantes, insa-
lubres e muitas vezes fisicamente perigosos. Portanto, foi realizado um estudo de PO de
dois anos pararevisar o sistema. Foram empregadas tanto a teoria das filas quanto a simu-
lac&o (tema do Capitulo 20). Isso levou a mudancas operacionais e de politicas de grande
extensdo que reduziram simultaneamente o tempo médio de espera até a acusagdo a 24
horas ou menos e geraram uma economia anua de US$ 9,5 milhdes. Ver a edicdo de janei-
ro de 1993 da Interfaces para mais detal hes.
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O primeiro prémio na edicdo de 1993 foi ganho pela AT& T por um estudo que (como
0 precedente) também combinasse 0 emprego da teoria das filas e simulagéo (edicdo janei-
ro-fevereiro de 1994 da Interfaces). Os modelos de filas referem-se tanto a rede de teleco-
municagdes da AT& T quanto para o call center para clientes comerciais tipicos da AT&T.
O proposito do estudo foi o de desenvolver um sistema amigavel baseado em PC que os
clientes comerciais daAT& T podem usar para orienta-los no desenho ou redesenho de seus
call centers. Ja que os call centers formam um dos mercados de maior crescimento nos
Estados Unidos, esse sistema foi usado cerca de 2.000 vezes pelos clientes comerciais da
AT& T desde 1992. Isso resultou em uma economia superior a US$ 750 milhSes em lucros
anuais para esses clientes.

A KeyCorp € uma das maiores empresas controladoras bancérias nos Estados Unidos,
com mais de 1.300 agéncias e mais de 6.000 caixas. O renomado estudo de PO dessaempre-
sa (edicdo de janeiro de 1996 da Interfaces) concentrou-se no emprego da teoria das filas
para aumentar o desempenho do sistema de filas de cada agéncia onde os caixas atendem os
clientes. Isso resultou no desenvolvimento de um sistema de gerenciamento de exceléncia
em servigos (SEMS) para toda a empresa. Uma parte fundamental do SEMS é um sistema
de captura de desempenho que coleta dados de forma continua para cada componente dis-
creto de cada transacdo no caixa em um processo completamente automatizado. Esse siste-
ma permite a0 SEMS medir atividades das agéncias e gerar relatérios sobre os tempos de
espera dos clientes, niveis de produtividade e de competéncia dos caixas. Esses relatorios
gjudam os gerentes a programar a escala de caixas para se adequar melhor as chegadas dos
clientes. Eles também identificam oportunidades para melhorar a produtividade e o atendi-
mento fornecido pelos caixas redesenhando 0 processo de atendimento e fornecendo
padrdes de desempenho. Esses esforcos levaram a umaimensa reducéo de 53% nos tempos
médios de atendimento, uma grande melhoria nos tempos de espera por parte dos clientes e
um importante aumento no nivel de satisfagdo do cliente. Ao mesmo tempo, espera-se que
0 SEMS reduza despesas com pessoal em US$ 98 milhdes ao longo de cinco anos.

A Hewlett-Packard (HP) € um fabricante multinaciona de equipamentos el etronicos
lider de mercado. Em 1993, a empresa instalou um sistema de linha de montagem mecani-
zado para a fabricacdo de impressoras jato de tinta em seu complexo fabril em Vancouver,
Washington, para atender a explosiva demanda por tal tipo de impressora. Assim, tornou-se
aparente que o sistema instalado ndo seria suficientemente rapido ou confidvel para atender
as metas de producdo da empresa. Portanto, foi constituida uma equipe conjunta de cientis-
tas da administracdo da HP e do Massachusetts Institute of Technology (MIT) para estudar
como redesenhar 0 sistema para melhorar seu desempenho.

Conforme descrito na edicdo janeiro-fevereiro de 1998 da I nterfaces para esse célebre
estudo ganhador de premiacfes, a equipe HP/MIT rapidamente percebeu que o sistema de
linha de montagem poderia ser modelado como um tipo especial de sistema de filas no qual
os clientes (as impressoras a serem montadas) passariam por uma série de atendentes (ope-
racOes de montagem) em uma seqiiéncia fixa. Um modelo de filas especial para essetipo de
sistema gerou rapidamente os resultados analiticos que foram necessarios para determinar
como o sistema deveria ser redesenhado para alcancar a capacidade exigida da forma mais
econdmica possivel. As mudangas incluiam acrescentar maior espago de armazenagem em
pontos estratégicos para manter melhor o fluxo de trabalho a estagdes subseqiientes e para
minimizar o efeito de falhas de maguina. O novo design aumentou a produtividade em cerca
de 50% e gerou um aumento nas receitas de aproximadamente US$ 280 milhdes em vendas
de impressoras, bem como receitas adicionais de produtos secundarios. Essa aplicacdo ino-
vadora do modelo de filas especial também deu a HP um novo método para criar projetos
de sistemas répidos e eficientes posteriormente em outras areas da empresa.

Existem muitas outras aplicacdes premiadas da teoria das filas para o projeto de sis-
temas de filas, bem como inUmeros artigos adicionais descrevendo outras aplicacdes bem-
sucedidas. Entretanto, os diversos exemplos apresentados nesta se¢do felizmente Ihe
deram uma idéia dos tipos de aplicagdes gque estdo ocorrendo e do impacto que algumas
vezes eles tém.
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17.4 O PAPEL DA DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

As caracteristicas operacionais dos sistemas de filas sdo determinadas, em grande parte, por
duas propriedades estatisticas, a saber, a distribuicdo probabilistica dos tempos entre atendi-
mentos (ver “fonte de entradas’ na Segdo 17.2) e a distribuicdo probabilistica dos tempos de
atendimento (ver “Mecanismos de Atendimento” na Secdo 17.2). Parasistemas defilasreais,
essas distribui¢des podem assumir praticamente qualquer forma. A Unicarestricdo € que ndo
podem ocorrer valores negativos. Entretanto, para formular um modelo de teoria das filas
como uma representacdo do sistema real, € necessario especificar a forma assumida de cada
uma dessas distribuicdes. Para ser Util, a forma assumida deveria ser suficientemente realista
cujo modelo fornece previsdes razoaveis enquanto, a0 mesmo tempo, ser suficientemente
simples cujo modelo é matemati camente tratavel. Baseado nessas consideracoes, a distribui-
¢&o probabilistica mais importante na teoria das filas é a distribuicéo exponencial.

Suponha que uma variavel aeatdria T represente tempos entre chegadas ou tempos de
atendimento. Iremos nos referir as ocorréncias que marcam o final desses tempos — chega-
das ou finalizagdes de atendimentos — como eventos. Diz-se que essa variavel aeatoriatem
uma distribuicéo exponencial com parametro o se sua fungdo de densidade probabilistica for

_ [ae™*  parat=0
() = {0 parat <0,

conforme mostrado na Figura 17.3. Nesse caso, as probabilidades acumulativas sdo
P[T=t} =1-e ™
PT>t} =e ™

(t=0),

e o valor esperado e avaridncia de T sdo, respectivamente,

[

E(T) =—,

var(T) =

QN|,_\ Q

Quais sdo as implicagdes de se supor que T possui uma distribuicdo exponencial para
um modelo de filas? Para explorar essa questdo, examinemos seis propriedades fundamen-
tais da distribui¢8o exponencial.

Propriedade 1: f+(t) € uma funcéo estritamente decrescente det (t = 0).
Uma conseqliéncia da Propriedade 1 é que
PO=T=At} >P{t=T=t+ At}

= FIGURA 17.3
Funcdo de densidade
probabilistica para a
distribui¢do exponencial.
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para quaisquer valores estritamente positivos de At e t. Essa conseqiéncia é decorrente do
fato de que essas probabilidades so a &rea abaixo da curva f(t) ao longo do intervalo de
comprimento At indicado e a altura média da curva € menor para a segunda probabilidade
gue paraa primeira. Portanto, ndo é somente possivel, mas também relativamente provavel,
gue T assumira um pequeno valor proximo de zero. De fato,

de modo que o valor que T assume € mais provavel que sgja “pequeno’ [isto € menos da
metade de E(T)] do que “proximo” ao seu valor esperado [isto é, ndo muito além da meta-
de de E(T)], embora o0 segundo intervalo seja o dobro do primeiro.

Essa é uma propriedade razoavel para T em um modelo de filas? Se T representa temr
pos de atendimento, a resposta depende da natureza geral do atendimento envolvido, con-
forme discutido a seguir.

Se 0 atendimento necessario for basicamente idéntico para cada cliente, com o atenden-
te sempre realizando a mesma seqiiéncia de operacfes de atendimento, entdo os tempos de
atendimento reais tendem a estar préximaos do tempo de atendimento esperado. Podem ocor-
rer pequenos desvios em relacdo a média, mas normalmente em decorréncia de pequenas
variagOes na eficiéncia do atendente. Um pegueno tempo de atendimento muito longe da
meédia é praticamente impossivel, pois é preciso certo tempo minimo pararealizar as opera-
¢Oes de atendimento necessarias mesmo quando o atendente esta trabalhando em alta velo-
cidade. A distribuicdo exponencia claramente ndo fornece umaboa aproximagéo paraadis-
tribuicdo de tempos de atendimento para esse tipo de situacdo.

No entanto, considere uma situagéo na qual as tarefas especificas necessarias do aten-
dente diferem entre os diversos tipos de clientes. A natureza abrangente do atendimento
pode ser a mesma, porém o tipo especifico e o tempo de atendimento diferem. Por exem-
plo, este seria 0 caso do problema da sala de emergéncias do Hospital Municipa discutido
na Secdo 17.1. Os médicos se deparam com ampla gama de problemas clinicos. Na maio-
ria dos casos, €les podem oferecer o tratamento necessario de forma bem rapida, contudo,
eventualmente um paciente pode exigir tratamento mais intensivo. De maneira similar, cai-
xas de bancos e caixas de | ojas s80 outros atendentes desse tipo geral, em que o atendimen-
to necessario normalmente é breve, todavia, eventualmente, pode ser mais demorado. Uma
distribuicéio exponencial de tempos de atendimento seria bastante plausivel para esse tipo
de situacéo de atendimento.

Se T representar tempos entre atendimentos, a Propriedade 1 descarta situagGes nas
guais possive's clientes que se aproximem do sistema de filas tendam a adiar sua entrada,
caso vejam outro cliente que esta a sua frente. Entretanto, é totalmente consistente com o
fendmeno comum das chegadas ocorrerem “al eatoriamente”, descrito por propriedades sub-
segiientes. Portanto, quando tempos de chegada forem colocados em uma linha de tempo,
eles algumas vezes tém a aparéncia de estar concentrados com eventuais interval os grandes
separando essas concentragdes, em razdo da grande probabilidade de tempos entre atendi-
mentos pegquenos e a peguena probabilidade de tempos entre atendimentos grandes, mas um
padr&o irregular como este faz parte da aleatoriedade.

Propriedade 2: Falta de memoria.
Essa propriedade pode ser declarada matematicamente como
P{T>t+ AtOT > At} = P{T >t}
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para quaisquer valores positivost e At. Em outras palavras, a distribui¢éo probabilistica do
tempo remanescente até o evento (chegada ou término do atendimento) ocorrer € sempre a
mesma, independentemente de quanto tempo (At) ja tiver passado. De fato, 0 processo se
“esguece” de seu passado. Esse surpreendente fendmeno acontece com a distribui¢éo expo-
nencial, pois
PT>t+AT>Ag = D= ALT=t+AY

P{T > At}

P{T>t + At}
P{T > At}

e alt+Ay

= e

= eiat

P{T>1t}.

Para tempos entre atendimentos, essa propriedade descreve a situagdo corriqueira na
qual o tempo até a proxima chegada ndo sofre nenhuma influéncia de quando ocorreu a
Ultima chegada. Para tempos de atendimento, a propriedade € mais dificil de ser interpre-
tada. N&o deveriamos esperar que ela fosse respeitada em uma situagdo em que o atenden-
te tem de realizar a mesma seqliéncia fixa de operacdes para cada cliente, pois entdo um
atendimento de longa duracéo implicaria que provavelmente pouco restaria a ser feito.
Entretanto, no tipo de situacdo na qual as operacdes de atendimento necessarias diferem
entre os clientes, a declaracdo matemética da propriedade pode ser bastante realista. Para
esse caso, se um tempo de atendimento consideravel j& tivesse decorrido para um cliente,
a Unica implicacdo poderia ser que esse cliente em particular precisaria de atendimento
mais amplo que a maioria.

Propriedade 3: O minimo de diversas varidveis aeatérias exponenciais indepen-
dentes tem uma distribuicdo exponencial.

Para declarar essa propriedade matematicamente, facamos que T,, To, . . ., T,, sgjam
varidveis aeatdrias exponenciais independentes com par@metros a4, as, . . . , ap, respecti-
vamente. Facamos também que U sgjaavariavel aleatdria que admita o valor igual ao mini-
mo dos valores realmente assumidos por Ty, Ty, . .., Ty,; ist0 €,

U= min{le T2! . 'rTn}'

Portanto, se T; representar o tempo até que determinado tipo de evento ocorra, entdo U
representara o tempo até que o primeiro dos n eventos diversos ocorra. Observe agora que
paraqualquer t = 0,

PlU>1t} =P{T, >t T, >t,..., T,>1}

P{T, > tP{T,>1t} - P{T,>1}
e_alte_azt ees e‘:‘nt

n
exp <—Z ait),
i=1
de modo que U de fato tenha uma distribui¢do exponencial com parédmetro
n
a = Z Q.
i=1

Essa propriedade apresenta as mesmas implicacfes paratempos entre atendi mentos nos
model os de filas. Suponha, particularmente, que existam vérios (n) tipos diferentes de clien-
tes, porém os tempos entre atendimentos para cada tipo (tipo i) possuem uma distribuicéo
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exponencial com parametroo; (i = 1, 2, . . ., n). PelaPropriedade 2, o tempo restante a par-
tir de um instante especificado até a préxima chegada de um cliente do tipo i tem a mesma
distribuico. Portanto, fagamos que T; seja o tempo restante, medido a partir do instante que
um cliente de qualquer tipo chegue. A Propriedade 3 nos revelaentdo que U, ostempos entre
atendimentos para o sistema de filas como um todo, tem uma distribui¢do exponencial com
parametro « definido pela Ultima equacdo. Consequientemente, podemos optar por ignorar a
disting&o entre clientes e ainda ter tempos entre atendimentos exponenciais para 0 modelo
defilas.

Entretanto, as implicagbes sdo até mais importantes para tempos de atendimento em
modelos de filas com varios atendentes que para tempos entre atendimentos.
Consideremos, por exemplo, uma situagdo na qual todos os atendentes possuem a mesma
distribuicdo exponencia de tempo de atendimento com parémetro .. Para esse caso, faga-
mos que n sgja 0 nimero de atendentes atendendo no momento e fagamos que T; seja 0
tempo de atendimento remanescente para o atendentei (i = 1, 2, . . ., n), que também
possui uma distribuicdo exponencial com parémetro «; = w. Decorre entdo que U, o
tempo até o término do préximo atendimento de qualquer um desses atendentes, tenha
uma distribuicdo exponencial com parémetro @ = nw. De fato, o sistema de filas no
momento esta funcionando exatamente como um sistema com um Unico atendente no qual
tempos de atendimento tém uma distribui¢do exponencial com parametro nu. Iremos fazer
uso fregliente dessa implicac8o para analisar modelos com vérios atendentes posterior-
mente, ainda no presente capitulo.

Ao usar essa propriedade, algumas vezes também é Util determinar as probabilidades
para quais das variaveis al eatérias exponenciai s por acaso sera aquela que tem o valor mini-
mo. Vocé poderia, por exemplo, querer encontrar a probabilidade de que determinado aten-
dente j terminara de atender um cliente primeiro entre n atendentes exponenciais ocupados.
E bastante simples (ver Problema 17.4-9) demonstrar que essa probabilidade é proporcional
a0 parémetro «;. Particularmente, a probabilidade de que T; acabara sendo a menor das n
variaveis aeatdrias €

n
P{T; = U} :aj/Z aj, paaj=1,2,...,n.
i=1

Propriedade 4: Relacdo com a distribuicdo de Poisson.

Suponha que o tempo entre ocorréncias consecutivas de algum tipo particular de even-
to (por exemplo, chegadas ou términos de atendimento por parte de um atendente permanen-
temente ocupado) tenha uma distribuicdo exponencial com parédmetro a. A Propriedade 4
tem, entdo, a ver com aimplicacdo resultante sobre a distribuicdo probabilistica do nimero
de vezes que esse tipo de evento ocorre ao longo do tempo especificado. Particularmente,
facamos que X(t) seja 0 nimero de ocorréncias no instante t (t = 0), em que tempo 0 desig-
na o instante no qual comeca a contagem. A implicacéo é que

_ (at) n67 at

PIX() = n} =12 F—,

paan=0,12,...;

isto &, X(t) possui uma distribuicgo de Poisson com parémetro at. Por exemplo, comn = 0,
P{X(t) = 0} = e *,

gue é simplesmente a probabilidade da distribuicdo exponencial de que o primeiro evento
ocorra apos o tempo t. A média dessa distribuicéo de Poisson é

E{X(®)} = ot



17.4 O PAPEL DA DISTRIBUICAO EXPONENCIAL 15

de modo que o nimero esperado de eventos por unidade de tempo sgja «. Portanto, diz-se
gue « é ataxa média na qual ocorrem os eventos. Quando os eventos sdo contados de uma
forma continua, diz-se que o processo de contagem { X(t); t = 0} € um processo de Poisson
com parametro « (ataxa média).

Essa propriedade fornece informagfes Uteis sobre términos de atendimento quando
tempos de atendimento tém uma distribuicdo exponencia com parémetro u. Obtemos essa
informacdo definindo X(t) como 0 nimero de términos de atendimento alcancado por um
atendente permanentemente ocupado no tempo decorrido t, em que @« = w. Para modelos
com vérios atendentes de filas, X(t) também pode ser definido como o nimero de términos
de atendimento alcancado por n atendentes permanentemente ocupados no tempo decorrido
t, em que o = nu.

A propriedade é particularmente (til para descrever o comportamento probabilistico
das chegadas quando tempos entre chegadas possuem uma distribuicdo exponencial com
parédmetro A. Nesse caso, X(t) € o numero de chegadas no tempo decorrido t, em que a =
A é ataxa média de chegada. Portanto, as chegadas ocorrem de acordo com um processo
de entrada de Poisson com parémetro A. Tais model os de filas também s&o descritos como
supondo uma entrada de Poisson.

Diz-se que as chegadas algumas vezes ocorrem aleatoriamente, significando que elas
ocorrem de acordo com um processo de entrada de Poisson. Uma interpretacdo intuitiva
desse fendmeno é que todo periodo de duragéo fixa tem a mesma chance de ter uma chega-
da independentemente de quando ocorreu a chegada precedente, conforme sugerido pela
seguinte propriedade.

Propriedade 5: Paratodos os valores positivosdet, P{T =t + AtOT >t} = «
At, para At pegqueno.

Continuando a interpretar T como o tempo a partir do Gltimo evento de certo tipo
(chegada ou término de atendimento) até o proximo evento desse tipo, supomos que um
tempo t ja tenha decorrido sem a ocorréncia do evento. Sabemos da Propriedade 2 que a
probabilidade de que o evento va ocorrer dentro do préximo intervalo de tempo de dura-
¢ado fixa At é uma constante (identificada no préximo paragrafo), independentemente de
gqudo grande ou pequeno sejat. A Propriedade 5 vai mais além dizendo que, quando o
valor de At é pequeno, essa probabilidade constante pode ser aproximada com boa mar-
gem de aproximagdo por « At. Além disso, ao considerarmos diferentes valores peque-
nos de At, essa probabilidade é basicamente proporcional a At, com fator de proporcio-
nalidade a. De fato, o é ataxa média na qual ocorrem os eventos (ver Propriedade 4), de
modo que o nimero esperado de eventos no intervalo At seja exatamente o At. A Unica
razéo para que a probabilidade da ocorréncia de um evento va diferir ligeiramente desse
valor é a possibilidade de que ocorra mais de um evento, que tem uma probabilidade des-
prezivel quando At é pegueno.

Para verificar por que a Propriedade 5 é vadida matematicamente, note que o valor
constante de nossa probabilidade (para um valor fixo At > Q) é simplesmente

P{T=t+ AtOT >t} = P{T = At}

1—e @ At

para qualquer t = 0. Portanto, pelo fato de a expansio da série de €° para qual quer expoen-
tex ser

eX=1+x+Z—I,
n:2n'
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decorre que

® _ n
P{T=t+ AtOT > t} =1—1+am—z%
n=2 g

~ a At,  para At® pequeno,

pois os termos do somatdrio se tornam rel ativamente despreziveis para valores « At suficien-
temente pequenos.

Como T pode representar tanto tempos de atendimento como entre chegadas em mode-
los defilas, essa propriedade fornece uma aproximacdo conveniente da probabilidade de que
0 evento de interesse ocorra no proximo intervalo de tempo (At) pequeno. Uma andlise
baseada nessa aproximacao também pode se tornar exata adotando-se os limites apropriados
como At — 0.

Propriedade 6: Néo é afetada por agregacdo ou desagregacao.

Essa propriedade é rel evante basicamente para verificar que o processo de entrada € de
Poisson. Portanto, iremos descrevé-la nesses termos, embora ela também se aplique direta-
mente a distribuicdo exponencial (tempos entre atendimentos exponenciais) em virtude da
Propriedade 4.

Consideremos primeiramente a agregacdo (combinada) de diversos processos de entra-
da de Poisson em um Unico processo de entrada geral. Particularmente, suponhamos que
existam varios (n) tipos diferentes de clientes, em que os clientes de cada tipo (tipo i) che-
guem de acordo com um processo de entrada de Poisson com parametroA; (i = 1,2, ..., n).
Supondo que estes sejam processos de Poisson independentes, a propriedade diz que o pro-
cesso de entrada agregado (chegada de todos os clientes independentemente do tipo) tam-
bém deve ser de Poisson, com parametro (taxade chegada) A = A1 + A, + ... + A, Em
outras palavras, ter um processo de Poisson é ndo ser afetado por agregacao.

Essa parte da propriedade decorre diretamente das Propriedades 3 e 4. A Ultima pro-
priedade implica que os tempos entre atendimentos para clientes do tipo i possuem umadis-
tribuicdo exponencial com pardmetro A;. Para essa mesma situacdo, ja vimos para a
Propriedade 3 que elaimplica que os tempos entre atendimentos para todos os clientes tam-
bém tém de ter uma distribuicdo exponencial, com parametro A = A1 + A, + ... + A,
Usando a Propriedade 4 novamente implica entdo que o processo de entrada agregado segja
de Poisson.

A segunda parte da Propriedade 6 (“n&o ser afetado por desagregacdo”) refere-se
ao caso inverso, no qual o processo de entrada agregado (aquele obtido pela combina-
¢cao de processos de entrada para varios tipos de clientes) é conhecido como Poisson
com par@metro A, porém a questao agora se refere a natureza dos processos de entrada
desagregados (os processos de entrada individuais para os tipos de clientes individuais).
Supondo que cada cliente que chega tenha uma probabilidade p; fixa de ser do tipo i
i=1,2,...,n),com

Ai = pid e >p=1,
=1

a propriedade diz que o processo de entrada para clientes do tipo i também deva ser de
Poisson com parametro A;. Em outras palavras, ter um processo de Poisson € néo ser afeta-
do por desagregacéo.

Como exemplo da utilidade dessa segunda parte da propriedade, considere a seguin-
te situacdo. Clientes indistinguiveis chegam de acordo com um processo de Poisson com
par@metro A. Cada cliente que chega tem uma probabilidade fixa p de recusar (sair sem
ter entrado no sistema de filas), de modo que a probabilidade de entrar no sistema sgja 1

5 Mais precisamente,

o PT=t+AtOr >t}
lim At =a.
At-0
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— p. Portanto, ha dois tipos de clientes — aqueles que se recusam a entrar e aqueles que
entram no sistema. A propriedade diz que cada tipo chega de acordo com um processo de
Poisson, com parametros pA e (1 — p)A, respectivamente. Assim, utilizando o Ultimo pro-
cesso de Poisson, model os de filas que supdem um processo de entrada de Poisson ainda
podem ser usados para analisar o desempenho do sistema de filas para aqueles clientes
gue entram no sistema.

Um dos exempl os na se¢&o de Exemplos Trabalhados do CD-ROM ilustra a aplicagéo
de vérias das propriedades da distribui¢cdo exponencial apresentada nesta secao.

17.5 PROCESSO DE NASCIMENTO-E-MORTE

Os modelos de filas mais elementares partem do pressuposto de que as entradas (clientes
gue chegam) e saidas (clientes que saem) do sistema de filas ocorram de acordo com o pro-
cesso de nascimento-e-morte. Esse importante processo na teoria das probabilidades tem
aplicacbes em diversas éreas. Entretanto, no contexto da teoria dasfilas, o termo nascimen-
to corresponde a chegada de um novo cliente no sistema de filas e amorte refere-se a par-
tida de um cliente atendido. O estado do sistemano instantet (t = 0), representado por N(t),
€ 0 nimero de clientes no sistema de filas no instante t. O processo de nascimento-e-morte
descreve probabilisticamente como N(t) muda a medida que t aumenta. Em termos genéri-
cos, ela diz que nascimentos e mortes individuais ocorrem aleatoriamente, em que suas
taxas médias de ocorréncia dependem apenas do estado atual do sistema. Mais precisamen-
te, as hip6teses do processo de nascimento-e-morte s80 as seguintes:

Hipotese 1. Dado N(t) = n, adistribui¢do probabilisticaatual do tempo remanescente até
0 préximo nascimento (chegada) € exponencial com parametroA, (n =0, 1, 2,...).

Hipotese 2. Dado N(t) = n, adistribuicdo probabilisticaatual do tempo remanescente até
a préxima morte (término do atendimento) é exponencial com parémetro u, (N =1,2,...).

Hipotese 3. A varidvel aeatériada hipétese 1 (o tempo remanescente até o préximo nas-
cimento) e a variavel aleatéria da hipbtese 2 (o tempo remanescente até a préxima morte)
s80 mutuamente independentes. A proxima transi¢do no estado do processo é

n - n+ 1 (um dnico nascimento)
ou entdo
n - n—1 (umaunicamorte),

dependendo de se a primeira ou a Ultima variavel aleatéria for menor.

Para um sistema de filas, A, e u,, representam, respectivamente, a taxa média de che-
gada e a taxa média de términos de atendimento, quando existem n clientes no sistema.
Para alguns sistemas de filas, os valores de A, seréo os mesmos para todos os valores de
n e os u, também serdo os mesmos para todos os n, exceto para n muito pequeno (por
exemplo, n = 0) que um atendente se encontra ocioso. Entretanto, A, € u, também podem
variar consideravelmente com n para alguns sistemas de filas.

Por exemplo, uma das maneiras nas quais A, pode diferir para diferentes valores de n
€ 0 caso no qual vai ficando cada vez mais provavel que os possiveis clientes que chegam
Va0 se recusar (recusar-se a entrar no sistema) a medida que n aumenta. Da mesma forma,
wn pode diferir para n diferentes porque fica cada vez mais provavel que os clientes nafila
venham a desistir (sair sem serem atendidos) a medida que o tamanho da fila aumenta. Um
dos exemplos na se¢do de Exemplos Trabalhados do CD-ROM ilustra um sistema de filas
em que ocorrem tanto a recusa quanto a desisténcia. Esse exemplo demonstra entdo como
0s resultados gerais para o processo de nascimento-e-morte conduzem diretamente a varias
medidas de desempenho para esse sistema de filas.
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Analise do Processo de Nascimento-e-Morte

Em virtude das suas hipéteses, o processo de nascimento-e-morte é um tipo especia de
cadeia de Markov de tempo continuo. Ver Secdo 16.8 para uma descricdo das cadeias de
Markov de tempo continuo e suas propriedades, inclusive uma introducéo ao procedimento
gera para encontrar as probabilidades de estado estavel que serdo aplicadas no restante
desta secd0. Os model os de filas que podem ser representados por uma cadeia de Markov de
tempo continuo estdo longe de ser mais tratavel s analiticamente que qualquer outro.

Em raz8o de a Propriedade 4 para a distribuicdo exponencial (ver Secdo 17.4) implicar
gue A, € w, S30 taxas médias, podemos sintetizar essas hipéteses por meio do diagrama de
taxas mostrado na Figura 17.4. As setas nesse diagrama mostram as Unicas transi¢cdes pos-
siveis para o estado do sistema (conforme especificado pela hipétese 3) e aentrada para cada
seta fornece a taxa média para essa transi¢ao (conforme especificado pelas hipéteses 1 e 2)
guando o sistema se encontra no estado na base da seta.

Exceto para poucos casos especiais, a anadlise do processo de nascimento-e-morte é
muito dificil quando o sistema se encontra em uma condicdo transitéria. Alguns resultados
sobre a distribuicso probabilistica de N(t) foram obtidos,® mas eles s3 muito complicados
para ser de uso pratico. No entanto, é relativamente simples obter essa distribuicdo apés o
sistema ter atingido uma condicdo de estado estavel (supondo que essa condi¢cdo possa ser
alcancada). Essa obtencdo pode ser feita diretamente do diagrama de taxas, conforme des-
crito a seguir.

Considere determinado estado do sisteman (n = 0, 1, 2, . . .). Iniciando no instante 0,
suponha que sgja feita uma contagem do nimero de vezes em que o processo entra nesse
estado e o nimero de vezes em que ele deixa esse estado, conforme representado a seguir:

E.(t) = ndmero de vezes em que 0 processo entra no estado n no instante t.
L(t) = nimero de vezes em que 0 processo sa do estado n no instante t.

Como os dois tipos de eventos (entrada e saida) tém de ser alternados, esses dois niUmeros
sempre sdo iguais ou entdo diferem de uma unidade, isto €,

OEAt) — Ly()0 = 1.

Dividindo ambos os lados da equagdo por t e depois fazendo quet — o resultaem

En®) _ n(t)

’En_(t)_tn_msl
t t’ t

" portanto I|m ’
Dividindo E,(t) e L(t) por t fornece ataxa real (niUmero de eventos por unidade de tempo)
na qual esses dois tipos de eventos ocorreram e fazendo quet — « daentdo a taxa média
(nimero esperado de eventos por unidade de tempo):

= FIGURA 17.4
Diagrama de taxas para o

processo de nascimento-e-

morte.

e (S otete -at.

MBn-1 Mn+1

8 KARLIN, S.; MCGREGOR, J. Many Server Queueing Processes with Poisson Input and Exponential Service
Times. Pacific Journal of Mathematics, v. 8, p. 87-118, 1958.



17.5 PROCESSO DE NASCIMENTO-E-MORTE 19

tIim E”T(t) = taxa média na qual o processo entra no estado n.
L) . :
tI|m e taxa média na qual o processo sai do estado n.

Esses resultados conduzem ao seguinte principio basico:

Principio da Taxa que Entra = Taxa que Sai. Para qualquer estado do sisteman
(n=0,1,2,...), ataxamédiade entrada = taxa média de saida.

A equagdo expressando esse principio se chama equacado de equilibrio para o estado
n. Apos construir as equagdes de equilibrio para todos os estados em termos das probabili-
dades P, desconhecidas, podemos resolver esse sistema de equactes (além de uma equacdo
afirmando que as probabilidades devem somar 1) para encontrar essas probabilidades.

Parailustrar umaequacdo de equilibrio, considere o estado 0. O processo entranesse esta
do somente a partir do estado 1. Portanto, a probabilidade de estado estavel de se encontrar no
estado 1 (P,) representa a proporgdo de tempo que seria possivel para 0 processo entrar no
estado 0. Dado o processo se encontrar no estado 1, ataxa média de entradano estado O € ;.
Em outras palavras, para cada unidade de tempo cumulativa que o processo gasta ho estado 1,
0 nimero esperado de vezes que ele deixaria 0 estado 1 para entrar no estado 0 é w.,. De qual-
quer outro estado, essa taxa média é 0. Dessa forma, a taxa média global na qual o processo
deixa seu estado atua para entrar no estado 0 (a taxa média de entrada) é

1Py + O(1 — P1) = u4Ps.

Seguindo 0 mesmo raciocinio, ataxa média de saida tem de ser AoPp, de modo que a equa-
¢ao de equilibrio parao estado 0 é

miP1 = AgPo.

Para todos os outros estados existem duas transi ¢Bes, ambas entrando e saindo do esta-
do. Portanto, cada lado das equagdes de equilibrio para esses estados representa a soma das
taxas médias para as duas transi¢des envolvidas. Caso contrério, o raciocinio é exatamente
0 mesmo para o estado 0. Essas equacOes de equilibrio sdo sintetizadas na Tabela 17.1.

Note que a primeira equacdo de equilibrio contém duas varidvels a serem resolvidas (Py e
P,), as duas primeiras equagtes contém trés variaveis (Po, P, € P,) e assim por diante, de modo
que sempre hgja uma varidvel “extra’. Por conseguinte, o procedimento para solucionar essas
equacles é resolver em termos de uma das variaveis, sendo a mais conveniente Py. Por isso, a
primeira equacdo € usada para encontrar P, em termos de Py; esse resultado e a segunda equa-
¢80 s30 ent&o usados para encontrar P, em termos de Py; e assim por diante. No final, aexigén-
cia de que a soma de todas as probabilidades sgjaigual a 1 pode ser usada para calcular Py,

Resultados para o Processo de Nascimento-e-Morte

Aplicar esse procedimento leva aos seguintes resultados:

TABELA 17.1 Equacdes de equilibrio para o processo
de nascimento-e-morte

Estado Taxa que Entra = Taxa que Sai
0 #1P1 = AoPo
1 AoPo + 2Pz = (A1 + pa)Py
2 A1P1 + paPz = (A2 + p2)P2

n—1 An—2Pn—2 + unPn = (/\n—l + Mn—l)Pn—l
n An—1Pno1 + pn1Prrs = (0 + n)Pn
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Estado:
o P = %Po
L P, = %Pl + i(#lpl — AoPo) = %Pl = %PO
2: Py = %Pz + i(#zpz — A1P1) = %Pz = ﬁpo
-1 Ry = Ae e Py AP g = A, = dotez Ao,
R RO B By

Para simplificar a notacdo, fagcamos que

A7A7 .../\
C,= —=tn2_=0 " pyan=12...,
Mnfn—1 M1

e entdo definamos C, = 1 paran = 0. Portanto, as probabilidades de estado estavel séo
P,=C)Ps, paan=0,12,....

A exigénciade que

i Po=1
n=0

implica que

(Z cn)Po -1
n=0
de modo que

-1

(%)

Quando um modelo de filas se baseia no processo de nascimento-e-morte, de modo que
0 estado do sistema n represente o nimero de clientes no sistema de filas, as medidas de
desempenho fundamentais para o sistema de filas (L, Lq, W e W,,) podem ser obtidas ime-
diatamente apds calcular os Py, das férmulas anteriores. As definigbes de L e L, dadas na
Secdo 17.2 especificam que
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em que A é ataxa de chegada média a longo prazo. Como A, é a taxa média de chegada
enquanto o sistema se encontranoestadon(n =0, 1, 2, .. .) e P, é a proporcéo de tempo
de que o sistema se encontra nesse estado,

A= i AnPh
n=0

Diversas das expressdes dadas anteriormente envolvem somatérios com um niimero de
termos infinito. Felizmente, esses somatorios possuem solugdes analiticas para um ndmero
de interessantes casos especiais’, conforme visto na proxima se¢do. Caso contrério, eles
podem ser aproximados somando-se um nimero finito de termos via computador.

Esses resultados de estado estavel foram obtidos sob a hipétese de que os parametros
An € u, tenham valores tais que o processo possa realmente alcancar a condicéo de estado
estével. Essa hipGtese sempre é vadlidase A, = 0 para algum valor de n maior que o estado
inicial, de modo que segjam possiveis somente um nimero de estados finito (aquel es menores
que esse n). Ela sempre é valida quando A e u sdo definidos (ver “ Terminologia e Notaggo”
na Secdo 17.2) ep = Ml(sw) < 1. Elando évdlidase 37—, C, =c.

A Secdo 17.6 descreve varios modelos de filas que sdo casos especiais do processo de
nascimento-e-morte. Portanto, os resultados de estado estével gerais que acabamos de dar
nos retangul os seréo usados repetidamente para obter resultados de estado estavel especifi-
Cos para esses model 0s.

17.6 MODELOS DE FILAS BASEADOS NO PROCESSO DE
NASCIMENTO-E-MORTE

Como cada uma das taxas médias Ao, Ay, . . . € w1, Mo, . . . para 0 processo de nascimento-
e-morte pode receber qualquer valor ndo-negativo, temos grande flexibilidade na modela
gem de um sistema de filas. Provavelmente os modelos mais usados na teoria das filas se
baseiam diretamente nesse processo. Em virtude das hip6teses 1 e 2 (e a Propriedade 4 para
a distribuicdo exponencial), diz-se que esses modelos possuem uma entrada de Poisson e
tempos de atendimento exponenciais. Os modelos diferem somente em suas hipéteses
sobre como A, e w, mudam com n. Apresentamos trés desses model os nesta se¢do para trés
tipos importantes dos sistemas de filas.

Modelo M/M/s

Conforme descrito na Secéo 17.2, 0 modelo M/M/s parte do pressuposto de que todos os
tempos entre atendimentos sejam distribuidos de forma independente e idéntica de acordo
com uma distribuicdo exponencial (isto €, o processo de entrada é de Poisson), que todos
os tempos de atendimento sgjam distribuidos de forma independente e idéntica de acordo
com outra distribuicdo exponencial e que o nimero de atendentes seja s (qualquer inteiro
positivo). Conseqlientemente, esse modelo € simplesmente o0 caso especia do processo de
nascimento-e-morte em que a taxa média de chegada e a taxa média de atendimento por
atendente ocupado do sistemade filas sGo constantes (A e w, respectivamente) independen-
te do estado do sistema. Quando o sistema tem apenas um Unico atendente (s = 1), aimpli-
cagdo é que 0S parametros para 0 processo de nascimento-e-morte séo A, = A (n =0, 1, 2,
.)eun=pu(n=12...). O diagrama de taxas resultante € mostrado na Figura 17.5a.

7 Essas solugBes se baseiam nos seguintes resultados conhecidos para a soma de qualquer série geométrica:

N+1
n_1-X
1-x "'

Mz

X para qualquer x # 1,

>
Il
o

se [XO< 1.

8
><3
Il
3
-

>
Il
o
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Entretanto, quando o sistema tem varios atendentes (s > 1), u, Nd0 pode ser expresso
dessa forma t&o simples. Tenha em mente que w,, representa a taxa média de términos de
atendimento para o sistema de filas global quando existem n clientes atualmente no sistema.
Quando a taxa média de atendimento por atendente ocupado for u, a taxa média de térmi-
nos de atendimento global paran atendentes ocupados deve ser nu.. Portanto, w, = np quan-
don = s, a0 passo que u, = Sp quando N = s de modo que todos os s atendentes estejam
ocupados. O diagrama de taxas para esse caso € mostrado na Figura 17.5b.

Quando su excede a taxa média de chegada A, isto €, quando

A
=—<
P~ s 1,

um sistema de filas que se gjusta a esse modelo vai, finalmente, atingir uma condi¢éo de
estado estével. Nessa situacdo, os resultados de estado estavel obtidos na Se¢do 17.5 para o
processo de nascimento-e-morte geral sdo diretamente aplicavels. Entretanto, esses resulta-
dos simplificam consideravelmente para esse modelo e levam a expressfes de forma fecha
dapara Py, L, L, e assim por diante, conforme mostrado a segui.

Resultados para o Caso com um Unico Atendente (M/M/1). Paras = 1, osfato-
res C,, para 0 processo de nascimento-e-morte se reduz a

)\ n
Cn=<;) =p", paan=20,12,...

Portanto,

P = p"Po, paan=0,12,...,

em que
o= (2 >
n=0
_ (1
1-p
=1-p.
® FIGURA 17.5 (a) Caso comumunico atendente (s=1) Ay = A, paran=20,1,2, ..

Diagramas de taxas para o
modelo M/M/s.

Bn = K paan=1,2, ..

A A A A A A
Esado: (0 (19 (2 (8 - (n-2y (n-13 (] (n+1)
W W 18 W W 10

(b) Caso comvériosatendentes(s>1) A= A, paan=0,12, ..

nw, paran=12 ..,S
Sp, paran=s,s+1,..

M u

(S - 1)u

Hn =
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Portanto,
Pn=(1 - p)p", paan=0,1,2,....

Consegiientemente,
L=> nl-p)p"
n=0

=a—m2%mw

n=0

= (1—p)pd—1(§09”)
=(1—p)pd—1(1flp)
__p __A

1-p w—AX

De forma similar,

Ly = Zl (n— P,

L —1(1 — Pg)
)\2

e = A)

Quando A = u, de modo que a taxa média de chegada exceda a taxa média de atendi-
mento, a solucdo anterior “estoura’ (pois 0 somatério para calcular Py diverge). Para esse
caso, afila“explodirid’ e cresceria sem limites. Se o sistema de filas iniciar operagdo sem
nenhum cliente presente, o atendente poderia ser bem-sucedido suportando os clientes que
chegam ao longo de um curto periodo, mas isso € impossivel no longo prazo. Mesmo quan-
do A = w, o nimero de clientes esperado no sistema de filas cresce lentamente sem limites
ao longo do tempo, pois, embora um retorno temporério para nenhum cliente presente sem-
pre é possivel, as probabilidades de nimeros imensos de clientes presentes se torna signifi-
cativamente maior ao longo do tempo.

Supondo novamente que A < w, agora podemos obter a distribuicdo probabilistica do
tempo de espera no sistema (portanto, incluindo tempo de atendimento) W' para uma chega-
da aeatdria quando a disciplina da fila é aquela na qual os primeiros que chegam serdo os
primeiros a ser atendidos. Se essa chegada encontrar n clientes j& no sistema, entdo a che-
gada terd de esperar ao longo dos n + 1 tempos de atendimento exponenciais, inclusive o
seu proprio. Para o cliente que esta sendo atendido no momento, relembre-se da proprieda-
de de falta de memodria para a distribuic¢do exponencia discutida na Se¢do 17.4. Portanto,
facamos que T4, Ty, . . . Sgjam as variaveis a eatdrias de tempo de atendimento independen-
tes tendo uma distribuicdo exponencial com pardmetro u, e fagamos que

S+1=Ta+To+ . +Thy g, paan=0,12...,

de modo que S, ; representa o tempo de espera condicional dado n clientes ja no sistema.
Conforme discutido na Se¢o 17.7, S,.1 é conhecido por ter uma distribuicio de Erlang.®
Em virtude de a probabilidade de que a chegada aleatdria va encontrar n clientes no sistema
ser P, decorre que

PO >t = PoP{Sha> 1),
n=0

8  Fora do &mbito da teoria das filas, essa distribuigéo é conhecida como distribuicio gama.
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gue reduz ap6s manipulacdo considerével (ver Problema 17.6-16) para
P{W >t} =e *@ Pt parat=0.

A conclusdo surpreendente é que W tem uma distribuicéo exponencial com paréametro
n(1 — p). Logo,

W= E(W) = —-*

w(l - p)
_ 1
m— A

Esses resultados incluem tempo de atendimento no tempo de espera. Em alguns con-
textos (por exemplo, o problema da sala de emergéncias do Hospital Municipal), o tempo de
espera mais relevante é logo antes de o0 servico comecar. Portanto, considere o tempo de
espera na fila (assim, excluindo o tempo de atendimento) W, para uma chegada aleatoria
guando a disciplina dafilafor aguela em que os primeiros que chegam seréo 0s primeiros a
ser atendidos. Se essa chegada ndo encontrar nenhum cliente ja no sistema, entdo a chega
da serd atendida imediatamente, de modo que

P{Wy=0} =Po=1-p.
Se, ao contrario, essa chegada encontrar n > 0 clientes ja na fila, entdo a chegadatem de

esperar por n tempos de atendimento exponenciais até que seu atendimento comece, de
forma que

W%>ﬂ=ifﬁﬁ>ﬂ

= ; (1 - p)p"P{S, >t}

=p> PP{S1>1
n=0
= pP{W >t}
=pe *IPt naat=0.

Note que W néo tem nenhuma distribuicéo exponencial, pois P{ Wy = 0} > 0. Entretanto,
adistribui¢&o condicional de W, dado que Wy > 0, tem uma distribuicéo exponencia com
parémetro w(1 — p), assim como W', pois

P>t

P{Wg > tOW, > 0} ZW—

e A=At parat = 0.

Obtendo a média da distribuicéo (incondicional) de Wy (ou aplicando Ly = AW, ou
entdio W, = W — 1/u),

A
W, = E(W) = —/—————-
o= B = —n
Caso queira ver um exemplo que aplique o modelo M/M/1 para determinar que tipo de
equipamento de manipulagdo de materiais uma empresa deveria comprar, existe um na se¢do
de Exemplos Trabalhados do CD-ROM.

Resultados para o Caso com Varios Atendentes (s > 1). Quando s > 1, os fato-
res C, ficam
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A /)"

ol paan=12...,s

Ch=

paan=ss+1,....

st \su) &S

M( A ) _ "

Conseqiientemente, se A < sy [de modo que p = A/(sw) < 1], entdo

o [1 5 00 0475 4]

=1 / { ()\/M) (Agk)s — )%/(SM)}

em que o termo n = 0 no Ultimo somatorio resulta no valor correto igual a 1 em decorrén-
ciadaconvencdo que n! = 1 quando n = 0. Esses fatores C,, também resultam em

n
-%PO se0=n=s
AMp)"
g!;‘QSPO

P, =

sen=s.

Além disso,

[\]8

Ly = (n— 9P,

>
Il

s

I
.MS

Il
o

j I:>s+j

by
( S/:L) W) ip,

I

Il
o

lw)® <
= O(Asllk)pz p(J)

S

j=0

a8

Po(\1)% .
i1 - p)*

A

A Figura 17.6 mostra como L muda com p para varios valores de s.

O método com um Unico atendente para encontrar a distribuicéo probabilistica dos tem-
pos de espera também pode ser estendido para o caso com Véarios atendentes. Isto resulta’
(parat = 0) em

® Quandos—1-— A/u =0, (1— e HE1Muy(s— 1 — Au) deveria ser substituido por ut.
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= FIGURA 17.6
Valores para L para o modelo
M/M/s (Segao 17.6).

NUmero esperado de clientes em estado estavel no sistema

LA
100:
] _
— /
10 ” /fé%
= = ]
- e
— ot ] 7
I / 6//\’\?:/ ?¢ / /
n / / 6/‘/6/ / — /
] g
10 ///:/;’5?/
SN/ g
- ?
>
01 -
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Fator de utilizagdo p= %

P{W >t} = e“‘[

sl - p)

1+ Po(Mw)® ( 1 — @ Mls—1-Ap)

S )

P{Wy >t} = (1 — P{W, = 0})e =AY

em que

s—1
P{Wy=0} = > P
n=0

As férmulas anteriores para as véarias medidas de desempenho (inclusive P,,) relativa-
mente impdem calculos manuais. Entretanto, o arquivo em Excel para este capitulo no
Courseware de PO inclui um gabarito em Excel que realizatodos esses cal cul os simultanea

mente para quaisquer valores det, s, A e u que vocé queira, desde que A < su.

Se A = su, de modo que a taxa média de chegada exceda a taxa média de términos de
atendimento méxima, entdo afila cresce sem limites, de maneira que as solugdes de estado

estavel anteriores ndo se aplicam.



17.6  MODELOS DE FILAS BASEADOS NO PROCESSO DE NASCIMENTO-E-MORTE 27

Exemplo do Hospital Municipal com o Modelo M/M/s.  Parao problemadasalade
emergéncias do Hospital Municipal (ver Secdo 17.1), 0 administrador concluiu que os casos
de emergéncia chegam, em sua maioria, de forma aleatdria (um processo de entrada de
Poisson), de modo que os tempos entre atendimentos possuem uma distribui¢cdo exponen-
cial. Ele também concluiu que o tempo gasto por um médico tratando 0s casos segue, apro-
ximadamente, uma distribuicdo exponencial. Assim, ele optou pelo modelo M/M/s para um
estudo preliminar desse sistema de filas.

Projetando para 0 ano que vem os dados disponiveis para o turno do inicio da noite, ele
estima que os pacientes chegardo em umataxamédia de 1 a cada 1/2 hora. Um médico pre-
cisa em média de 20 minutos para atender cada paciente. Portanto, com uma hora sendo a
unidade de tempo,

1_ % hora por cliente

N
e

1 1 .

w3 hora por cliente,
de modo que

A = 2 clientes por hora
e

w = 3 clientes por hora.

As duas alternativas consideradas so para continuar a ter apenas um médico durante esse
turno (s = 1) ou ent&o disponibilizar um segundo médico (s = 2). Em ambos os casos,

A
-2 g
P s

de forma que o sistema deveria aproximar-se de uma condi¢do de estado estével. Na verda-
de, como A é ligeiramente distinto durante outros turnos, o sistema jamais atingira realmen-
te uma condicdo de estado estavel, porém o administrador acha que os resultados de estado
estavel fornecerdo uma boa aproximacdo. Portanto, as equacdes anteriores sdo usadas para
obter os resultados mostrados na Tabela 17.2.

Com base nesses resultados, ele concluiu provisoriamente que um Unico médico seria
inadequado para o préximo ano para fornecer os cuidados rel ativamente imediatos necess&
rios para uma sala de emergéncias de um hospital. Veremos adiante (Se¢éo 17.8) como ele
chegou a essa conclusdo aplicando outro modelo de filas que fornece uma representacdo
melhor do real sistema de filas de maneira crucial.

Para mais um exemplo da aplicagdo do modelo M/M/1 consulte a se¢cdo de Exemplos
Trabalhados do CD-ROM, em que a quest&o nesse caso € se trés empregados em uma lan-
chonete deveriam trabalhar juntos funcionando como um Unico atendente rapido ou entdo
separadamente como trés atendentes consideravel mente lentos.
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TABELA 17.2 Resultados de estado estavel do modelo M/M/s
para o problema do Hospital Municipal

s=1 s=2
2 1
P 3 3
1 1
o 3 2
2 1
P 9 3
1/2\n 1\"
P, paran=2 §<§) <§>
4 1
La 3 12
3
L 2 7
2 1
W, 3 hora 27 hora
w 1 hora % hora
P{Wg > 0} 0.667 0.167
P{“Wq > %} 0.404 0.022
P{Wy > 1} 0.245 0.003
3 —t 1 4
P{Wg >t} 3¢ 6t
P{W >t} et %9‘3‘(3 -e™

Variante de Fila Finita do Modelo M/M/s (Denominado Modelo
M/M/s/K)

M encionamos na discusséo sobre filas na Se¢do 17.2 que os sistemas de filas al gumas vezes
tém uma fila finita, isto € 0 nimero de clientes no sistema ndo pode ultrapassar algum
nimero especificado (representado por K) de modo que a capacidade da fila é K — s.
Qualquer cliente que chegue enquanto a fila estiver “cheia’ ndo pode entrar no sistema e,
portanto, sai para sempre. Do ponto de vista do processo de nascimento-e-morte, a taxa
meédia de entrada no sistema se torna zero nesses momentos. Portanto, a Gnica modificacéo
necessaria no modelo M/M/s para introduzir uma filafinita € alterar os parémetros A, para

A paan=0,1,2 ..., K—-1
An=10 paran = K.

Como A, = 0 paraaguns valores de n, um sistema de filas que se ajusta a esse modelo sem-
pre va finalmente atingir uma condicdo de estado estével, mesmo quando p = A/su < 1.

Esse modelo é chamado comumente M/M/S/K, em que a presenca do quarto simbolo o
distingue do modelo M/M/s. A Unica diferenca na formulago desses dois modelos é que K
é finito para 0 modelo M/M/9K e K =co para 0 modelo M/M/s.

A interpretacdo fisica usual para 0 modelo M/M/s/K é que existe apenas uma sala de
espera limitada que acomodard um méximo de K clientes no sistema. Por exemplo, para o
problema da sala de emergéncias do Hospital Municipal, esse sistema na verdade teria uma
fila finita se houvesse apenas K leitos para os pacientes e se a politica fosse a de enviar
pacientes que chegam para outro hospital toda vez que ndo houvesse leitos vazios.

Outra interpretacdo possivel é que os clientes que chegam sairdo e “procurardo outro
caminho” todavez que eles encontrarem muitos clientes (K) a suafrente no sistema, poiseles
N30 esto propensos a esperar muito nessa fila. Esse fendmeno de recusa € bastante comum
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em sistemas de atendimento comerciais. Entretanto, existem outros model os disponiveis (por
exemplo, ver Problema 17.5-5) que se encaixam ainda melhor nessa interpretaco.

O diagrama de taxas para esse modelo é idéntico aquele mostrado na Figura 17.5 para
0 modelo M/M/s, exceto que ele para com o estado K.

Resultados para o Caso com um Unico Atendente (M/M/1/K). Paraesse caso,

L)n= n paan=0,1, 2 K
Cn: I.L p 1 3 &y s sy

0] paran > K.

Portanto, para p#1,'°

1
Pp=—
° " 3K o W)
_ 1/ 1_ ()\/[.L)K+l
1-Mu
e
de modo que
__1-p _
Pn—lipK_'_lp, paran—O,l,2,...,K.
Portanto

1_p i 1_pK+l
1— pK+lp dp 1— p
(KD + Kptt 41
P (1= p D2 - p)
__p K+ Dt
1-p 1— pK+1 :

Como de praxe (quando s = 1),
Lg=L— (1 - Po).

Observe que os resultados anteriores ndo precisam que A < w (isto €, que p < 1).

Quando p < 1, pode ser verificado que o segundo termo na expresséo final paraL con-
verge para0 amedida que K - o, de forma que todos os resultados anteriores de fato con-
virjam para os resultados correspondentes ao modelo M/M/1, mostrado anteriormente.

As distribui¢des de tempos de espera podem ser obtidas usando-se 0 mesmo raciocinio
daguele para o0 modelo M/M/1 (ver Problema 17.6-27). Entretanto, ndo sdo obtidas expres-
sbes simples nesse caso, de modo que € necessario 0 emprego de computador para efetuar

0 gep=1entdoP,= UK + L) paan=0,1,2,...,K,demodo quelL = K/2.
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os célculos. Felizmente, embora L # AW e Lq # AW, para 0 modelo atual, pois A, néo &
igual paratodo n (ver o final da Se¢éo 17.2), os tempos de espera previstos para clientes
entrando no sistema ainda podem ser obtidos diretamente das expressdes dadas no final da
Secdo 17.5:

L L
W==,  Wy=—,
A A
em que
A= AP
n=0
K—-1
=" AP,
n=0

Resultados para o Caso com Varios Atendentes (s > 1). Como esse modelo ndo
permite mais que K clientes no sistema, K é o nimero maximo de atendentes que poderia
ser usado. Portanto, suponha que s = K. Nesse caso, C,, se torna

E,(%’!’“)n paan=0,1,2...,s
Cf%%ﬁ(?—ﬂ)"lgg)z paan=s,s+1,...,K
paran > K.
Portanto,
B(AQ!L)HPO paan=1,2,...,s
P = E%’Q:Po paan=ss+1,...,K
EO paran > K,
em que
s K n—s
o[5S ()]

Essas férmulas continuam a usar a convencgéo de que n! = 1 quando n = 0.
Adaptando a derivada de L, para 0 modelo M/M/s a esse caso resulta em

Po(M w)® _ _
L= g 11— e - (- 9 - )
em que p = A/(sw).* Pode se provar que
s—1 s—1

L=> nPy+Lg+g1-> Pn>.
n=0

n=0 =

11 Sep = 1, é necessrio aplicar duas vezes a regra de L’ Hopital a essa expressio para Ly Caso contrario, to-

dos esses resultados com vérios atendentes seréo validos para todo p>0. A raz&o para que esse sistema de fi-
las consiga atingir uma condigdo de estado estavel mesmo quando p = 1 éque A, = 0 paran = K, de modo
que o nimero de clientes no sistema ndo possa continuar a crescer indefinidamente.
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E W e W, séo obtidos desses val ores exatamente como mostrado para o caso com um Unico
atendente.

O arquivo Excel para este capitulo inclui um gabarito em Excel para calcular as medi-
das de desempenho dadas anteriormente (inclusive P,)) para esse modelo.

Um caso especial interessante desse modelo € aquele no qual K = s de maneira que a
capacidade dafilasgjaK — s = 0. Nesse caso, clientes que chegam quando todos os aten-
dentes estdo ocupados sairéo imediatamente e serdo perdidos para o sistema. |sso ocorre-
ria, por exemplo, em uma rede telefénica com s linhas-tronco de modo que agueles que
telefonassem receberiam um sinal de ocupado e desligariam quando todas as linhas-tronco
estivessem ocupadas. Esse tipo de sistema (um “sistema de filas’ sem nenhumafila) é cha-
mado sistema de perda de Erlang, pois ele foi estudado pela primeiravez no inicio do século
XX por A. K. Erlang, um engenheiro de tel ecomunicagBes dinamarqués que é considerado
o criador da teoria das filas.

Hoje é comum para o sistema telefénico em um call center fornecer algumas linhas-
tronco extras que col ocam a pessoa que fez a chamada em espera, porém, outras pessoas que
ligarem depois disso poderdo encontrar as linhas ocupadas (sinal de ocupado). Um sistema
destes também se gjusta a esse modelo, no qual (K —s) é o nimero de linhas-tronco extras
gue colocam a pessoa que fez a chamada na espera. Um dos exempl os na se¢do de Exemplos
Trabalhados do CD-ROM ilustra a aplicacédo desse modelo para um sistema destes.

Variante da Populacéao Solicitante Finita do Modelo M/M/s

Suponha agora que o Unico desvio do modelo M/M/s sgja que (conforme definido na
Secdo 17.2) afonte de entradas seja limitada, isto é, o tamanho da populagdo solicitante
é finito. Para esse caso, fagcamos que N represente o tamanho da populacdo solicitante.
Assim, quando o nimero de clientes no sistema defilasforn (n =0, 1, 2, . .., N), exis-
tirdo apenas N — n possiveis clientes restantes na fonte de entradas.

A aplicacdo maisimportante desse modelo foi ado problema do conserto de méaguinas,
no qual um ou mais técnicos de manutencéo recebem o encargo de manter em operacéo
certo grupo de N maquinas reparando cada uma que quebrar. O exemplo dado no final da
Secdo 16.8 ilustra essa aplicacdo quando os procedimentos gerais para solucionar qualquer
cadeia de Markov de tempo continuo s&o usados em vez das férmulas especificas disponi-
Vels para o processo de nascimento-e-morte. A equipe de manutencéo é considerada como
atendentes individuais no sistema de filas se eles trabalharem individualmente em diferen-
tes tipos de méquinas, ao passo que toda a equipe € considerada um Unico atendente se 0s
membros da equipe trabal harem juntos em cada méaquina. As maguinas constituem a popu-
lacdo solicitante. Cada uma delas é considerada um cliente no sistema de filas quando se
encontrar quebrada aguardando ser reparada, ao passo que ela se encontra fora do sistema
de filas enquanto ela estiver operacional.

Note que cada membro da populagdo solicitante alterna entre estar dentro eforado sis-
tema de filas. Portanto, o andlogo do modelo M/M/s gque se enquadra nessa situacdo supbe
gue o tempo fora de cada membro (isto €, o tempo decorrido entre deixar o sistema até retor-
nar da préxima vez) tem uma distribuicdo exponencial com parédmetro A. Quando n dos
membros estiverem dentro e, portanto, N — n membros estiverem fora, a distribui¢cdo pro-
babilistica atual do tempo restante até a proxima chegada ao sistema de filas € a distribui-
¢80 do minimo dos tempos fora restantes para os Ultimos N — n membros. As Propriedades
2 e 3 paraadistribui¢cdo exponencial implicam que essa distribuicdo tem de ser exponencial
com pardmetro A, = (N — n)A. Assim, esse modelo € simplesmente o caso especia do pro-
cesso de nascimento-e-morte que tem o diagrama de taxas mostrado na Figura 17.7.

Como A, = O paran = N, qualquer sistema de filas que se gjuste a esse modelo acaba-
ra finalmente atingindo uma condi¢&o de estado estavel. Os resultados de estado estavel dis-
poniveis sdo sintetizados a seguir:

Resultados para o Caso com um Unico Atendente (s = 1). Quandos= 1, 0sC"
fatores na Secdo 17.5 reduzem-se a
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(a) Caso com um Unico atendente (s = 1) !(N — N)A, paan=0,1,2,.., N
(0} paran =N

Pn = W, paran=1,2, ...

A=

NA (N— DA - (N=n+2x (N—n+ D\

A
Esaco: @ (1) (D) - (n-23 {n-iy M) -
W [ W W W

(b) Caso com vérios atendentes (s > 1) l(N — N)A, paan=0,1,2,..,N

Ap =

(0 paran =N
_ {nu, paran=12,..5s
Hn ™ [ sp, paran=ss+ 1, ..
m FIGURA 17.7 NA (N — Dr (N - s+ 2))\ (N —s+ D

A
Diagramas de taxas para
uma variagdo de populagéo Estado: 0‘0‘9
solicitante finita do modelo 2 (s _ 1) S

M/M/s. v " "

C, = E\‘(N—l) "-(N—n+1)(%>n=ﬁ<%>n paran = N
0]

paran > N,

para esse modelo. Portanto, usando novamente a convencéo de que n! = 1 quando n = 0,

Po = 1/2 [(N - n)! <A)]

_ N /A _ _
P”_(N_n)!<M) Po, sen=1,2,...,N;
N
Lq = Z (n_ 1)Pn1
n=1

gue pode ser reduzida a

At p .
Ly =N—"——"(1—Po);

N
L => nPh=Lg+1-Pg

A= i Z — AP, = A(N — L).
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Neste ponto, vocé poderia achar Util retornar ao exemplo no final da Secdo 16.8,
pois aquele exemplo se encaixa perfeitamente nesse modelo de caso com um Unico aten-
dente. Particularmente, N = 2, A = 1 e u = 2 paraaguele exemplo, de modo que Py = 0,4,
P, = 04, P, = 0,2 e assim por diante.

Resultados para o Caso com Varios Atendentes (s > 1). ParaN=s> 1,

0 N! A\
E(N—n)'n'( ) paan=0,1,2,...,s
o= Ny _
E(N—n)!s!s“‘s(,u> paan=s,s+1,...,N
to paran > N.
Portanto,
N! A
Dm( )Po se0=n=s
N VR
JN—n)isls™ (,L)PO ses=n=N
(o sen> N,
em que
P—1 s—1 N N A\
oS w2 e
Finamente,

N
Lg=> (n— 9P,

n=s

s—1 s—1
L=> nPn+Lq+s(1—Z Pn),
n=0 =
que entdo resulta em W e W, pelas mesmas equagdes como no caso com um Unico atendente.
O arquivo Excel para este capitulo inclui um gabarito em Excel pararealizar todos os
célculos anteriores.
Estéo disponiveis também tabelas extensas de resultados computacionais™ para esse
model o tanto para 0 caso com um Unico atendente como para aguel e com varios atendentes.
Para ambos os casos, foi demonstrado™ que as férmulas anteriores para P, e P (e,
portanto, para Lq, L, W e W) também sfo validas para uma generalizagdo desse modelo.
Particularmente, podemos eliminar a hipotese de que os tempos gastos fora do sistema de
filas pelos membros da populacdo solicitante possuam uma distribuicdo exponencial,
embora isso tire 0 modelo fora do escopo do processo de nascimento-e-morte. Desde que
esses tempos sejam distribuidos identicamente com média 1/A (e a hipétese dos tempos de
atendimento exponenciais ainda € valida), esses tempos fora podem ter qualquer distribui-
¢do probabilistical

12 PECK, L. G.; HAZELWOOD, R. N. Finite Queueing Tables. Nova York: Wiley, 1958.
13 BUNDAY, B. D.; SCRATON, R. E. The G/IM/r Machine Interference Model. European Journal of Opera-
tional Research, v. 4, p. 399-402, 1980.
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17.7 MODELOS DE FILAS ENVOLVENDO DISTRIBUICOES
NAO-EXPONENCIAIS

Como todos os modelos de teoria das filas na se¢do anterior (exceto para uma generaliza
¢a0) se baseiam no processo de nascimento-e-morte, tanto os tempos entre chegadas quan-
to os tempos de atendimento precisam ter distribuicdes exponenciais. Conforme discutido
na Secdo 17.4, esse tipo de distribuicdo probabilistica possui muitas propriedades conve-
nientes para teoria das filas, mas ele fornece uma adequacdo razoavel para apenas certos
tipos de sistemas de filas. Em particular, a hipdtese dos tempos entre atendi mentos exponen-
ciais implica que as chegadas ocorrem aleatoriamente (um processo de entrada de Poisson),
gue € uma aproximagado razoavel em muitas situagdes, mas nao para o caso em que as che-
gadas sdo cuidadosamente programadas ou reguladas. Além disso, a distribuicdo de tempo
de atendimento real freqlientemente se desvia muito da forma exponencial, particularmente
guando as exigéncias de atendimento dos clientes sdo bastante similares. Portanto, é impor-
tante ter disponivel outros modelos de filas que usem distribuicBes aternativas.

Infelizmente, a andlise matematica dos model os de filas como distribuicbes ndo-expo-
nenciais € muito mais dificil. Entretanto, foi possivel se obter alguns resultados Uteis para
alguns desses modelos. Essa andlise esté fora do escopo deste livro, porém, nesta segdo, ire-
mos fazer um resumo dos model os e descrever seus resultados.

Modelo M/G/1

Conforme introduzido na Secéo 17.2, 0 modelo M/G/1 parte do pressuposto de que o siste-
ma de filas tem um Unico atendente e um processo de entrada de Poisson (tempos entre
atendimentos exponenciais) com uma taxa média de chegada fixa, A. Como de praxe, suple-
se gue os clientes tenham tempos de atendimento independentes com a mesma distribuicéo
probabilistica. Entretanto, ndo é imposta nenhuma restricao de como deve ser essa distribui-
¢do de tempos de atendimento. Na realidade, € necessario apenas conhecer (ou estimar) a
média 1/u. e avariancia o dessa distribuico.

Qualquer sistema de filas desses pode finalmente atingir uma condicdo de estado esta-
vel se p = Alu < 1. Os resultados de estado estavel™ prontamente disponiveis para esse
modelo geral sdo os seguintes:

Pozl_p,
. :)\2(72+p2
T 21-p)
L =p+Lg
Lq
W=~
1
W = + —.
Vet

Considerando a complexidade envolvida na andlise de um modelo que permita qualquer dis-
tribuicdo de tempo de atendimento, é incrivel que umaférmulatéo simples possa ser obtida
para L. Essaformulaéum dos resultados mais importantes na teoria das filas em razéo de
sua facilidade de uso e o predominio de sistemas de filas M/G/1 na prética. Essa equacéo
para Lq (ou seu equivalente para W;) € comumente chamada formula de Pollaczek-
Khintchine, em homenagem aos dois pioneiros no desenvolvimento da teoria das filas que
obtiveram a férmula no inicio dos anos 30.

14 Existe também uma férmula de recursdo para calcular a distribuicio probabilistica do nimero de clientes no
sistema; ver HORDIJK, A.; TIIMS, H. C. A Simple Proof of the Equivalence of Limiting Distribution of the
Continuous-Time and the Embedded Process of Queue Size in the M/G/1 Queue. Satistica Neerlandica,
v. 36, p. 97-100, 1976.
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Para qual quer tempo de atendimento esperado fixo, 1/, note que L, L, W, € W aumen-
tam & medida que o é aumentado. Esse resultado é importante, pois ele indica que a regu-
laridade do atendente tem uma importante relagcdo com o desempenho dainstalacéo de aten-
dimento — n&o apenas a velocidade média do atendente. Esse ponto-chave é ilustrado na
préxima subsecao.

Quando a distribuicdo de tempos de atendimento for exponencial, o = 1u? e 0s
resultados anteriores reduzirdo os resultados correspondentes para o modelo M/M/1 dado no
inicio da Secéo 17.6.

A flexibilidade total na distribuicdo de tempos de atendimento fornecida por esse
modelo é extremamente (til, de modo que € uma pena que esforcos para obter resultados
similares para 0 caso com varios atendentes tenham sido infrutiferos. Entretanto, alguns
resultados com varios atendentes foram obtidos para os importantes casos especiais descri-
tos pel os dois model os a seguir. Existem gabaritos em Excel no arquivo Excel para este capi-
tulo pararealizar os calculos tanto para 0 modelo M/G/1 como para os dois modelos consi-
derados a seguir quando s = 1.

Modelo M/D/s

Quando o atendimento consiste essencialmente na mesma tarefa rotineira a ser realizada
para todos os clientes, hd uma tendéncia de haver pouca variagdo no tempo de atendimento
necessario. O modelo M/D/s normalmente fornece uma representagdo razoavel para esse
tipo de situac&o, pois ele supbe que todos os tempos de atendimento se igualam a alguma
constante fixa (a distribui¢cdo degenerada de tempo de atendimento) e que temos um proces-
so de entrada de Poisson com uma taxa média de chegada fixaA.

Quando ha apenas um atendente, 0 modelo M/D/1 é simplesmente o caso especia do
modelo M/G/1 em que o = 0, de modo que a férmula de Pollaczek-Khintchine reduz-se a

2
__p

ST 21y
em que L, W, e W s3o obtidos de L, conforme ilustrado a seguir. Note que estes L, e W, séo
exatamente metade do tamanho daqueles para o caso de tempo de atendimento exponencial
da Seg&o 17.6 (0 modelo M/M/1), no qual o = 1/u?, de modo que diminuir o pode melho-
rar muito a medida de desempenho de um sistema de filas.

Para a versdo com vérios atendentes desse modelo (M/D/s), existe um método compli-
cado™ para obter a distribuicio probabilistica de estado estavel do nimero de clientes no
sistema e sua média [supondo que p = A/(sw) < 1]. Esses resultados foram tabulados para
inmeros casos,'® e as médias (L) também sdo dadas graficamente na Figura 17.8.

Modelo M/EX/s

O modelo M/D/s supde uma variagdo zero nos tempos de atendimento (o = 0), ao passo que a
distribuicdo exponencia de tempos de atendimento supde umavariacdo muito grande (o = 1/w).
Entre esses dois casos bastante extremos temos um intermédio extenso (0 < o < 1/w), no qual
amaioria das distribui¢des de tempos de atendimento reais caem. Outro tipo de distribuicdo de
tempos de atendimento tedrica que cai nesse meio-termo é adistribuicdo de Erlang (em home-
nagem ao criador dateoria das filas).

A funcdo de densidade probabilistica para a distribuicdo de Erlang é

f(t) — (/J‘ik)k tkfle*kﬂ«t

& — D) . parat = 0,

15 Ver PRABHU, N. U. Queues and Inventories, NovaYork. Wiley, p. 32-34, 1965; ver também as péginas 286-
288 na Referéncia Selecionada 5.
18 HILLIER, F. S. et al. Queueing Tables and Graphs. Nova York: Elsevier North-Holland, 1981.
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= FIGURA 17.8
Valores de L para o modelo
M/D/s (Segdo 17.7).
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em que w e k sdo par@metros da distribuicao estritamente positivos e, além disso, k também
€ restrito a ser inteiro. Exceto por essa restricdo inteira e a definico dos pardmetros, essa
distribuicdo é idéntica a distribuicdo gama. Sua média e desvio-padréo séo

Média = -
I

Desvio-padréo = % %

Portanto, k € o par@metro que especifica o grau de variabilidade dos tempos de atendimen-
to relativos a média. Normalmente ele é conhecido como parametro de forma.

A distribuicdo de Erlang é uma distribuico muito importante na teoria das filas por
duas razdes. Para descrever aprimeira, suponhaque Ty, Ty, . . ., Ty sejam k varidveis alea
torias independentes com uma distribuigdo exponencial idéntica cuja média é 1/(kw). Sua
soma entéo

T:T1+T2++Tk

possui uma distribui¢do de Erlang com parémetros w e k. A discussdo da distribuicéo
exponencial na Segdo 17.4 sugeria que 0 tempo necessario para realizar certos tipos de
tarefas poderiam muito bem ter distribuicéo exponencial. Entretanto, o atendimento total
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necessario para um cliente poderia envolver o desempenho do atendente realizando néo
somente uma tarefa especifica, mas sim uma seqiiéncia de k tarefas. Se as respectivas tare-
fas tiverem uma distribuicdo exponencial idéntica e independente para suas duracdes, o
tempo de atendimento total ter4 uma distribuic&o de Erlang. Este seria 0 caso, por exem-
plo, se o atendente tivesse de realizar a mesma tarefa exponencial k vezes independentes
para cada cliente.

A distribuicdo de Erlang também é muito Util, pois ela € uma grande (dois parametros)
familia de distribui¢des permitindo somente val ores ndo-negativos. Assim, distribui¢des de
tempos de atendimento empiricas podem normalmente ser razoavel mente aproximadas por
uma distribuicdo de Erlang. De fato, tanto as distribuic¢bes exponenciais quanto as degene-
radas (constantes) sdo casos especiais da distribuicdo de Erlang, comk = 1 ek =, res-
pectivamente. Valores intermedi&rios de k fornecem distribui¢des intermediarias com
média = 1/u, modo = (k — 1)/(ku) e variancia = 1/(ku?), conforme sugerido pela Figura
17.9. Portanto, apos estimar a média e variancia de uma distribuicéo de tempos de atendi-
mento empirica, essas formulas para a média e variéncia podem ser usadas para escolher o
valor inteiro de k que se aproxima mais de perto das estimativas.

Considere agora 0 modelo M/E,/1, que é simplesmente o0 caso especia do modelo
M/G/1, no qual tempos de atendimento possuem uma distribuic¢do de Erlang com parametro
de forma = k. Aplicando a formula de Pollaczek-K hintchine com o = 1/(ku?) (e os resul-
tados dados para M/G/1) resultaem

M)+ 14k A2

T 20op) T K A=)
14k A
o= Tk W -
1
W= W, + =,
Vet
L =AW

Com vérios atendentes (M/E,/s), a relagdo da distribuicéo de Erlang para a distribui-
¢ao exponencial que acabamos de descrever pode ser explorada para formular um proces-
so de nascimento-e-morte modificado (cadeia de Markov de tempo continuo) em termos
de fases de atendimento exponenciais individuais (k por cliente) em vez de clientes com-
pletos. Entretanto, ndo foi possivel obter uma solugéo de estado estével genérica [quando
p = A(su) < 1] paraadistribuicdo probabilistica do nimero de clientes no sistema, con-
forme fizemos na Se¢&o 17.5. Em vez disso, S0 necessérias teorias avangadas para resolver

= FIGURA 17.9
Uma familia de distribuicGes
de Erlang com média
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numericamente casos individuais. Repetindo, esses resultados foram obtidos e tabulados
parainimeros casos.*’ As médias (L) também sdo dadas graficamente na Figura17.10 para
alguns casos em que s = 2.

A se¢éo de Exemplos Trabahados do CD-ROM inclui um exemplo que aplica 0 mode-
lo M/E,/stanto paras = 1 quanto paras = 2 para escolher a aternativa de menor custo.

Modelos sem uma Entrada de Poisson

Todos os modelos de filas apresentados até entdo partiram do pressuposto de que um pro-
cesso de entrada de Poisson (tempos entre atendimentos exponenciais). Entretanto, essa
hipétese é violada caso as chegadas sejam programadas ou reguladas de alguma maneira que
as impega de ocorrerem aleatoriamente, em cujo caso € necessario outro modelo.

Desde que os tempos de atendimento tenham uma distribuicdo exponencial com um
parémetro fixo, existem trés desses model os disponiveis. Esses model os so obtidos mera-
mente invertendo-se as supostas distribui¢des dos tempos de atendimento e entre chegadas
nos trés modelos precedentes. Portanto, o primeiro modelo novo (GI/M/s) ndo impde
nenhuma restri¢do sobre qual deva ser a distribuicdo de tempos entre atendimentos. Nesse
caso, existem aguns resultados de estado estavel disponiveis'® (particularmente em rela-
¢do as distribuicdes de tempos de espera) tanto para a versdo do modelo com um Unico
atendente quanto para aquela com véarios atendentes, porém esses resultados ndo sdo nem
de perto t&0 convenientes quanto as expressdes simples dadas para o modelo M/G/1. O

= FIGURA 17.10
Valores de L para o modelo
M/E,/2 (Segdo 17.7).
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17 1hid.
18 Ver, por exemplo, as péaginas 248-260 da Referéncia Selecionada 5.
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segundo model o novo (D/M/s) supde que todos os tempos entre atendimentos sgjam iguais
a alguma constante fixa, que representaria um sistema de filas em que chegadas séo pro-
gramadas em interval os regulares. O terceiro modelo novo (E/M/s) sup8e uma distribui-
¢do de Erlang de tempos entre atendimentos, que fornece um meio-termo entre chegadas
regularmente programadas (constantes) e completamente aleatdrias (exponenciais). Foram
tabulados™ resultados computacionais extensos para esses dois Ultimos modelos, incluin-
do os valores de L dados graficamente nas Figuras 17.11 e 17.12.

Se nem os tempos entre chegadas nem os tempos de atendimento para um sistema de
filas tiverem uma distribuicdo exponencial, entdo existem outros trés model os de filas para
0s quais também estdio disponiveis resultados computacionais.®® Um desses modelos
(En/EW/S) supBe uma distribuicdo de Erlang para esses dois tipos de tempo. Os outros dois
modelos (E/D/s e D/E,/s) supdem que um desses tempos tenham uma distribuicdo de
Erlang e 0 outro tempo sgjaigual a alguma constante fixa.

Outros Modelos

Embora vocé tenha visto nesta se¢cdo um grande nimero de modelos de filas que envolvem
distribui¢cdes ndo-exponenciais, estamos longe de ter esgotado a lista. Por exemplo, outra
distribuicéo que € usada ocasiona mente, tanto para tempos entre atendimentos quanto para
tempos entre chegadas, € a distribuicdo hiperexponencial. A caracteristica-chave dessa

= FIGURA 17.11
Valores de L para o modelo
D/M/s (Segédo 17.7).
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19 HILLIER; YU, op. cit.

2 pid.
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m FIGURA 17.12
Valores de L para o modelo
E/M/2 (Secao 17.7).
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distribuicdo € que, embora sgjam permitidos apenas valores ndo-negativos, seu desvio-
padrdo o, na verdade, € maior que sua média 1/u.. Essa caracteristica contrasta com a dis-
tribuicdo de Erlang, em que o < 1/ em todos os casos, exceto para k = 1 (distribuicdo
exponencial), que possui o = L/u. Parailustrar uma situagéo tipica na qual o > 1/u. pode
ocorrer, suponhamos que o atendimento envolvido no sistema de filas seja o reparo de
algum tipo de maquina ou veiculo. Se por acaso muitos reparos se tornarem uma rotina
(tempos de atendimento pequenos), porém reparos ocasionais exigirem uma revisdo geral
(tempos de atendimento muito grandes), entdo o desvio-padrdo dos tempos de atendimen-
to tendera a ser bastante grande em relagdo a média, em cujo caso a distribuicdo hiperex-
ponencial pode ser usada para representar a distribuicdo de tempos de atendimento.
Especificamente, essa distribuicdo suporia que existam probabilidades fixas, p e (1 — p),
cujo tipo de reparo vai ocorrer, que 0 tempo necessario para cada tipo tem uma distribui-
¢do exponencial, porém que os parametros para essas duas distribui¢des exponenciais sao
diferentes. (Em geral, a distribuicdo hiperexponencial é tal qual um composto de duas ou
mais distribui¢bes exponenciais.)

Outra familia de distribui¢des que esta se tornando popular € aquela das distribuicoes
do tipo-fase (algumas das quais também sdo chamadas distribuigdes erlangianas genera-
lizadas). Essas distribuic¢des sdo obtidas subdividindo-se o tempo total em um ndmero de
fases, cada uma tendo uma distribuicdo exponencial, na qual os pardmetros dessas distri-
buigdes exponenciais podem ser diferentes e as fases poderiam ser em série ou em parale-
lo (ou ento ambas). Um grupo de fases em paralelo significa que o processo seleciona
aleatoriamente uma das fases para percorrer de cada vez de acordo com probabilidades
especificadas. Essa abordagem &, na realidade, como a distribuicdo hiperexponencia é
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obtida, de modo que essa distribuicdo sgja um caso especial das distribuicdes tipo-fase.
Outro caso especia é a distribuicdo de Erlang, que tem as restricdes de que todas suas k
fases estdio em série e que essas fases tém 0 mesmo parametro para suas distribui¢des expo-
nenciais. Eliminar essas restri¢fes significa que as distribuicdes tipo-fase, em geral, séo
capazes de fornecer consideravelmente maior flexibilidade que a distribuicéo de Erlang em
adequar a verdadeira distribuicdo de tempos entre atendimentos ou de tempos de atendi-
mento observada em um sistema de filas real. Essa flexibilidade é especialmente valiosa
gquando usar a distribuicdo real diretamente no modelo ndo for analiticamente tratavel e a
razdo entre média e desvio-padréo para a distribuicdo real ndo se aproximar muito das
razdes disponiveis (Vk parak = 1, 2, . ..) paraadistribuicéo de Erlang.

Ja que elas sdo construidas de combinacdes de distribuicdes exponenciais, os modelos
de filas que usam distribui¢des tipo-fase ainda podem ser representados por uma cadeia de
Markov de tempo continuo. Essa cadeia de Markov geralmente ter4d um nimero de estados
infinito, de forma que encontrar a distribuicdo de estado estével do estado do sistema requer
resolver um sistema de equagdes lineares infinito com uma estrutura rel ativamente comple-
xa. Resolver um sistema destes esta longe de ser uma coisa rotineira, porém avancos teori-
oS recentes nos permitiram solucionar esses modelos de filas numericamente em aguns
casos. Uma extensa tabulagéo desses resultados para model os com vérias distribui ¢des tipo-
fase (inclusive a distribuicio hiperexponencial) esté disponivel.*

17.8 MODELOS DE FILAS DE DISCIPLINA DE PRIORIDADES

Em model os de filas de disciplina de prioridades, a disciplina da fila se baseia em um siste-
ma de prioridades. Portanto, a ordem na qual os membros da fila so selecionados se baseia
nas prioridades que Ihes foram atribuidas.

Muitos sistemas de filas reais se encaixam nesses model os de disciplina de prioridades
de forma muito mais aproximada do que para outros model os disponiveis. Tarefas urgentes
sd0 colocadas a frente de outras tarefas e clientes importantes podem ter prioridade em rela
¢80 aoutros. Assim, o0 uso de modelos de disciplina de prioridade norma mente fornece um
refinamento adeguado em relacéo a outros model os de filas mais usuais.

Apresentamos dois modelos béasicos de disciplina de prioridades. Ja que ambos os
model os fazem as mesmas hip6teses, exceto pela natureza das prioridades, descreveremos
0s modelos em conjunto e depois resumiremos seus resultados separadamente.

Modelos

Ambos os modelos supdem que existam N classes de prioridade (a classe 1 tem a priori-
dade mais alta e a classe N, a mais baixa) e que sempre que um atendente ficar livre para
comecar a atender um novo cliente da fila, o cliente selecionado serd aquele membro de
classe de prioridade mais alta representada na fila por aquele que esta esperando ha mais
tempo. Em outras palavras, os clientes sdo selecionados para comecgar a ser atendidos na
ordem de suas classes de prioridade, mas também em uma ordem na qual os primeiros que
chegam ser&o os primeiros a ser atendidos dentro de cada classe de prioridade. Parte-se do
pressuposto da existéncia de um processo de entrada de Poisson e tempos de atendimento
exponenciais para cada classe de prioridades. Exceto para o caso especia considerado mais
a frente, os model os também fazem a hipétese um tanto restritiva de que o tempo de aten-
dimento esperado seja 0 mesmo para todas as classes de prioridades. Entretanto, os mode-
los permitem efetivamente que a taxa média de chegada seja diferente entre as diversas
classes de prioridades.

A distinc&o entre os dois modelos € se as prioridades sdo ndo-preemptivas ou preemp-
tivas. Com prioridades ndo-preemptivas, um cliente que esta sendo atendido ndo pode ser
jogado de volta para afila (preterido) se um cliente com prioridade maior entrar no sistema
defilas.

2l SEELEN, L. P et al. Tables for Multi-Server Queues. Amsterda North-Holland, 1985.
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Portanto, assm que um atendente tiver comegado aatender um cliente, o atendimento tem
de ser completado sem interrupgdo. O primeiro modelo supde prioridades ndo-preemptivas.

Com prioridades preemptivas, o cliente de menor prioridade que esta sendo atendido
é preterido (jogado de volta paraafila) todavez que um cliente com prioridade maior entrar
no sistemadefilas. Um atendente €, portanto, liberado para comegar a atender imediatamen-
te a nova chegada. Quando um atendente ndo consegue terminar um atendimento, o proxi-
mo cliente a comegar areceber atendimento é selecionado exatamente como descrito no ini-
cio desta subsecéo, de modo que um cliente preterido normalmente voltard a ser atendido
novamente e, apds um nimero suficiente de tentativas, finamente acabaré de ser atendido.
Em virtude da propriedade de falta de memoéria da distribuicdo exponencia (ver Secéo
17.4), ndo precisamos nos preocupar em definir o ponto no qual o atendimento comega
guando um cliente preterido voltar a ser atendido; a distribuicdo do tempo de atendimento
restante sempre é a mesma. Para qualquer outra distribuicdo de tempo de atendimento, €
importante distinguir entre sistemas preemptivos-retomados, em que o atendimento paraum
cliente preterido é retomado no ponto onde foi interrompido, e sistemas preemptivos-repe-
tidos, nos quais o atendimento tem de comegar do inicio novamente. O segundo modelo
supde prioridades preemptivas.

Para ambos os modelos, se a distin¢éo entre clientes em diferentes classes de priori-
dades for ignorada, a Propriedade 6 para a distribui¢do exponencia (ver Secéo 17.4) implica
gue todos os clientes chegariam de acordo com um processo de entrada de Poisson. Além
disso, todos os clientes tém a mesma distribuicdo exponencial para tempos de atendimen-
to. Conseglientemente, os dois modelos, na verdade, sdo idénticos ao modelo M/M/s estu-
dado na Secdo 17.6, exceto pela ordem na qual os clientes sdo atendidos. Portanto, quando
contamos apenas 0 humero total de clientes no sistema, a distribuicdo de estado estavel
para 0 modelo M/M/s também se aplica a ambos os modelos. Portanto, as formulas para L
e L, também sfo transferidas, assim como os resultados esperados de tempo de espera (pela
formulade Little) W e W, paraum cliente sel ecionado al eatoriamente. O que muda éadis-
tribuicdo dos tempos de espera, que foi obtida na Secéo 17.6 sob a hipdétese de uma disci-
plina de fila em que os primeiros que chegam ser&o os primeiros a ser atendidos. Com uma
disciplina de prioridades, essa distribui¢do tem uma variancia muito maior, pois os tempos
de espera de clientes nas classes de prioridades mais atas tendem a ser muito menores
dagueles regidos pelaregrana qual os primeiros que chegam serdo os primeiros a ser aten-
didos, ao passo que o0s tempos de espera nas classes de prioridades mais baixas tendem a
ser muito maiores. Pelo mesmo motivo, a subdivisdo do nimero total de clientes no siste-
ma tende a ser desproporciona mente tendenciosa para as classes de prioridades mais bai-
xas. Porém, essa condi¢do € apenas a razdo para impor prioridades no sistema de filas em
primeiro lugar. Queremos melhorar as medidas de desempenho para cada uma das classes
de prioridades mais altas a custa de desempenho para as classes de prioridades mais bai-
xas. Para determinar o nivel de melhoria que esta sendo alcangado, precisamos obter tais
medidas na forma de tempo de espera previsto no sistema e nimero de clientes esperado
no sistema para cada uma das classes de prioridades. Expressdes para essas medidas séo
dadas a seguir para os dois modelos, um de cada vez.

Resultados para o Modelo de Prioridades Nao-preemptivas

Fagamos que W, seja o tempo de espera previsto no estado estavel no sistema (incluindo o
tempo de atendimento) para um membro da classe de prioridades k. Entdo

1 1
Wk_m+;, paak=1,2,...,N,

oy sl
em que A=s!s“rs)‘zjr—|+su,
=0l
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s = numero de atendentes,
u = taxa média de atendimento por atendente ocupado,
A; = taxa média de chegada for classe de prioridadesi,

N
A= DN,
i=1

A
r=—
o

Esse resultado parte do pressuposto de que
[
Z )\i < Su,
i=1

de modo que a classe de prioridades k possa alcangar uma condic&o de estado estavel. A for-
mula de Little ainda se aplica a classes de prioridades individuais, de forma que Ly, 0 niime-
ro esperado no estado estavel de membros da classe de prioridades k no sistema de filas
(inclusive agueles que estdo sendo atendidos), sgja

Ly = MW, parak=1,2,...,N.

Para determinar o tempo de espera previsto nafila (excluindo o tempo de atendimento) para
aclasse de prioridades k, simplesmente subtraia 1/u de W,; 0 comprimento esperado dafila
correspondente é novamente obtido multiplicando por A,. Para o caso especial em que s
= 1, aexpressio para A reduz-se a A = p2/A.

No Courseware de PO, vocé podera encontrar um gabarito em Excel para reaizar os
célculos anteriores.

A se¢éo de Exemplos Trabalhados do CD-ROM fornece um exemplo que ilustraa apli-
cacdo do modelo das prioridades ndo-preemptivas para determinar quantos tornos-revélver
uma fabrica deveria ter quando as tarefas caem nas trés classes de prioridades.

Variante com um Unico Atendente do Modelo de Prioridades
N&o-preemptivas

A hipétese dada anteriormente que o tempo de atendimento esperado 1/u. € 0 mesmo para
todas as classes de prioridades € bastante restritiva. Na prética, hip6tese algumas vezes
€ violada em decorréncia das diferencas nas exigéncias de atendimento para as diferentes
classes de prioridades.

Felizmente, para o caso especia de um Unico atendente, é possivel permitir tempos de
atendimento esperado diferentes e ainda obter resultados Uteis. Fagamos que 1/ represen-
te amédia da distribui¢go exponencial de tempos de atendimento para a classe de priorida-
des k, de modo que

w = taxamédiade atendimento paraaclasse de prioridadesk, parak=1,2,...,N.

Depois, 0 tempo de espera previsto no estado estavel no sistema para um membro de classe
de prioridades k &

W= 1+ 1 saak=12.. N

N be-1bk
k A
emque a = > b,
=1 Mi

bo

11

Ai
i=1 Mi

by
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Esse resultado vale desde que

)

0 que permite que classes de prioridades k atinjam uma condi¢éo de estado estavel. A for-
mula de Little pode ser usada conforme descrito antes para obter outras medidas de desem-
penho importantes para cada classe de prioridades.

Ai
i

Resultados para o Modelo de Prioridades Preemptivas

Para 0 modelo de prioridades preemptivas, precisamos restaurar a hipétese que o tempo de
atendimento esperado é o mesmo para todas as classes de prioridades. Usando a mesma
notacdo daguela utilizada no modelo original de prioridades ndo-preemptivas, fazendo que
a preempcao mude o tempo de espera total previsto no sistema (incluindo o tempo total de
atendimento) para

Up
By 1By’

W, = paak=1,2,...,N,

para 0 caso com um Unico atendente (s = 1). Quando s > 1, W, pode ser calculado por um
procedimento iterativo que sera ilustrado no exemplo do Hospital Municipal. Os L, conti-
nuam a satisfazer a relacéo

Lk:)\ka, parak=1,2,...,N.

Os resultados correspondentes para a fila (excluindo os clientes que estdo sendo atendidos)
também podem ser obtidos de W e L, exatamente como descrito para o caso das priorida-
des néo-preemptivas. Em virtudes da propriedade da falta de meméria da distribui¢éo expo-
nencia (ver Secdo 17.4), as preempcdes ndo afetam o processo de atendimento (ocorréncia
de términos de atendimento) de qualquer maneira. O tempo de atendimento total previsto
para qualquer cliente ainda é 1/.

O arquivo Excel deste capitulo inclui um gabarito em Excel para calcular as medidas
de desempenho anterior para 0 caso com um Unico atendente.

Exemplo do Hospital Municipal com Prioridades

No problema da sala de emergéncias do Hospital Municipal, o administrador percebeu
gue os pacientes ndo sdo tratados segundo a regra dos primeiros que chegam serdo os pri-
meiros a ser atendidos. Em vez disso, a enfermeira que recepciona os pacientes que che-
gam os divide, basicamente, em trés categorias: (1) casos criticos, nos quais o pronto aten-
dimento é vital para a sobrevivéncia do paciente; (2) casos graves, cujo tratamento prévio
€ importante para impedir maior agravamento; e (3) casos estaveis, em que o tratamento
pode ser retardado sem conseqiiéncias médicas adversas. Os pacientes sdo entdo tratados
nessa ordem de prioridade, em que agqueles na mesma categoria sao normalmente admiti-
dos de acordo com a regra dos primeiros que chegam serdo 0s primeiros a ser atendidos.
Um médico interrompera o tratamento de um paciente caso surja um novo caso em uma
categoria de maior prioridade. Aproximadamente 10% dos pacientes recaem na primeira
categoria, 30% na segunda e 60% na terceira. Como 0s casos mais graves seréo enviados
ao hospital para cuidados posteriores apds receber tratamento de emergéncia, o tempo de
tratamento médio gasto por um médico na sala de emergéncias na verdade ndo difere
muito entre essas categorias.

O administrador decidiu usar um modelo de filas de disciplina de prioridades como
uma representacdo razoavel desse sistema de filas, em que as trés categorias de pacientes
constituem as trés classes de prioridades no modelo. Como o tratamento € interrompido pela
chegada de um caso de prioridade mais alta, 0 modelo de prioridades preemptivas € o indi-
cado. Tendo em vista os dados previamente disponiveis (w = 3 e A = 2), as porcentagens
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anteriores resultamem A, = 0,2, A, = 0,6 e A3 = 1,2. A Tabela 17.3 fornece os tempos de
espera previstos na fila resultantes (e, assim, excluindo o tempo de tratamento) para as res-
pectivas classes de prioridades®® quando haum (s = 1) ou dois (s = 2) médicos de plantéo.
Os resultados correspondentes para 0 modelo de prioridades ndo-preemptivas também sao
dados na Tabela 17.3 para mostrar o efeito de preempgéo.

Obtendo os Resultados da Prioridade Preemptiva. Esses resultados de priorida-
de preemptiva para s = 2 foram obtidos como se segue. Como 0s tempos de espera para
clientes da classe de prioridade 1 néo sdo de modo algum afetados pela presenca de clien-
tes nas classes de prioridades menores, W; serd 0 mesmo para quaisquer outros valores de
Ao €Az, inclusiver, = 0 e Az = 0. Portanto, W, tem de ser igual a W para o modelo com
apenas uma classe correspondente (o modelo M/M/s na Se¢do 17.6) coms= 2, u = 3 el
= A1 = 0,2, que resultaem

W; = W = 0,33370 hora, parai = 0,2
portanto

W, — % = 0,33370 — 0,33333 = 0,00037 hora.

Consideremos agora as duas primeiras classes de prioridades. Observe novamente que
os clientes nessas classes ndo sdo de forma alguma afetados pelas classes de prioridades
mais baixas (somente classe de prioridade 3 nesse caso), que podem, conseqiientemente, ser
ignorados na andlise. Fagamos que W, _» sgja o tempo de espera previsto no sistema (e, por-
tanto, incluindo tempo de atendimento) de uma chegada aleatdria em qualquer uma dessas
duas classes, de modo que a probabilidade seja A,/(A; + A,) = de que chegada se
encontre naclasse 1 e A,/(A; + A,) = > de que ela se encontre na classe 2. Portanto,

VY 1 3
Wl*2 = ZW]_ + ZW .

Além disso, como o tempo de espera previsto € o mesmo para qualquer disciplinadafila,
W,;_, também deve ser igual a W para o0 modelo M/M/s na Se¢do 17.6, com s = 2,
w=3el =i+ A= 0,8, queresultaem

TABELA 17.3 Resultados de estado estavel dos modelos de disciplina de
prioridades para o problema do Hospital Municipal

Prioridades Prioridades
Preemptivas N&o-preemptivas
s=1 s=2 s=1 s=2
A _ — 4,5 36
B, 0,933 — 0,933 0,967
B, 0,733 — 0,733 0,867
Bs 0,333 — 0,333 0,667
W, —% 0,024 hora 0,00037 hora 0,238 hora 0,029 hora
W, —% 0,154 hora 0,00793 hora 0,325 hora 0,033 hora
W —% 1,033 hora 0,06542 hora 0,889 hora 0,048 hora

22 Note que esses tempos esperados ndo podem mais ser interpretados como o tempo esperado antes de o trata-

mento comegar quando k <1, pois o tratamento poderia ser interrompido pelo menos uma vez, provocando
tempo de espera adicional antes de o atendimento ser completado.
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W;_,=W = 033937 hora,  paraA = 0,8.

Combinando esses dois fatos resulta em

W, = % [0,33937 - % (0,33370)} = 0,34126 hora.

(w2 _ % — 0,00793 hora,)

Finalmente, facamos que W, _3 sgja o tempo de espera previsto no sistema (e, assim,
incluindo o tempo de atendimento) para uma chegada aleatéria em qualquer uma das trés
classes de prioridades, de modo que as probabilidades séo 0,1, 0,3 e 0,6 que se encontram,
respectivamente, nas classes 1, 2 e 3. Portanto,

W,;_5 = 0,1W,; + 0,3W, + 0,6Ws.

Além disso, W, _ 3 também tem de ser igual a W para o modelo M/M/s na Secéo 17.6, com
s=2,u=3€eA =A; + A+ Az= 2, de modo que (da Tabela 17.2)

W,;_3 = W = 0,375 hora, para\ = 2.

Consegiientemente,

W, = 0—16 [0,375 — 0,1(0,33370) — 0,3(0,34126)]
= 0,39875 hora.

<w3 - % — 0,06542 hora)

Os resultados W, correspondentes para o modelo M/M/s na Segéo 17.6 também
poderiam ter sido usados exatamente da mesma forma para se obter diretamente os val o-
res W, — 1/pu.

Conclusdes. Quando s = 1, osvalores W, — 1/u da Tabela 17.3 para o caso das priori-
dades preemptivas indicam que disponibilizar apenas um médico faria que casos criticos
teriam de aguardar 15 minuto (0,024 hora) em média, casos graves precisariam esperar mais
de 9 minutos e casos estaveis deveriam esperar mais de 1 hora. Compare esses resultados
com a espera media de Wy, = £ hora para todos os pacientes que foi obtida na Tabela 17.2
segundo a disciplina de filanaqual os primeiros que chegam serdo os primeiros a ser aten-
didos. Entretanto, esses valores representam expectativas estatisticas, de modo que alguns
pacientes teréo de esperar consideravelmente mais que a média para suas classes de priori-
dades. Essa demora ndo seriatoleravel para os casos criticos e graves, nos quais alguns pou-
cos minutos podem ser vitais. Ao contrério, os resultados com s = 2 da Tabela 17.3 (caso
das prioridades preemptivas) indicam que acrescentar um segundo médico praticamente eli-
minariaaespera paratodos, exceto os casos estaveis. Portanto, o administrador recomendou
apresenca de dois médicos de plantdo na sala de emergéncias durante as primeiras horas da
noite no préximo ano. A diretoriado Hospital Municipal adotou essarecomendacdo e simul-
taneamente aumentou o dnus para uso da sala de emergéncias!

17.9 REDES DE FILAS

Até agora consideramos apenas sistemas de filas com uma Unica instalagdo de atendimento
com um ou mais atendentes. Entretanto, sistemas de filas encontrados em estudos de PO séo
algumas vezes, narealidade, redes defilas, isto €, redes de instalagBes de atendimento onde
clientes devem receber atendimento em algumas ou todas essas instalagdes. Por exemplo,
pedidos que estdo sendo processados em uma ferramentaria devem ser direcionados por
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meio de uma segiiéncia de grupos de maquinas (instalacbes de atendimento). Assim, €
necessario estudar toda a rede para obter informagdes como o tempo de espera previsto total,
nimero de clientes esperados no sistema todo e assim por diante.

Em virtude daimportancia de redes de filas, as pesquisas nessa &rea estéo muito ativas.
Entretanto, esta € uma &rea dificil, de modo que nos limitaremos a uma breve introdugéo.

Um desses resultados € de tal importancia para redes de filas que essa descoberta e suas
implicacBes merecem especial atencdo aqui. Esse resultado fundamental é a propriedade de
equivaléncia a seguir para 0 processo de entrada de clientes que chegam e o0 processo de
saida de clientes que saem para certos sistemas de filas.

Propriedade da equivaléncia: Suponha que umainstalagdo de atendimento com
s atendentes e uma fila infinita tenha uma entrada de Poisson com par@metro A e
amesmadistribuico exponencial de tempo de atendimento com parémetro u para
cada atendente (0 modelo M/M/s), em que su > A. Ent&o a saida de estado esté-
vel dessa instalagdo de atendimento também é um processo de Poisson® com
parémetro A.

Note como essa propriedade ndo faz nenhuma hipédtese em relagéo ao tipo de discipli-
na dafila usada. Seja ela os primeiros que chegam serdo os primeiros a ser atendidos, alea
téria ou até mesmo uma disciplina de prioridades como indicado na Se¢do 17.8, os clientes
atendidos deixardo a instalagdo de atendimento de acordo com um processo de Poisson. A
implicagdo crucial desse fato para redes de filas é que se esses clientes tiverem de ir a outra
instalacdo de atendimento para outros atendimentos, essa segunda instalagdo também tera
uma entrada de Poisson. Com uma distribui¢do exponencial de tempos de atendimento, a
propriedade de equivaléncia também sera vdlida para essa instalagao, que podera ent&o for-
necer uma entrada de Poisson para uma terceirainstalacdo etc. Discutimos a seguir as con-
sequéncias para dois tipos de redes.

Filas Infinitas em Séries

Suponha que todos os clientes tenham de receber atendimento em uma série de minstala-
¢Oes de atendimento em uma seqiiéncia fixa. Suponha que cada instalagdo tenha uma fila
infinita (nenhuma limitagcdo no nimero de clientes permitidos nafila), de modo que a série
de instalagdes forma um sistema de filas infinitas em série. Suponha ainda que os clientes
cheguem na primeirainstalacdo de acordo com um processo de Poisson com parémetro A e
que cadainstalacdo i (i = 1, 2, ..., m) tenha uma distribuicdo exponencia de tempos de
atendimento com parametro w; para seus s atendentes, em que su; > A. Decorre entdo da
propriedade da equivaléncia que (sob condi¢des de estado estavel) cada instalacéo de aten-
dimento tem uma entrada de Poisson com parémetro A. Portanto, o modelo M/M/s elemen-
tar da Secédo 17.6 (ou seus equivalentes de disciplina de prioridades da Se¢do 17.8) pode ser
usado para analisar cada instalagdo de atendimento independentemente dos demais!

Ser capaz de usar 0 modelo M/M/s para obter todas as medidas de desempenho para
cada instalacdo independentemente, em vez de analisar interacBes entre instalagdes, € uma
simplificacdo tremenda. Por exemplo, a probabilidade de ter n clientes em dada instalacéo é
dada pela formula para P,, na Secéo 17.6 para 0 modelo M/M/s. A probabilidade conjunta
den, clientes nainstalacdo 1, n, clientes nainstalacdo 2, . . . , entéo, € o produto das proba-
bilidades individuais obtidas nessa maneira simples. Particularmente, essa probabilidade
conjunta pode ser expressa como

P{ (va N2, ey Nm) = (nl, Ny, ..., nm)} = Pn1Pn2"'an'

Essa forma simples para a solucdo é chamada solucéo em forma de produto. De maneira
similar, o tempo de espera previsto total e o nimero esperado de clientes no sistema inteiro
podem ser obtidos meramente somando os valores correspondentes obtidos nas respectivas

instal acOes.

2 Para uma demonstragéo, ver BURKE, P. J. The Output of a Queueing System. Operations Research, v. 4,
n. 6, p. 699-704, 1956.
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Infelizmente, a propriedade da equivaléncia e suas implicacdes ndo sdo vélidas para o
caso defilasfinitas discutido na Se¢éo 17.6. Esse caso é, naverdade, bem importante na pré&-
tica, pois muitas vezes existe uma limitacdo definida no comprimento da fila em frente das
instalacbes de atendimento em redes. Por exemplo, somente uma pequena quantidade de
espaco de armazenagem em buffer é fornecida tipicamente em frente de cada instalagdo
(estagcdo) em um sistema de linha de producdo. Para sistemas de filas finitas em série desse
tipo, ndo existe uma solugdo em forma de produto simples. As instalagcBes devem, sim, ser
analisadas em conjunto e até agora s foram obtidos resultados limitados.

Redes de Jackson

Os sistemas de filas infinitas em série ndo sdo as Unicas redes de filas em que o modelo
M/M/s pode ser usado para analisar cada instalagdo de atendimento independentemente das
demais. Outro tipo proeminente de rede com essa propriedade (uma solucdo em forma de
produto) é a rede de Jackson, nome dado em homenagem ao responsavel por ter caracteri-
zado arede pela primeira vez e ter demonstrado que essa propriedade era vélida.?*

As caracteristicas de uma rede de Jackson sdo as mesmas supostas anteriormente para
o sistema de filas infinitas em série, exceto que agora os clientes visitam as instalagdes em
ordens diferentes (sendo possivel que eles ndo visitem todas elas). Para cadainstalagéo, seus
clientes que chegam provém tanto de fora do sistema (de acordo com um processo de
Poisson) quanto de outras instalagdes. Essas caracteristicas sdo sintetizadas a seguir.

Uma rede de Jackson € um sistema de m instalages de atendimento onde a instalagdo
i(i=12...,m)tem

1. Umafilainfinita.

2. Clientes provenientes de fora do sistema de acordo com um processo de entrada de
Poisson com parametro a;.

3. 5 atendentes com uma distribui¢édo exponencia de tempos de atendimento com parame-
tro M-

Um cliente deixando ainstalagdo i € direcionado paraainstalagdoj (j = 1,2, ..., m) com
probabilidade p;; ou deixa o sistema com probabilidade

g =1- Z Pij-
j=1
Qualquer rede desse tipo possui a seguinte propriedade fundamental.

Sob condigdes de estado estavel, cadainstalagdio j (j = 1, 2, . . ., m) em uma rede de
Jackson se comporta como se fosse um sistema de filas M/M/s independente com taxa de
chegada

m
Aj=a > Aipy,
=1

Essa propriedade fundamental ndo pode ser provada diretamente da propriedade da
equivaléncia desta vez (o raciocinio se tornaria circular), mas seu respaldo intuitivo ainda é
fornecido pela Ultima propriedade. O ponto de vista intuitivo (tecnicamente ndo muito cor-
reto) € que, para cada instalacdo i, seus processos de entrada das diversas fontes (externas e
de outras instalagdes) sdo processos de Poisson independentes, de modo que o processo de
entrada agregado seja de Poisson com parémetro A; (a Propriedade 6 da Se¢éo 17.4). A pro-
priedade da equivaléncia diz entdo que o processo de saida agregado paraainstalacdo i tem
de ser de Poisson com parametro A;. Desagregando esse processo de saida (novamente
Propriedade 6), o processo para clientes que vdo dainstalacdo i paraainstalacdo j deve ser
de Poisson com parmetro A;p;;. Esse processo se torna um dos processos de entrada de
Poisson para ainstalagéo j, gjudando portanto a manter a série de processos de Poisson no
sistema como um todo.

2% \er JACKSON, J. R. Jobshop-Like Queueing Systems. Management Science, v. 10, n. 1, p. 131-142, 1963.
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A equagcdo dada para obter A; se baseiano fato que A; € a taxa de partida, bem como a
taxa de chegada para todos os clientes usando ainstalagéo i. Como p;; € aproporcao de clien-
tes partindo da instalac8o i que em seguida véo para ainstalagdo j, ataxa na qua os clien-
tes da instalagéio i chegam nainstalagéo j € A;p;;. Somar esse produto ao longo de todos os
i, e depois acrescentando essa soma a a;, fornece a taxa de chegada total paraainstalagéo j
proveniente de todas as fontes.

Calcular A; a partir dessa equagao requer saber os A parai #j, porém esses A; também
sd0 desconhecidos dados pelas equagdes correspondentes. Portanto, o procedimento é
encontrar simultaneamente A4, A,, . . . , A, obtendo a solugdo simulténea de todo o sistema
de equagOes lineares paraAj paraj = 1, 2, ..., m. O Tutorial IOR inclui um procedimento
interativo para encontrar A; dessa maneira.

Para ilustrar esses célculos, considere uma rede de Jackson com trés instalacGes de
atendimento com parémetros mostrados na Tabela 17.4. Agregando a formula paraA; para
j =1, 2, 3, obtemos

/\1 =1 + 0,1)\2 + 0,4)\3
/\2 =4+ 0,6)\1 + 0,4)\3
/\3 =3+ 0,3)\1 + 0,3)\2.

Raciocine com base em cada equacdo para ver por que ela fornece a taxa de chegada total
para ainstalacdo correspondente. A solucdo simulténea para esse sistema é

)\1 = 5, /12 = 10, /13 = 7%
Dada essa solugdo simultanea, cada uma das trés instalagdes de atendimento agora pode
ser analisadaindependentemente usando as férmulas parao modelo M/M/s dado na Segéo 17.6.

Por exemplo, para obter a distribuicdo do nimero de clientes N; = n; nainstalagéo i, note que

% parai = 1

Ao Bh ,
= == arai = 2
P s~ 02 P
s -
Ha parai = 3.
Agregando esses valores (e os parametros da Tabela 17.4) naférmula para P,, resulta em
1/1\™ : x
P, === paraainstalacéo 1,
o 2\2
1
El— paran, =0
73
01 . ~
Pr, = 55 paran, =1 para a instalagéo 2,
0 -1
1/1\"
0= =
03 2) paran, = 2
1/3\ns . ~
Pn. =712 para ainstalacéo 3.

TABELA 17.4 Dados para o exemplo de uma rede de Jackson

Pij
Instalacéo j Sj 1 a; i=1 i=2 i=3
j=1 1 10 1 0 0.1 04
j=2 2 10 4 0,6 0 0,4
j=3 1 10 3 0,3 0,3 0
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A probabilidade conjunta de (n4, n,, N3) é dada entdo simplesmente pela solugdo em forma
de produto

P{(N1, N2, N3) = (N, Ny, Ng)} = P1ProPrs.

De forma similar, o nimero esperado de clientes L; na instalacdo i pode ser calculado
da Secdo 17.6 como

O nuimero esperado total de clientes no sistema todo é entéo

=

L:L1+L2+L3:5§

Obtendo W, o tempo de espera total previsto no sistema (incluindo tempos de atendi-
mento) para um cliente, € um pouco mais capcioso. N&o podemos simplesmente adicionar
0s tempos de espera previstos nas respectivas instalagdes, pois um cliente ndo visita neces-
sariamente cada instalagdo exatamente uma vez. Entretanto, a férmula de Little ainda pode
ser usada, em que ataxa de chegada A a0 sistema é a soma das taxas de chegada provenien-
tes de fora das instalagfes, A = a; + a, + az = 8. Portanto,

L 2

agtapt+a 3

Concluindo, devemos indicar que realmente existem outros tipos (mais complicados)
de redes de filas nas quais as instalacBes de atendimento individuais podem ser analisadas
independentemente das demais. Na realidade, encontrar redes de filas com uma solucdo em
forma de produto tem sido a sonhada meta da pesquisa sobre redes de filas. Algumas fontes
adicionais de informacdo sdo as Referéncias Selecionadas 1, 2, 12 e 14.

17.10 APLICACAO DA TEORIA DAS FILAS

Em raz8o da abundancia de informactes fornecida pela teoria das filas, ela é amplamente
usada para orientar no projeto (ou redesenho) de sistemas de filas. Agora, podemos mudar
nosso foco para como ateoria das filas é aplicada dessa forma.

A decisdo mais comum que precisa ser feita ao desenhar um sistema de filas é quantos
atendentes deverdo ser disponibilizados. Entretanto, uma série de outras decisdes também é
necessaria. Entre as possiveis decisdes, temos

NUmero de atendentes em uma instalacéo de atendimento.
Eficiéncia dos atendentes.

NUmero de instalagBes de atendimento.

Dimensionamento do tempo de espera nafila.

Quaisquer prioridades para categorias de clientes diversas.

agrwWNPE

As duas consideractes primérias ha tomada dessas decisfes sdo, tipicamente: (1) o
custo da capacidade de atendimento fornecida pelo sistemade filas e (2) as conseqiiéncias
de se fazer os clientes esperarem no sistema de filas. Disponibilizar muita capacidade de
atendimento provoca custos excessivos. Disponibilizar pouca capacidade provoca espera
excessiva. Portanto, a meta € encontrar um equilibrio entre custo de atendimento e tempo
de espera.

Existem duas abordagens basicas para procurar alcangar esse equilibrio. Uma € esta-
belecer um ou mais critérios para um nivel de atendimento satisfatério em termos de
guanto tempo de espera seria aceitavel. Por exemplo, um critério possivel poderia ser que
o tempo de espera previsto no sistema ndo poderia exceder determinado nimero de minu-
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tos. Outro poderia ser que pelo menos 95% dos clientes deveriam esperar ndo mais de
certo nimero de minutos no sistema. Critérios similares em termos do nimero de clien-
tes previstos no sistema (ou a distribuicdo probabilistica desse niUmero) também pode-
riam ser usados. Os critérios também poderiam ser colocados em termos do tempo de
espera ou do nimero de clientes na fila em vez de no sistema. Assim que o critério ou
critérios tiverem sido selecionados, entédo normalmente é simples usar um método de ten-
tativa e erro para encontrar o desenho do sistema de filas menos oneroso que satisfaga
todos os critérios.

A outra abordagem bésica para procurar o melhor equilibrio envolve avaliar os cus-
tos associados as conseqiiéncias de se fazer os clientes esperarem. Suponha, por exemplo,
gue o sistema de filas seja um sistema de atendimento interno (conforme descrito na
Secdo 17.3), no qual os clientes sdo os empregados de uma empresa que visalucros. Fazer
esses empregados esperarem ho sistema de filas provoca perda de produtividade, o que
resulta em perda de lucros. Essa perda de lucros é o custo de espera associado ao siste-
ma de filas. Expressando esse custo de espera em funcéo do tempo de espera, o problema
de determinar o melhor desenho do sistema de filas agora pode ser colocado como mini-
mizar o custo total esperado (custo de atendimento mais custo de espera) por unidade de
tempo.

A seguir, explicamos em detal hes essa Ultima abordagem para o problema de determi-
nac&o do nimero 6timo de atendentes a serem disponibilizados.

Quantos Atendentes Devem Ser Disponibilizados?

Para formular a func¢do objetivo quando a variavel de decisdo é o nimero de atendentes s,
facamos que

E(TC) = custo total esperado por unidade de tempo,
E(SC) = custo de atendimento esperado por unidade de tempo,
E(WC) = custo de espera esperado por unidade de tempo.
Ent&o o objetivo € escolher o nimero de atendentes de modo a
Minimizar E(TC) = E(SC) + E(WC).
Quando cada um dos custos de atendimento for 0 mesmo, o custo de atendimento sera
E(SC) = Css,

em que C; € o custo marginal de um atendente por unidade de tempo. Para calcular WC para
qualquer valor de s, note que L = AW fornece o tempo total de espera previsto no sistema
de filas por unidade de tempo. Assim, quando o custo de espera for proporciona ao tempo
de espera, esse custo pode ser expresso como

E(WC) = CulL,

em que C,, € o custo de espera por unidade de tempo para cada cliente no sistema de filas.
Portanto, apds estimar as constantes, C; e C,,, 0 objetivo é escolher o valor de s de modo a

Minimizar E(TC) = Cs + C,L.

Escolhendo o modelo de filas que se gjuste ao sistema de filas, o valor de L pode ser obtido
para diversos valores de s. Aumentar s diminui L, no inicio de forma rapida e depois gra-
dualmente de forma mais lenta.

A Figura 17.13 mostra a forma geral das curvas E(SC), E(WC) e E(TC) versus o
nimero de atendentes s. Paramelhor conceitualizacdo, desenhamos essas curvas como cur-
vas suaves, embora os Gnicos valoresviaveisdessgjams = 1, 2, . .. . Calcular E(TC) para
valores consecutivos de s até que E(TC) pare de diminuir e, ao contrario, comece a aumen-
tar € simples para encontrar 0 nimero de atendentes que minimize o custo total. O exem-
plo a seguir ilustra esse processo.
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= FIGURA 17.13

A forma das curvas de custos
esperados para determinar o
nimero de atendentes a
serem disponibilizados.

>

Custo total

Custo de atendimento

Custo esperado por unidade de tempo

Custo de espera

Numero de atendentes (s)

Exemplo

A Ferramentaria Acme tem um amoxarifado para armazenar ferramentas a serem usadas
pelos ferramenteiros. Dois almoxarifes administram o almoxarifado. Esses almoxarifes dis-
tribuem as ferramentas a medida que os ferramenteiros chegam e as solicitam. Depois, essas
ferramentas s80 devolvidas aos amoxarifes quando eles ndo precisarem mais delas. Tém
havido reclamagfes dos supervisores de que seus ferramenteiros tém de perder muito tempo
esperando ser atendidos no amoxarifado, de modo que parece ser necessario maior nime-
ro de almoxarifes. No entanto, a geréncia esta exercendo pressdo parareduzir os gastosindi-
retos na fabrica e essa reducdo levaria a um nimero menor de almoxarifes. Para solucionar
essas pressdes conflitantes, esta sendo realizado um estudo de PO para determinar exata-
mente quantos almoxarifes deve ter o almoxarifado.

O amoxarifado forma um sistema de filas, no qual os amoxarifes sdo seus atendentes
e os ferramenteiros seus clientes. Apos coletar alguns dados sobre os tempos entre atendi-
mentos e tempos de atendimento, a equipe de PO chegou a conclusdo que o modelo defilas
gue melhor se gjusta a esse sistema de filas € 0 modelo M/M/s. As estimativas da taxa média
de chegada A e dataxa média de atendimento (por atendente) u sdo

A = 120 clientes por hora,
w = 80 clientes por hora,

de modo que o fator de utilizagdo para os dois almoxarifes sgja

A 120
=—=—""-=0,75
P~ sw ” 2(80)

O custo total paraa companhia de cada almoxarife é cercade USS$ 20 por horae, dessa
forma, Cs = US$ 20. Enquanto um ferramenteiro estiver ocupado, o valor para a companhia
de suas produgdes médias é de US$ 48 por hora e, assim, C,, = US$ 48. Portanto, a equipe
de PO agora precisa encontrar o nimero de atendentes (almoxarifes) s que vai

Minimizar E(TC) = US$20s + US$ 48 L.

Existe um gabarito em Excel no Courseware de PO para calcular esses custos com o
modelo M/M/s. Tudo o que é preciso fazer é introduzir os dados para 0 modelo juntamente
com o custo de atendimento unitério C, o custo de espera unitario C,, € 0 nimero de aten-
dentes s que vocé quiser tentar. O gabarito calcula entdo E(SC), E(WC) e E(TC). Isso esta
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ilustrado na Figura 17.14 com s = 3 para esse exempl 0. Introduzindo repetidamente valores
aternativos de s, 0 gabarito pode entéo revelar qual vaor minimiza E(TC) em uma questéo
de segundos.

A Tabela 17.5 mostra os dados que seriam gerados desse gabarito repetindo esses cal-
culosparas = 1, 2, 3, 4 e 5. JAque o fator de utilizagdo paras = 1 é p = 1,5, um Unico
almoxarife seria incapaz de atender os clientes, de modo que essa op¢édo seja descartada.
Todos os valores de s maiores s80 viaveis, porém s = 3 tem 0 menor custo total espera-
do. Além disso, s = 3 diminuiria o custo total esperado atual paras = 2 por US$ 61 por
hora. Portanto, apesar da intencéo atual da geréncia em reduzir os gastos indiretos (que
inclui o custo dos ailmoxarifes), a equipe de PO recomenda que um terceiro almoxarife
seja colocado no almoxarifado. Note que essa recomendacéo diminuiria o fator de utiliza-
¢a0 para os amoxarifes de um ja modesto 0,75 para 0,5. Entretanto, em virtude da gran-
de melhoria na produtividade dos ferramenteiros (que s&o muito mais caros que os almo-
xarifes) pela diminuicdo de seus tempos de espera desperdicados no almoxarifado, a
geréncia adota a recomendacéo.

= FIGURA 17.14
Este gabarito em Excel para emprego de andlise econémica para escolher o nimero de atendentes com o modelo M/M/s
é aplicado aqui ao exemplo da Ferramentaria Acme com s = 3.

Al B | C | D |E | F G
1 | Analise Econdmica do Exemplo da Ferramentaria Acme
2
3 Dados Resul t ados
4 | = 120 (taxa média de chegada) = 1,736842105
5 m= 80 (taxa média de atendimento) La=| 0,236842105
6 s=| S 3 (n° de atendentes)
7 = 0,014473684
8 Pr(W>t) = 0,02581732 =|  0,001973684
9 quandot = 0,05
10 p= 0,5
11 Prob(Ws>1) ¥ 0,00058707
12 guandot * 0,05 n P
13 0 0,210526316
14 Anal i se Econbm ca: 1 0,315789474
15 Cs =| US$ 20,00 |(custo / atendente / unidade de tempo) 2 0,236842105
16 Cw =| US$ 48,00 | (custo de espera / unidade de tempo) 3 0,118421053
17 4 0,059210526
18 Custo de Atendimento | US$ 60,00 5 0,029605263
19 Custo de Espera| US$ 83,37 6 0,014802632
20 Custo Total |US$ 143,37 || 7|  0,007401316
B Nome da Faixa Célula
18 |[Custo de Atendimento| =Cgs CustoDeAtendimento C18
19 Custo de Espera =Cy/'L CustoDeEspera C19
20 Custo Total[|=CustoDeAtendimento+CustoDeEsper Css C15
Cw'L Cil6
L G4
S C6
CustoTotal C20
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TABELA 17.5 Calculo de E(TC) para alternativa s no exemplo da Ferramentaria

Acme
s p L E(SC) =Cs E(WC) = C,L E(TC) = E(SC) + E(WC)
1 1,50 o Uss$ 20 o0 o0
2 0,75 3,43 US$ 40 US$ 164,57 US$ 204,57
3 0,50 1,74 US$ 60 US$ 83,37 US$ 143,37
4 0,375 1,54 US$ 80 US$ 74,15 US$ 154,15
5 0,30 1,51 US$ 100 US$ 72,41 US$ 172,41

Outras Questdes

O Capitulo 26 do CD-ROM expande consideravelmente além da teoria das filas, inclusive
como lidar com algumas outras questdes ndo consideradas anteriormente.

Por exemplo, a andlise da pagina 52 supunha que o custo de espera fosse proporcional
ao tempo de espera, mas isso algumas vezes ndo é 0 caso. Se uma empresa tiver um ou dois
de seus empregados em um sistema de filas, talvez isso ndo seja muito sério em termos da
perda de produtividade deles, pois outros poderiam estar aptos a lidarem com todo o traba-
Iho produtivo disponivel. Entretanto, ter mais empregados no sistema de filas pode resultar
em aumento agudo na perda de produtividade e o lucro perdido resultante, de modo que o
custo de espera se torne uma fungéo ndo-linear do nimero do sistema. Similarmente, as con-
segiiéncias para um sistema de atendimento comercial que fazem seus clientes esperarem
podem ser minimas para esperas curtas, porém muito mais graves para esperas longas.
Nesse caso, 0 custo de espera se torna uma fungdo ndo-linear do tempo de espera. A Se¢éo
26.3 descreve aformulago de fungdes néo-lineares de custo de espera e depois o célculo de
E(WC) com tais funces.

A Se¢do 26.4 discute um model o de decis@o em que as varidveis de decisdo sdo tanto
0 nimero de atendentes quanto a taxa média de atendimento para os atendentes. Uma
guestao interessante que surge aqui € se € melhor ter um atendente rapido (vérias pessoas
trabalhando juntas para atender rapidamente cada cliente) ou varios atendentes mais len-
tos (varias pessoas trabalhando separadamente para atender clientes diferentes).

A Secéo 26.4 também apresenta um modelo de decisdo no qual as variavels de decisdo
s80 0 nimero de instalagdes de atendimento e o nimero de atendentes por instalagdo para
fornecer atendimento para uma populagdo solicitante de possivels clientes. Dada a taxa
meédia de chegada para toda a popul agdo solicitante, aumentar o nimero de instal agfes per-
mite diminuir a média de chegada (carga de trabalho) a cada instalacdo. O nimero de insta-
lagdes de atendimento também afeta quanto tempo cada cliente precisara despender na ida
e na volta da instalagdo mais proxima. O custo de espera agora precisa ser uma fungéo do
tempo total perdido por um cliente esperando em uma instalagdo de atendimento ou indo e
retornando dainstalagdo. Portanto, a Secéo 26.5 apresenta alguns model os de tempo de via-
gem para determinar o tempo de viagem de ida e volta para cada cliente.

17.11 CONCLUSOES

Sistemas de filas s8o dominantes na sociedade. A adequac@o desses sistemas pode ter um
efeito importante sobre a qualidade de vida e produtividade.

A teoriadasfilas estuda sistemas de filas formulando model os matematicos de suas ope-
races e depois como usar esses modelos para obter medidas de desempenho. Essa andlise
fornece informagBes vitais para desenhar, de forma eficaz, sistemas de filas que al cancam um
equilibrio apropriado entre o custo de fornecer um atendimento e o0 custo associado a espera
por esse atendimento.

Este capitul o apresentou os model os mais bésicos dateoria das filas para os quais exis-
tem, particularmente, resultados Gteis. Entretanto, muitos outros modelos interessantes



REFERENCIAS SELECIONADAS 55

poderiam ser considerados caso 0 espago permitisse. Narealidade, varios milhares de traba-
Ihos de pesquisa formulando e/ou analisando modelos de filas ja apareceram na literatura
técnica e muitos mais estdo sendo publicados a cada ano!

A distribuicdo exponencial desempenha papel fundamental na teoria das filas para
representar a distribuicdo de tempos entre chegadas e tempos de atendimento, pois essa
hip6tese nos permite representar o sistema de filas como uma cadeia de Markov de tempo
continuo. Pela mesma razdo, distribui¢des tipo-fase como a distribuicdo de Erlang, em que
0 tempo total € subdividido em fases individuais com uma distribuicdo exponencial, so
muito Uteis. Foram obtidos resultados analiticos Uteis somente para um nimero rel ativamen-
te pequeno de model os de filas fazendo outras hipéteses.

Modelos de disciplina de prioridades de filas sdo Uteis para a situagdo comum na qual
algumas categorias de clientes recebem determinada prioridade em relagdo a outros que
esté@o recebendo atendimento.

Em outra situagdo comum, clientes devem receber atendimento em diversas instal agoes
de atendimento. Modelos para redes de filas estdo ganhando ampla projecéo para o empre-
go em tais situacBes. Essa € uma area de pesquisa em andamento especialmente ativa.

Quando ndo tivermos disponivel nenhum modelo tratavel que fornega uma representa-
¢80 razoével do sistemade filas em estudo, uma abordagem comum é obter dados de desem-
penho relevantes desenvolvendo um programa de computador para simular a operacédo do
sistema. Essa técnica é discutida no Capitulo 20.

A Secdo 17.10 descreve brevemente como a teoria das filas pode ser usada para gjudar
a desenvolver sistemas de filas eficientes e depois o0 Capitulo 26 (no CD-ROM) expande
consideravel mente esse tema.
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m FERRAMENTAS DE APRENDIZADO PARA ESTE CAPITULO INCLUIDAS

NO CD-ROM

Exemplos Trabalhados:
Exemplos para o Capitulo 17

Procedimento Interativo no Tutorial IOR:
Rede de Jackson

Arquivos em Excel (Capitulo 17 — Teoria das Filas):

Gabarito para o Modelo M/M/s

Gabarito para aVariante de Fila do Modelo M/M/s

Gabarito para a Variante da populacdo solicitante Finita do Modelo M/M/s
Gabarito para o Modelo M/G/1

Gabarito para o Modelo M/D/1

Gabarito parao Modelo M/E,/1

Gabarito para 0 Modelo de Prioridades Nao-preemptivas

Gabarito para Modelo de Prioridades Preemptivas
Gabarito para a Andlise de Econdmica M/M/s do NUumero de Atendentes

Arquivo Lingo (Capitulo 17 — Teoria das Filas) para Solucionar os Exemplos

Selecionados

Glossario para o Capitulo 17
Ver Apéndice 1 para obter documentac&o sobre o software.

m PROBLEMAS?®

Inserimos um T a esquerda de alguns problemas (ou parte deles)
todavez que um dos gabaritos listados anteriormente puder ser Util.
Um asterisco no nimero do problema indica que pelo menos ha
uma resposta parcial no final do livro.

17.2-1." Considere uma barbearia tipica. Demonstre que ela é um
sistema de filas descrevendo seus componentes.

17.2-2." Jo#o e José sdo dois barbeiros em uma barbearia que eles

possuem e dirigem. Eles tém duas cadeiras de barbear para clien-

tes que estdo esperando por um corte de cabelo e, portanto, 0 nime-

ro de clientes na barbearia variaentre 0 e 4. Paran = 0, 1, 2, 3,

4, a probabilidade P,, de que exatamente n clientes se encontrem

na barbearia é Py = 55, P1 = {5, P2 = 1, P3 = 15, Pa = 5.

(a) CalculeL. Como vocé descreveria o significado de L para Jodo
e Jose?

(b) Para cada um dos possiveis valores do nimero de clientes no
sistema de filas, especifique quantos clientes se encontram na
fila. Calcule entdo L, Como vocé descreveria o significado de
Ly para Jo&o e José?

(c) Determine o nimero esperado de clientes atendidos.

(d) Dado que chegue uma média de quatro clientes por hora e
permanegam para cortar o cabelo, determine W e W,. Des-
creva esses dois valores em termos significativos para Jodo
e José.

(e) Dado que Jodo e José sdo igualmente répidos nos cortes de
cabelo, qual é a duragdo média de um corte de cabelo?

25

17.2-3. A Mercearia Mom-and-Pop tem um pequeno estacionamen-
to com trés vagas reservadas para seus clientes. Durante o horério de
funcionamento da mercearia, 0s carros entram no estacionamento e

usam uma das vagas a umataxa média de 2 por hora. Paran = 0, 1,

2, 3, a probabilidade P,, de que exatamente n vagas estgjam sendo

usadas no momento é P, = 0,2, P; = 0,3, P, = 0,3, P; = 0,2.

(a) Descreva como esse estacionamento pode ser interpretado
como um sistemadefilas. Particularmente, identifique osclien-
tes e os atendentes. Qual € o atendimento que esta sendo for-
necido? O que constitui um tempo de atendimento? Qual é a
capacidade da fila?

(b) Determine as medidas de desempenho basicas — L, L, We
W, — para esse sistema de filas.

(c) Use os resultados do item (b) para determinar a duragdo mé-
dia que um carro permanece no estacionamento.

17.2-4. Para cada uma das seguintes aternativas sobre a fila em

um sistema de filas, classifique a alternativas como verdadeira ou

falsae, em seguida, justifique sua resposta referindo-se a uma afir-

magdo especifica no capitulo.

(a) Fila é onde clientes aguardam no sistema de filas até que seu
atendimento seja completado..

(b) Modelos de filas sup8em, convencionalmente, que a fila sgja
capaz de reter apenas um numero limitado de clientes.

(c) A disciplina de fila mais comum é aquela na qual os primei-
ros que chegam ser&o os primeiros a ser atendidos.

Consulte também o final do Capitulo 26 (no CD-ROM) para outros problemas envolvendo a aplicagdo da teoria das filas.
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17.2-5. O Midtown Bank sempre tem dois caixas em servico. Os
clientes chegam para ser atendidos por um caixa em uma taxa mé-
dia de 40 por hora. Um caixa precisa de uma média de dois minu-
tos para atender um cliente. Quando os dois caixas estéo ocupa-
dos, um cliente que chega junta-se a uma fila Unica para esperar
por atendimento. A experiéncia demonstra que os clientes aguar-
dam na fila em média um minuto antes de ser atendidos.

(a) Descreva por que esse é um sistema de filas.

(b) Determine as medidas bésicas de desempenho — W, W, Ly e
L — para esse sistema de filas. Dica: N&o conhecemos as dis-
tribui ¢Bes probabil isti cas dos tempos entre atendimentos e tem-
pos de atendimento para esse sistema de filas, de modo que
precisaremos usar as relacdes entre essas medidas de desem-
penho para ajuda-lo a responder a estas perguntas.

17.2-6. Explique por que o fator de utilizacdo p para o atendente
em um sistema de filas com um Unico atendente tem de ser igual
al- Py, em que Py é a probabilidade de ter O clientes no sistema.

17.2-7. S&o dados dois sistemas de filas, Q; e Q.. A taxa média
de chegada, a taxa média de atendimento por atendente ocupado e
0 numero esperado de clientes em estado estavel para Q, séo o do-
bro dos val ores correspondentes para Q. Fagamos que W, = tempo
de espera previsto em estado estével no sistema para Q;, parai =
1, 2. Determine Wa,/W;.

17.2-8. Considere um sistema de filas com um Unico atendente
com uma distribuicdo de tempo de atendimento qualquer e uma
distribuicdo de tempos entre atendimentos qualquer (0 modelo
GI/G/1). Use somente definigdes bésicas e as relagdes dadas na
Secdo 17.2 para verificar as seguintes relagdes gerais:

(@ L=1Lg+ (1—Py).

(b) L=Lg+ p.

(C) PO = 1 - p-

17.2-9. Demostre que
s—1 s—1
L=> nPn+Lq+s<1—Z Pn>
n=0 n=0
usando as definicOes estatisticas de L e L, em termos de P,

17.3-1. ldentifique os clientes e os atendentes no sistema de filas

em cada uma das seguintes situagdes:

(a) O caixaem umaloja

(b) Um posto de corpo de bombeiros.

(c) A cabine de pedagio em uma ponte.

(d) Uma loja de conserto de bicicletas.

(e) Um terminal maritimo.

(f) Um grupo de maquinas semi-autométicas designadas a um
operador.

(9) O equipamento de manipulacéo de materiais em uma area de
uma fébrica.

(h) Uma loja de tubos e conexdes.

(i) Uma empreiteira atendendo pedidos sob encomenda.

(j) Um pool de datilografas.

17.4-1. Suponhaqueum sistemade filastenhadois atendentes, uma

distribuicdo de tempos entre atendimentos exponencial com uma

média de duas horas e uma distribuicdo de tempos de atendimento

exponencial com uma média de duas horas para cada um dos aten-

dentes. Além disso, um cliente acaba de chegar ao meio-dia.

(a) Qual é a probabilidade de que a proxima chegada se dara (i)
antes das 13 h, (ii) entre 13 e 14 h e (iii) apos as 14 h?

(b) Suponha que ndo haja mais nenhuma chegada de cliente antes
das 13 h. Qual é a probabilidade agora de que a préxima che-
gada venha a ocorrer entre 13 e 14 h?

(c) Qua é aprobabilidade de que o nimero de chegadas entre 13
eldhser& (i) O, (ii) 1 e (iii) 2 ou mais?

(d) Suponha que ambos os atendentes estejam com clientes as 13
h. Qual é a probabilidade de que nenhum dos clientes tera seu
atendimento completado (i) antes das 14 h, (ii) antes das 13h10
e (iii) antes das 13h01 h?

17.4-2. Astarefas aser executadas em determinada méaquina che-
gam de acordo com um processo de entrada de Poisson com uma
taxa média de duas por hora. Suponha que a maquina quebre e ex-
ija uma hora para ser reparada. Qual é a probabilidade de que o
nuimero de tarefas novas que chegardo durante esse periodo seja
de: (@) 0, (b) 2 e (c) 5 ou mais?

17.4-3. O tempo necessario para um mecanico consertar uma
méguinatem umadistribui¢do exponencial com umamédiade qua-
tro horas. Entretanto, uma ferramenta especial reduziria essa mé-
dia para duas horas. Se 0 mecéanico consertar a maquina em menos
de duas horas, €le receberd US$ 100; caso contrério, ele recebera
US$ 80. Determine 0 aumento esperado no pagamento do mecéa-
nico por maguina consertada caso ele use a ferramenta especial.

17.4-4. Um sistema de filas com trés atendentes possui um pro-
cesso de chegada controlado que libera clientes a tempo de man-
ter os atendentes sempre ocupados. Os tempos de atendimento tém
uma distribui¢do exponencial com média 0,5.

Vocé observa o sistema de filas iniciando com todos os trés
atendentes comegando a atender no instante t = 0. A seguir, vocé
percebe que o primeiro término de atendimento ocorre no instante
t = 1. Dadas essas informagdes, determine o tempo esperado apos
t = 1 até a ocorréncia do préximo término de atendimento.

17.4-5. Um sistema de filas possui trés atendentes com tempos de
atendimento esperado de 20 minutos, 15 minutos e dez minutos.
Os tempos de atendimento possuem uma distribuig&o exponencial.
Cada um dos atendentes tem-se mantido ocupado com um cliente
por cinco minutos. Determine o tempo restante esperado até que
aconteca o proximo término de atendimento.

17.4-6. Considere um sistema de filas com dois tipos de clien-
tes. Os clientes do tipo 1 chegam de acordo com um processo de
Poisson com uma taxa média de 5 por hora. Os clientes do tipo
2 também chegam de acordo com um processo de Poisson com
uma taxa média de 5 por hora. O sistema possui dois atendentes,
ambos atendem os dois tipos de clientes. Para ambos os tipos, 0s
tempos de atendimento possuem uma distribuicdo exponencial
com uma média de dez minutos. O atendimento é feito segundo
aregranaqual os primeiros que chegam ser&o 0s primeiros a ser
atendidos.
(8 Qual é a distribuicdo probabilistica (incluindo sua média) do
tempo entre chegadas consecutivas de clientes de qualquer tipo?
(b) Quando determinado cliente do tipo 2 chega, ele encontra dois
clientes do tipo 1 no processo de serem atendidos, porém
nenhum outro cliente no sistema. Qual é a distribuicéo proba-
bilistica (incluindo suamédia) do tempo de esperanafiladesse
cliente de tipo 2?

17.4-7. Considere um sistema de filas com dois atendentes em que
todos os tempos de atendimento sdo independentes e identicamen-
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te distribuidos de acordo com uma distribuicdo exponencial com

uma média de dez minutos. O atendimento é fornecido segundo a

regra na qual os primeiros que chegam serdo 0s primeiros a ser

atendidos. Quando determinado cliente chega, ele encontra os dois
atendentes ocupados e ninguém esperando na fila.

(a) Qua éadistribuico probabilistica (incluindo suamédiae des-
vio-padrao) do tempo de espera na fila desse cliente?

(b) Determine o valor esperado e desvio-padrao do tempo de espe-
ra no sistema desse cliente.

(c) Suponha que esse cliente ainda esteja esperando na fila cinco
minutos apos sua chegada. Dada informag&o, como isso
muda o valor esperado e o desvio-padréo do tempo de espera
total no sistemadesse cliente das respostas obtidas no item (b)?

17.4-8. Para cada uma das seguintes alternativas referentes a tem-

pos de atendimento model ados pela distribui¢do exponencial, clas-

sifique a alternativa como verdadeira ou falsa e depois justifique
suaresposta referindo-se a afirmagdes especificas (citando 0 nime-
ro da pagina) no capitulo.

(a) O vaor esperado e a variéncia dos tempos de atendimento sdo
sempre iguais.

(b) A distribuicgo exponencia sempre fornece umaboa aproxima:
Gao dadistribuicéo de tempos de atendimento real quando cada
cliente requer as mesmas operagoes de atendimento.

(¢) Em uma instalacdo com s atendentes, s > 1, com exatamente
s clientes ja no sistema, uma nova chegada teria um tempo de
esperaprevisto antes de ser atendidade 1/u. unidades detempo,
em que u € ataxa média de atendimento para cada atendente
ocupado.

17.4-9. Assim como para a Propriedade 3 da distribuicdo expo-
nencial, facamos que Ty, Ty, . . ., T, sgjam varidveis deatorias
exponenciais independentes com pardmetros a., ao, . . . , an, €S
pectivamente, e fagamos que U = min{Ty, Ty, . . ., T,}. Demons-
tre que a probabilidade de que determinada variavel aleatdria T,
venha a ser a menor das n varidveis aeatorias é

P{TJ:U}:HJ Zai, paraj:1,2,---yn-
i=1

Dica: P{T; = U} = |7 P{T; > T, paratodo i # jIT; = t}ye™ “'dt.

17.5-1. Considere o processo de nascimento-e-morte com todos
osu,=2N=1212,..),40=3,11:=2,1,=1eA,= 0paa
n=34,....

(a) Mostre o diagrama de taxas.

(b) Cdcule Py, Py, P,, PzeP,paran=4,5,....

(c) CdculelL, Lg, WeW,.

17.5-2. Considere um processo de nascimento-e-morte com ape-
nas trés estados atingiveis (0, 1 e 2), para os quais as probabilida-
des de estado estavel sdo, respectivamente, Py, P, e P,. As taxas
de nascimento-e-morte sd0 sintetizadas na seguinte tabela:

Estado Taxa de Nascimento Taxa de Mortalidade
0 1 —
1 1 2
2 0 2

(a) Construa o diagrama de taxas para esse processo de nascimen-
to-e-morte.

(b) Desenvolva as equagdes de equilibrio.

(c) Solucione essas equagdes para encontrar Py, P, € P..

(d) Useasférmulas gerais para o processo de nascimento-e-morte
para calcular Po, P, e P,. Calcule também L, Ly, We W,

17.5-3. Considere o processo de nascimento-e-morte com as

seguintes taxas médias. As taxas de nascimento s8o Ag = 2, A1 = 3,

Ar = 2,13 =1eA, = 0paan > 3. Astaxas de mortalidade sdo

1 =3 =4 us=1eu,=2paan> 4.

(a) Construa o diagrama de taxas para esse processo de nascimen-
to-e-morte.

(b) Desenvolva as equagOes de equilibrio.

(c) Resolva essas equacdes para encontrar a distribuig¢do probabi-
listica de estado estavel Py, P4, . . .

(d) Use as formulas genéricas para 0 processo de nascimento-
e-morte para calcular Pg, P4, . . . Calcule também L, Ly, W
e W,.

17.5-4. Considere o0 processo de nascimento-e-morte com todos

Ah=2M=0,1,..),us=2eu,=4paan=23,...

(a) Exiba o diagrama de taxas.

(b) CalculePgeP;. A seguir, forneca uma expressao geneérica para
P, emtermosde Py paran = 2,3, ....

(c) Considere um sistema de filas com dois atendentes que se
encaixe nesse processo. Qual é a taxa média de chegada para
esse sistema de filas? Qual é ataxa média de atendimento para
cada um dos atendentes quando ele se encontra ocupado aten-
dendo clientes?

17.5-5." Um posto possui uma bomba de gasolina. Carros queren-
do gasolina chegam de acordo com um processo de Poisson a uma
taxa média de 15 por hora. Entretanto, se a bomba estiver sendo
usada, esses possiveis clientes poderdo se recusar (ir para outro
posto de gasolina). Particularmente, se tivermos n carros ja no
posto, a probabilidade de chegar um possivel cliente que vai se
recusar € de n/3 paran = 1, 2, 3. O tempo necess&rio para abas-
tecer um carro tem uma distribuicdo exponencial com uma média
de quatro minutos.

(a) Construa o diagrama de taxas para esse sistema de filas.

(b) Desenvolva as equagOes de equilibrio.

(c) Resolva essas equagdes para encontrar uma distribuigdo proba-
bilistica de estado estavel do nimero de carros que se encon-
tram no posto. Verifique que essa solugdo € a mesma daquela
dada pelasolugdo geral para o processo de nascimento-e-morte.

(d) Encontre o tempo de espera previsto (incluindo atendimento)
para agueles carros que permanecem.

17.5-6. Um técnico de manutencdo tem a tarefa de manter duas
méguinas em funcionamento. O tempo que uma méaguina trabalha
antes de quebrar possui uma distribuicdo exponencia com uma
média de dez horas. O tempo gasto entdo pelo técnico de manu-
tengdo para reparar a maquina possui uma distribuicdo exponen-
cial com uma média de oito horas.

(@) Demonstre que esse processo se gjusta ao processo de hasci-
mento-e-morte definindo os estados, especificando os valores
de A, e u, e entdo construindo o diagrama de taxas.

(b) Calcule o P,,.

(c) Calculel, Ly, WeW,.

(d) Determine a proporcdo de tempo que o técnico de manuten-
¢80 esta ocupado.

(e) Determine aproporgéo de tempo que dada méquina esta ope-
rando.
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(f) Volte ao exemplo quase idéntico dacadeia de Markov de tempo
continuo dado no final da Segdo 16.8. Descreva a relacéo en-
tre cadeias de Markov de tempo continuo e o processo de nas-
cimento-e-morte que permite que ambos sejam aplicados aesse
mesmo problema.

17.5-7. Considere um sistema de filas com um Unico atendente em
gue tempos entre atendimentos possuem uma distribuicdo expo-
nencial com parametro A e tempos de atendimento tém uma dis-
tribuicdo exponencial com parémetro w. Além disso, clientes desis-
tem (deixam o sistema de filas sem ser atendidos) caso seus tempos
de espera na fila acabem ficando muito grandes. Em particular,
suponha que o tempo que cada cliente esta disposto a esperar na
fila antes de desistir tenha uma distribuicdo exponencial com mé-
dia 1/6.

(a) Construa o diagrama de taxas para esse sistema de filas.

(b) Desenvolva as equacdes de equilibrio.

17.5-8." Determinada mercearia pequena possui um Gnico caixa
em tempo integral. Os clientes chegam “ aleatoriamente” ao caixa
(isto €, um processo de entrada de Poisson) a uma taxa média de
30 por hora. Quando h& apenas um cliente na fila, ele é proces-
sado somente pelo caixa, com um tempo de atendimento espera-
do de 1,5 minuto. Entretanto, o gjudante de estoque recebeu
ordens de sempre que houvesse mais de um cliente na fila, ele
deve ajudar o caixa, empacotando as mercadorias. Essa ajuda re-
duz o tempo esperado para processar um cliente a um minuto.
Em ambos os casos, a distribuicdo de tempo de atendimento &
exponencial.
(a) Construa o diagrama de taxas para esse sistema de filas.
(b) Qual éadistribuicao probabilisticaem estado estavel do nime-
ro de clientes no caixa?
(c) Derive L para esse sistema. Dica: Volte a derivagdo de L para
0 modelo M/M/1 no inicio da Segéo 17.6. Use essas informa-
¢Oes para determinar Ly, W e W,

17.5-9. Um departamento possui um operador de processador de
texto. Documentos produzidos pelo departamento sdo entregues
para processamento de acordo com um processo de Poisson com
tempos entre atendimento esperado de 20 minutos. Quando o ope-
rador tem apenas um documento para processar, o tempo de pro-
cessamento esperado é de 15 minutos. Quando ele tem mais de um
documento, entdo ajuda para edi¢do que se encontra disponivel re-
duz o tempo de processamento esperado para cada documento a
dez minutos. Em ambos os casos, 0os tempos de processamento pos-
suem uma distribui¢do exponencial.
(a) Construa o diagrama de taxas para esse sistema de filas.
(b) Encontre a distribuicdo de estado estavel do nimero de docu-
mentos que o operador recebeu, mas ndo completou ainda
(c) Derive L para esse sistema. Dica: Volte a derivagéo de L para
0 modelo M/M/1 no inicio da Secéo 17.6. Use essa informa-
G&o para determinar Lo, W e W,

17.5-10. Clientes chegam em um sistema de filas de acordo com
um processo de Poisson a uma taxa média de chegada de 2 clien-
tes por minuto. O tempo de atendimento possui uma distribuicdo
exponencial com uma média de um minuto. Um ndmero ilimitado
de atendentes esta disponivel conforme a necessidade de modo que
os clientes jamais tém de esperar para ser atendidos. Calcule apro-
babilidade de estado estavel de que exatamente um cliente se
encontre no sistema.

17.5-11. Suponha que um sistema de filas com um Unico atenden-
tesegjuste atodas as hipéteses do processo de nascimento-e-morte,
exceto que clientes sempre chegam em pares. A taxamédia de che-
gada é de dois pares por hora (quatro clientes por hora) e a taxa
meédia de atendimento (quando o atendente estiver ocupado) € de
cinco clientes por hora

(a) Construa o diagrama de taxas para esse sistema de filas.

(b) Desenvolva as equactes de equilibrio.

(c) Para fins de comparagdo, mostre o diagrama de taxas para o
sistema de filas correspondente que se ajusta completamente
a0 processo de nascimento-e-morte, isto €, onde clientes che-
gam individualmente em uma taxa média de quatro por hora.

17.5-12. Considere um sistema de filas com um Unico atendente
com umafilafinitacapaz de reter no maximo doisclientes, excluin-
do qualquer um que esteja sendo atendido. O atendente é capaz de
fornecer atendimento em|ote adois clientes simultaneamente, onde
0 tempo de atendimento tem uma distribui¢cdo exponencial com
uma média de uma unidade de tempo independentemente do nime-
ro que estiver sendo atendido. Sempre que afila ndo estiver cheia,
os clientes chegam individualmente de acordo com um processo
de Poisson a uma taxa média de 1 por unidade de tempo.

(a) Suponha que o atendente deva atender dois clientes simulta-
neamente. Portanto, se 0 atendente estiver ocioso quando
somente um cliente estiver no sistema, o atendente tem de espe-
rar por outra chegada antes de iniciar o atendimento. Formule
0 modelo de filas como uma cadeia de Markov de tempo con-
tinuo definindo os estados e depois construindo o diagrama de
taxas. Fornega as equactes de equilibrio, mas néo as resolva.

(b) Suponha agora que o tamanho do lote para um atendimento
seja 2 somente se dois clientes estiverem nafila quando o aten-
dente terminar o atendimento anterior. Portanto, se o atenden-
te estiver ocioso quando apenas um cliente estiver no sistema,
0 atendente deve atender esse Unico cliente e quaisquer che-
gadas subsequentes deverdo aguardar na fila até que o atendi-
mento seja completado para esse cliente. Formule o modelo de
filas resultante como uma cadeia de Markov de tempo conti-
nuo definindo os estados e depois construindo o diagrama de
taxas. Fornega as equacles de equilibrio, mas ndo as resolva.

17.5-13. Considere um sistema de filas com duas classes de clien-
tes, dois escriturérios atendendo e nenhuma fila. Possiveis clientes
de cada classe chegam de acordo com um processo de Poisson,
com uma taxa média de chegada de dez clientes por hora para a
classe 1 e 5 clientes por hora para a classe 2, porém chega
das sdo perdidas para o sistema, caso elas ndo possam ser atendi-
das imediatamente.

Cada cliente da classe 1 que entra no sistema sera atendido
por um dos escriturarios que estiver livre, onde os tempos de aten-
dimento possuem uma distribuicdo exponencial com uma média
de cinco minutos.

Cada cliente de classe 2 que entrar no sistema requer 0 uso
simultaneo de ambos os escriturarios (os dois escriturarios traba-
Iham juntos com um Unico atendente), onde os tempos de atendi-
mento possuem uma distribuicdo exponencial com uma média de
cinco minutos. Portanto, um cliente que chega desse tipo seria per-
dido para o sistema a menos que ambos 0s escriturérios estejam
livres para comegar a atender imediatamente.

(a) Formule o modelo de filas como uma cadeia de Markov de
tempo continuo definindo os estados e construindo o diagra-
ma de taxas.
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(b) Agora, descreva como a formulagéo no item (a) pode ser ade-
quada no formato do processo de nascimento-e-morte.

(c) Use osresultados para 0 processo de nascimento-e-morte para
calcular a distribuicdo conjunta de estado estavel do nimero
de clientes de cada classe no sistema.

(d) Para cada uma das duas classes de clientes, qual € a parcela
de chegadas esperada que se encontram incapazes de entrar
no sistema?

17.6-1." A 4M Company possui um Gnico torno-revélver como
principal maquina de usinagem em seu chéo de fabrica. As tare-
fas chegam nessa maquina de acordo com um processo de Pois-
son em uma taxa média de 2 por dia. O tempo de processamento
para realizar cada tarefa tem uma distribuicdo exponencial com
uma média de ; dia. Como as tarefas so volumosas, agquelas que
ndo estdo sendo trabalhadas no momento estdo sendo armazena-
das em uma sala a certa distancia da maquina. Entretanto, para
poupar tempo na produgéo das tarefas, o gerente de producéo esta
propondo adicionar espaco de armazenagem para produtos em
fabricag@o suficiente proximo ao torno-revélver para acomodar
trés tarefas além daquela que esta sendo processada no momen-
to. Tarefas em excesso continuardo a ser armazenadas tempora-
riamente na sala distante. Segundo proposta, que proporcao
de tempo esse espaco de armazenagem proximo ao torno-revol-
ver € adequado para acomodar todas as tarefas em espera?
(a) Use férmulas disponiveis para calcular sua resposta.
T (b) Use o gabarito de Excel correspondente para obter as pro-
babilidades necessérias para responder a pergunta.

17.6-2. Clientes chegam em um sistema de filas com um Gnico
atendente de acordo com um processo de Poisson em uma taxa
meédia de 10 por hora. Se o atendente trabalhar continuamente, o
ndmero de clientes que podem ser atendidos em umahoratem uma
distribuicdo de Poisson com média 15. Determine a proporcéo de
tempo durante o qual ninguém esta esperando para ser atendido.

17.6-3. Considere 0 modelo M/M/1, com A < p.

(a) Determine a probabilidade de estado estavel de que o tempo
de espera real no sistema de um cliente ndo € maior que o
tempo de espera previsto no sistema, isto &, P{W > W}.

(b) Determine a probabilidade de estado estavel de que o tempo
de esperareal nafilade um cliente ndo sggamaior que o tempo
de espera previsto nafila, isto & P{Wy > W,}.

17.6-4. Verifique as seguintes relacbes para um sistema de filas
M/M/1:

_ (1= Pg)? _1-Pg
WP, R WP,

17.6-5. E necessério determinar quanto espaco de armazenagem
para itens em fabricagdo alocar a uma determinada maquina em
uma nova fabrica. As tarefas chegam nessa méquina de acordo com
um processo de Poisson com uma taxa média de 3 por hora e o
tempo necessario para realizar o trabalho necessério tem uma dis-
tribuigdo exponencial com uma média de 0,25 hora. Toda vez que
0s tempos de espera exigirem mais espaco de armazenagem para
itens em fabricacdo do que foi docado, as tarefas em excesso sdo
armazenadas temporariamente em um local menos conveniente. Se
cadatarefaexigir 1 m? de espaco no chao de fébrica, enquanto esti-
ver sendo armazenada temporariamente junto & maquina durante a
fabricag8o, quanto espaco deve ser fornecido para acomodar todas

A

as tarefas em espera: (@) 50% do tempo, (b) 90% do tempo e (c)
99% do tempo? Obtenha uma expressdo analitica para responder
essas trés perguntas. Dica: A soma de uma série geométrica é

N N+1
§pnintn
n=0 1-x~

17.6-6. Considere as seguintes aternativas sobre um sistema de fi-

las M/M/1 e seu fator de utilizag8o p. Classifique cada uma das al-

ternativas como verdadeira ou falsa e ent&o justifique sua resposta.

(a) A probabilidade de que um cliente tenha de esperar antes de
ser atendido é proporciona a p.

(b) O numero de clientes esperado no sistema é proporcional a p.

(c) Sep tiver sido aumentado de p = 0,9 ap = 0,99, o efeito de
qualquer outro aumento em p sobre L, Lo, W e W, sera relati-
vamente pequeno desde que p < 1.

17.6-7. Clienteschegam em um sistema de filas com um Unico aten-

dente de acordo com um processo de Poisson com um tempo espe-

rado entre atendimentos de 25 minutos. Tempos de atendimento pos-

suem uma distribuigdo exponencial com média de 30 minutos.

Classifique cada uma das seguintes alternativas sobre esse sis-

tema como verdadeira ou falsa e, a seguir, justifique sua resposta.

(a) O atendente certamente estara ocupado para sempre apos o pri-
meiro cliente chegar.

(b) A fila crescera sem limites.

(c) Se for acrescentado um segundo atendente com a mesma dis-
tribui¢do de tempos de atendimento, o sistema pode al cancar
uma condicdo de estado estavel.

17.6-8. Para cada uma das seguintes alternativas sobre um siste-

ma de filas M/M/1, classifique cada uma das seguintes alternativas

sobre esse sistema como verdadeira ou falsa e, a seguir, justifique

suaresposta referindo-se a afirmacoes especificas (citando o nime-

ro da pagina) no capitulo.

(&) O tempo de espera no sistema possui uma distribui¢édo
exponencial.

(b) O tempo de espera nafila possui uma distribuicéo exponencial.

(c) O tempo condicional de espera no sistema, dado o nimero de
clientes ja no sistema, possui uma distribuicdo de Erlang (dis-
tribuicdo gama).

17.6-9. A Friendly Neighbor Grocery Store possui um terminal de
calxa com um caixa em tempo integral. Clientes chegam aleatoria-
mente no caixa a uma taxa média de 30 por hora. A distribui¢cdo
de tempo de atendimento é exponencial, com uma média de 1,5
minuto. Essa situagdo resultou, ocasionalmente, em longas filas e
reclamagdes por parte dos clientes. Portanto, como ndo héa espago
para um segundo terminal de caixa, o gerente esta considerando a
alternativa de contratar outra pessoa para gjudar o caixa empaco-
tando as mercadorias. Essa gjuda reduziria o tempo esperado para
processar um cliente para um minuto, porém a distribuicgo ainda
seria exponencial .

O gerente gostaria de ter a porcentagem de tempo onde ha
mais de dois clientes no caixa abaixo de 25%. Ele também gosta-
ria de que ndo mais de 5% dos clientes tivessem de esperar nafila
pelo menos cinco minutos antes de ser atendido ou pelo menos
sete minutos antes de terminar o atendimento.

(@) Useasfdérmulas parao modelo M/M/1 paracalcular L, W, Wy,
Lg, Po, P1 € P, para 0 modo de operagéo atual. Qual € a pro-
babilidade de ter mais de dois clientes no caixa?
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T (b) Use o gabarito em Excel para esse modelo para verificar
suas respostas no item (a). Encontre também a probabilida-
de de que o tempo de espera antes do atendimento exceda
cinco minutos e a probabilidade de que o tempo de espera
antes de terminar o atendimento exceda sete minutos.

(c) Repitao item (a) para a aternativa considerada pelo gerente.

(d) Repita o item (b) para essa aternativa.

(e) Que abordagem o gerente deveria usar para satisfazer seus cri-

térios 0 mais proximo possivel?

T 17.6-10. O Centerville International Airport possui duas pistas,
uma usada exclusivamente para levantar véo e a outra exclusiva
para aterrissagens. Os avies chegam no espago aéreo de Center-
ville para solicitar instruges de pouso de acordo com um proces-
so de Poisson em uma taxa média de 10 por hora. O tempo neces-
sario para um avido pousar apos receber autorizagdo para fazé-lo
tem uma distribuicéo exponencial com uma média de trés minutos

e esse processo tem de ser completado antes de dar autorizagdo

para pouso para outro avido. Avides aguardando autorizagdo de-

vem circular pelo aeroporto.

A Administracdo Federal da Aviagdo tem uma série de crité-
rios referentes a0 nivel de seguranca de congestionamento de
avides aguardando para pousar. Esses critérios dependem de uma
série de fatores referentes ao aeroporto envolvido, como o nime-
ro de pistas disponiveis para aterrissagem. Para o Centerville, os
critérios sd0: (1) o nimero médio de avides aguardando para rece-
ber autorizac&o para pouso ndo deve exceder 1, (2) 95% do tempo,
o nimero real de avides aguardando para receber autorizagéo para
pouso nao deve exceder 4, (3) para 99% dos avides, o tempo gasto
circulando o aeroporto antes de receber autorizacdo para pouso ndo
deve exceder 30 minutos (ja que exceder esse periodo normalmen-
te exigiria o redirecionamento do avido para outro aeroporto para
um pouso de emergéncia antes que seu combustivel acabe).

(a) Avalie em que nivel esses critérios estdo sendo satisfeitos
no momento.

(b) Umaimportante companhia aérea considera a possibilidade de
adicionar esse aeroporto como um de seus principais termi-
nais. Isso aumentaria a taxa média de chegada a 15 aviBes por
hora. Avalie em que nivel os critérios anteriores seriam satis-
feitos se isso acontecesse.

(c) Para atrair mais negécios [inclusive a importante companhia
aérea mencionada no item (b)], a geréncia do aeroporto con-
sidera uma segunda pista para pouso. Estimase que esta
aumentaria finalmente a taxa média de chegada para 25 avides
por hora. Avalie em que nivel os critérios anteriores seriam
satisfeitos caso isso acontecesse.

T 17.6-11. O Security & Trust Bank emprega quatro caixas para
atender a seus clientes. Os clientes chegam de acordo com um pro-
cesso de Poisson a uma taxa média de 2 por minuto. Entretanto, o
negocio esta crescendo e a geréncia projeta que a taxa média de
chegada serd 3 por minuto daqui @ um ano. O tempo de transacéo
entre o caixa e o cliente tem uma distribuicdo exponencial com
meédia de um minuto.

A geréncia estabeleceu as seguintes diretrizes para um nivel
satisfatorio de atendimento aos clientes. O ndmero médio de clien-
tes esperando na fila para ser atendidos ndo deve exceder 1. Pelo
menos 95% do tempo, o niimero de clientes esperando na fila ndo
deve exceder 5. Para pelo menos 95% dos clientes, 0 tempo gasto na
fila esperando para ser atendido ndo deve ultrapassar cinco minutos.

(a) Use 0 modelo M/M/s para determinar o nivel em que essas
diretrizes estdo sendo satisfeitas.

(b) Avalie em que nivel as diretrizes serdo satisfeitas daqui a um
ano caso ndo sgja feita nenhuma alteragdo no nimero de caixas.

(c) Determine quantos caixas serdo necessarios dagqui a um ano
para atender completamente a essas diretrizes.

17.6-12. Considere o modelo M/M/s.
T (a) Suponha gque haja um atendente e o tempo de atendimento
esperado sgja exatamente igual @ um minuto. Compare L
para 0s casos nos quais a taxa média de chegada é de 0,5,
0,9 e 0,99 cliente por minuto, respectivamente. Faca o
mesmo para Ly, W, Wy e P{‘W > 5}. Que conclusdes vocé
tira sobre o impacto de aumentar o fator de utilizagéo p de
valores pequenos (por exemplo, p = 0,5) para valores bem
altos (por exemplo, p = 0,9) e depois para valores maiores
ainda, préximos a 1 (por exemplo, p = 0,99)?
(b) Suponha agora que haja dois atendentes e o tempo de atendi-
mento esperado seja exatamente de dois minutos. Siga as ins-
trugdes para o item (a).

T 17.6-13. Considere o modelo M/M/s com taxa média de che-
gada de dez clientes por hora e um tempo de atendimento espe-
rado de cinco minutos. Use 0 gabarito em Excel para esse modelo
para obter e imprimir as diversas medidas de desempenho (com
t = 10 et = 0, respectivamente, para as duas probabilidades de
tempo de espera) quando o nimero de atendentes for 1, 2, 3, 4 e
5. Depois, para cada um dos seguintes critérios possivels para um
nivel satisfatério de atendimento (em que a unidade de tempo é
de 1 minuto), use os resultados impressos para determinar quan-
tos atendentes sdo necessarios para satisfazer esse critério.

(@ Lg=025

(b) L=09

(0 W,=01

dw=6

(e) P{Wy>0} =0,01

(f) P{W > 10} = 0,2

S
(@ > P,=095
n=0

17.6-14. Um posto de gasolina com apenas uma bomba adota a
seguinte politica: se um cliente tiver de esperar, o preco é de US$
1 por litro; se ndo tiver de esperar, 0 prego sera de US$ 1,20 por
litro. Os clientes chegam de acordo com um processo de Poisson
com taxa média de 15 por hora. Os tempos de atendimento na
bomba tém uma distribuigéo exponencial com média de trés minu-
tos. Os clientes que chegam sempre aguardam até eles finalmente
poderem adquirir o combustivel. Determine o prego esperado da
gasolina por litro.

17.6-15. E fornecido um sistema de fila M/M/1 com taxa média
de chegada etaxamédiade atendimento w. Um cliente que chega
recebe n dolares, caso n clientes ja se encontrarem no sistema. De-
termine o custo esperado em ddlares por cliente.

17.6-16. A Secdo 17.6 fornece as seguintes equacdes para o mode-
lo M/M/1:

1) P{W=>t = 20 PaP{S+1>1}.

(2 P{W >t} =e Pt
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Demonstre que a Eq. (1) se reduz algebricamente a Eq. (2). Dica:
Use diferenciacéo, dgebra e integragéo.

17.6-17. Obtenha W, diretamente para os seguintes casos desen-
volvendo e reduzindo uma expressdo andloga a Eq. (1) no Pro-
blema 17.6-16. Dica: Use o tempo de espera condicional previsto
na fila dado que uma chegada aleatdria encontra n clientes ja no
sistema.

(a) O modelo M/M/1

(b) O modelo M/M/s

T 17.6-18. Considere um sistema de filas M/IM/2 com A = 4 e
w = 3. Determine a taxa média na qual os términos de atendi-
mento ocorrem durante os periodos nos quais os clientes se
encontram aguardando na fila.

T 17.6-19. Dado um sistema de filas M/M/2 com A = 4 por hora
e u = 6 por hora. Determine a probabilidade de que um cliente
gue chega va aguardar mais de 30 minutos na fila, dado que pelo
menos dois clientes ja se encontrem no sistema.

17.6-20." Na Cia de Seguros Blue Chip Life, as funcdes de depo-
sito e de retirada associadas a certo produto de investimento sdo
destinadas separadamente a dois escriturarios, Clara e Clarence.
Os comprovantes de dep6sito chegam aleatoriamente (um proces-
so de Poisson) na mesa de Clara a uma taxa média de 16 por hora.
Comprovantes de retirada chegam al eatoriamente (um processo de
Poisson) na mesa de Clarence a uma taxa média de 14 por hora
O tempo necessario para processar qualquer uma das transacfes
apresenta uma distribuicdo exponencial com média de trés minu-
tos. Para reduzir o tempo de espera previsto no sistema tanto para
0s comprovantes de deposito quanto de retirada, o departamento
atuaria fez as seguintes recomendacdes. (1) Treinar cada escritu-
rério para lidar com depdsitos e retiradas e (2) colocar os recibos
de depdsito bem como os de retirada em uma Unica fila que fosse
acessada por ambos 0s escriturarios.

(a) Determine o tempo de espera previsto no sistema segundo os
procedimentos atuais para cada tipo de comprovante. A
seguir, combine esses resultados para calcular o tempo de
esperaprevisto no sistema parauma chegada al eatéria de cada
tipo de envelope.

T (b) SeasrecomendacOes forem adotadas, determine o tempo de

espera previsto no sistema para chegada dos envel opes.

T (¢) Suponha agora que a adoc&o das recomendagdes resultasse
em um ligeiro aumento no tempo de processamento espera-
do. Use 0 gabarito em Excel parao modelo M/M/s paradeter-
minar por tentativa e erro o tempo de processamento espe-
rado (dentro de 0,001 hora) que faria o tempo de espera
previsto no sistema para uma chegada al eat6ria ser o mesmo
segundo os procedimentos atuai s e as novas recomendagdes.

17.6-21. A People’s Software Company acaba de instalar um call
center para fornecer assisténcia técnica para o seu novo pacote de
software. Dois técnicos estdo atendendo as ligagdes, nas quais o
tempo necessario para cada um dos técnicos responder as pergun-
tas de um cliente apresenta uma distribuigéo exponencial com mé-
dia de oito minutos. Os tel efonemas est&o chegando de acordo com
um processo de Poisson a uma taxa média de 10 por hora.

Espera-se que no ano que vem a taxa média de chegada de
ligacOes caia para 5 por hora, de modo que o plano segja reduzir o
nimero de técnicos para somente um.

T (a) Supondo que w continuard a ser 7,5 ligagOes por hora para
o sistema de filas do préximo ano, determine L, Ly, We W,
tanto para o sistema atual como para o sistema do préximo
ano. Para cada uma dessas quatro medidas de desempenho,
gue sistema leva ao menor valor?

(b) Suponha agora que w sera ajustavel quando o nimero de
técnicos for reduzido para um. Encontre algebricamente o
valor de w que resultaria no mesmo valor de W daquele do
atual sistema.

(c) Repita o item (b) com W, em vez de W.

17.6-22. Considere uma generalizagdo do modelo M/M/1 em que

0 atendente precisa “se aquecer” no comeco de um periodo movi-

mentado e, portanto, atende o primeiro cliente de um periodo movi-

mentado em uma velocidade menor que para os demais clientes.

Particularmente, se um cliente que chega encontrar o atendente

0Ci0s0, O cliente passa por um tempo de atendimento com umadis-

tribuicdo exponencial com parémetro u,. Entretanto, se um clien-
te que chega encontrar o atendente ocupado, esse cliente junta-se
afila e, posteriormente, passa por um tempo de atendimento com
distribuicdo exponencial com parametro u,, em que wy < wo. Os
clientes chegam de acordo com um processo de Poisson com taxa

média A.

(a) Formule esse modelo como uma cadeia de Markov de tempo
continuo definindo os estados e construindo o diagrama de
taxas de acordo.

(b) Desenvolva as equacOes de equilibrio.

(c) Suponha que sejam especificados valores numéricos para 1,
Mo €A equer < u, (portanto, existe uma distribuicdo de
estado estavel). Ja que esse modelo possui um ndmero de
estados infinito, a distribuicdo de estado estavel é a solugao
simultanea de um ndmero infinito de equagdes de equilibrio
(além da egquagdo que a soma de probabilidades € igual a 1).
Suponha que ndo seja possivel obter essa solugdo analitica-
mente e, portanto, vocé desgja usar um computador para
resolver o modelo numericamente. Considerando que sgja
impossivel resolver um ndmero infinito de equacGes nume-
ricamente, descreva brevemente o que ainda poderia ser feito
com essas equagoes para obter uma aproximagdo de umadis-
tribuicdo de estado estével. Sob que circunstancias essa apro-
ximagdo sera basicamente exata?

(d) Dado que a distribuicdo de estado estavel tenha sido obtida,
fornega expressoes explicitas para calcular L, Lg, W e Wg.

(e) Dado distribuicdo de estado estavel, desenvolva uma
expressdo para P{W >t} que sgja andloga a Eq. (1) do Pro-
blema 17.6-16.

17.6-23. Para cada um dos modelos a seguir, escreva as equagdes

de equilibrio e demonstre que el as sdo satisfeitas pela solucéo dada

na Segéo 17.6 para a distribuicéo de estado estéavel do nimero de

clientes no sistema.

(@) O modelo M/M/1.

(b) A variante de fila finita do modelo M/M/1, com K = 2.

(c) A variante finita da populacdo solicitante do modelo M/M/1,
comN = 2.

T 17.6-24. Considere um sistema telefénico com trés linhas. As
ligagBes chegam de acordo com um processo de Poisson a uma
taxamédiade 6 por hora. A duragéo de cadaligacdo apresenta uma
distribuic@o exponencial com média de 15 minutos. Se todas as
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linhas estiverem ocupadas, as ligagdes serdo colocadas em estado

de espera até que alguma linha sgja liberada.

(a) Imprima as medidas de desempenho fornecidas pelo gabari-
to em Excel para esse sistema de filas (comt = 1 hora e
t = 0, respectivamente, para as duas probabilidades de tempo
de espera).

(b) Use o resultado impresso fornecendo P{W, > 0} para identi-
ficar aprobabilidade de estado estavel de que umaligagdo sera
atendida imediatamente (ndo sera colocada em espera). A
seguir, verifique probabilidade usando os resultados
impressos para P,,.

(c) Use os resultados impressos para identificar a distribuicéo pro-
babilistica de estado estavel do nimero de ligacGes em espera.

(d) Imprima as novas medidas de desempenho caso as ligagdes
gue chegam sejam perdidas sempre que todas as linhas esti-
verem ocupadas. Use esses resultados para identificar a pro-
babilidade de estado estavel de que uma ligagdo que chega
segja perdida

17.6-25." Janet planeja abrir um pequeno lava-répido e elatem de
decidir sobre quanto espago devera ser disponibilizado para os car-
ros que estao esperando sua vez. Ela estima que os clientes che-
guem aleatoriamente (isto €, um processo de entrada de Poisson)
com taxa média de 1 a cada quatro minutos, a menos que a area
de espera esteja cheia, em cujo caso os clientes que chegam leva-
riam seus carros em outro lugar. O tempo que pode ser atribuido
para lavar um carro apresenta uma distribuicdo exponencial com
média de trés minutos. Compare a fragdo esperada de possiveis
clientes que seréo perdidos em razéo do espaco de espera inade-
quado caso: (a) ndo exista nenhuma vaga (ndo inclui o carro que
esta sendo lavado), (b) duas vagas e (c) quatro vagas disponiveis.

17.6-26. Considere a variante de filafinita do modelo M/M/s. De-
rive a expressdo para L4 dada na Secéo 17.6 para esse modelo.

17.6-27. Paraavariante dafilafinitado modelo M/M/1, desenvol-
va uma expressdo analoga a Eq. (1) do Problema 17.6-16 para as
seguintes probabilidades:

(@) P{W >t}.

(b) P{Wg>t}.

Dica: Chegadas podem ocorrer somente quando o sistemando esti-
ver cheio e, portanto, a probabilidade de que uma chegada aleat¢-
ria ja encontre n clientes |4 € P/(1 — Py).

17.6-28. George planeja abrir uma cabina para revelagdo de fotos
(drive-through) com um Unico posto de atendimento que ficara
aberto aproximadamente 200 horas por més em uma movimenta-
da area comercial. Existe espaco disponivel para aluguel de vagas
para drive-through por US$ 200 mensais por vaga (espaco tempo-
rério ocupado por carro, disposto em fila). George precisa decidir
quantas vagas devem ser fornecidas para seus clientes.

Excluindo esse custo de aluguel, George acredita que teraum
lucro médio de US$ 4 por cliente atendido (nada para quando o
filme for deixado e US$ 8 quando forem retiradas as fotografias
reveladas). Ele também estima que os clientes chegardo de forma
aleatéria (um processo de Poisson) a uma taxa média de 20 por
hora, embora agueles que encontrem a fila do drive-through cheia
serdo obrigados a desistir. Metade dos clientes que encontram a
fila cheia queriam deixar o filme e a outra metade queria pegar
suas fotos reveladas. A metade que queria deixar filme acabara
indo fazer isso em outra loja. A outra metade dos clientes que

encontram a fila cheia ndo sera perdida, pois tentara pegar suas
fotos em outra oportunidade. George supde que o tempo necessa-
rio para atender a um cliente ter4 uma distribuicdo exponencial
com média de dois minutos.
T (a) Encontre L e a taxa média nas quais os clientes so perdi-
dos quando o nimero de vagas fornecidas for 2, 3, 4 e 5.
(b) Calcule W apartir de L para os casos considerados no item (a).
(¢) Useosresultadosdo item (a) paracalcular o decréscimo nataxa
média na qual os clientes sdo perdidos quando o nimero de va-
gas fornecidas é aumentado de 2 para 3, de 3 para4 e de 4 para
5. A seguir, calcule o aumento no lucro esperado por hora
(excluindo os custos de aluguel) para cada um dos trés casos.
(d) Compare os aumentos no lucro esperado encontrado no item
(c) com o custo por hora de aluguel para cada vaga de carro.
Que conclusdo pode ser tirada sobre o ndmero de vagas de
carro que George deveria disponibilizar?

17.6-29. Na Forrester Manufacturing Company, foi atribuidaaum
técnico de manutencdo a responsabilidade de fazer a manutencéo
de trés méaquinas. Para cada méquina, a distribuicdo probabilistica
do tempo em funcionamento antes de ocorrer uma quebra € expo-
nencial, com média de nove horas. O tempo de reparo também
apresenta uma distribuicéo exponencial, com média de duas horas.

(a) Qual modelo de filas se encaixa nesse sistema de filas?

T (b) Use esse modelo de filas para encontrar a distribuigdo pro-
babilistica do nimero de maquinas que ndo estdo operando
e a média dessa distribuicéo.

(c) Use essamédia para calcular o tempo esperado entre a quebra

de uma méquina e o término do reparo dessa maguina.

(d) Qual é afracéo esperada de tempo que o técnico de manuten-

¢do ficara ocupado?

T (e) Como aproximagdo grosseira, suponha que a populagdo
solicitante sgja infinita e que quebras de maquina ocorram
aleatoriamente a uma taxa média de 3 a cada nove horas.
Compare o resultado do item (b) com aquele obtido por
fazer essa aproximagdo usando: (i) o modelo M/M/s e (ii)
a variante de fila finita do modelo M/M/s com K = 3.

T (f) Repitao item (b) quando o segundo técnico é disponibiliza-
do para reparar uma segunda méguina sempre que mais de
uma das trés maquinas precisar de reparo.

17.6-30. Reconsidere o processo de nascimento-e-morte especifi-
co descrito no Problema 17.5-1.
(8 ldentifique um modelo de filas (e os valores de seus parame-
tros) na Secdo 17.6 que se encaixa nesse processo.
T (b) Use o gabarito em Excel correspondente para obter respos-
tas para os itens (b) e (c) do Problema 17.5-1.

T 17.6-3L." A Dolomite Corporation plangja construir uma nova
fabrica. Foram aocadas 12 maquinas semi-automdticas a um
departamento. Um pegueno nimero (ainda a ser determinado) de
operadores seré contratado parafornecer as maquinas o atendimen-
to ocasional necessario (carregamento, descarregamento, ajuste,
preparacdo e assim por diante). E preciso decidir agora como orga-
nizar os operadores para fazer isso. A dternativa 1 é alocar cada
operador as suas préprias maguinas. A aternativa 2 é fazer um pool
de operadores de modo que qualquer operador 0cioso possa pegar
a proxima maquina precisando de atendimento. A aternativa 3 é
combinar os operadores em uma Unica equipe que trabalhara junta
em qualquer méguina precisando de atendimento.
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Supbe-se que o0 tempo em operacdo (tempo entre compl etar
um atendimento e aquele de a maquina precisar de atendimento
novamente) de cada méaquina tenha uma distribuicdo exponencial,
com média de 150 minutos. Supde-se que o tempo de atendimen-
to tenha uma distribuicéo exponencial, com média de 15 minutos
(para as alternativas 1 e 2) ou 15 minutos divididos pelo nimero
de operadores na equipe (para a alternativa 3). Para o departamen-
to atingir a taxa de producéo exigida, as maquinas tém de estar
operando, em média, pelo menos 89% do tempo.

(a) Para a alternativa 1, qual é o nimero maximo de maguinas
que pode ser alocado a um operador ainda mantendo a taxa
de produgdo necessaria? Qual € a utilizagdo resultante de
cada operador?

(b) Para a aternativa 2, qual é o nimero minimo de operadores
necessario para alcancar a taxa de producédo exigida? Qual é a
utilizagdo resultante dos operadores?

(c) Paraaalternativa 3, qual € o tamanho minimo da equipe neces-
sario para alcangar a taxa de producdo necessaria? Qual € a
utilizagdo resultante da equipe?

17.6-32. Umaferramentariapossui trés maquinas idénticas que es-
t8o sujeitas a falha de certo tipo. Portanto, € disponibilizado um
sistema de manutengdo para executar a operacao de manutencéo
(recarga) necesséria para umaméguina defeituosa. O tempo neces-
sério para cada operagdo tem uma distribuicdo exponencial com
meédia de 30 minutos. Entretanto, com probabilidade de % a ope-
racdo tem de ser realizada uma segunda vez (com 0 mesmo tempo
de distribui¢&o) de modo a recuperar a maquina com problematra-
zendo-a de volta para um estado operacional satisfatorio. Um sis-
tema de manutencéo trabal ha somente em uma maquina problema-
tica por vez, redizando todas as operagdes (uma ou duas)
necessarias a maquina, segundo a regra na qual os primeiros
gue chegam serdo os primeiros a ser atendidos. Ap6s uma méagui-
na ser reparada, 0 tempo até a proxima falha tem uma distribui¢do
exponencial com média de trés horas.

(a) Como devem ser definidos os estados do sistema de modo a
formular esse sistema de filas como uma cadeia de Markov de
tempo continuo? Dica: Dado que uma primeira operagéo este-
jasendo realizada em uma maquina, ser bem-sucedido nafina-
lizac8o dessa operacao e fracassar nessa finalizago sdo dois
eventos distintos de interesse. Use entdo a Propriedade 6 refe-
rente a desagregacéo para a distribui¢do exponencial.

(b) Construa o diagrama de taxas correspondente.

(c) Desenvolva as equacdes de equilibrio.

17.7-1." Considere o modelo M/G/1.

(a) Compare o tempo de espera previsto na fila se a distribui¢do
de tempos de atendimento for: (i) exponencial, (ii) constante,
(iii) Erlang com a parcelade variagao (isto &, o desvio-padréo)
ameio caminho entre 0s casos constante e exponencial.

(b) Qual é o efeito sobre o tempo de espera previsto nafila e so-
bre o comprimento esperado da fila caso tanto A quanto w
forem duplicados e a escala da distribui¢o de tempos de aten-
dimento for modificada de acordo?

17.7-2. Considere 0 modelo M/G/1 com A = 0,2 e u = 0,25.

T (@) Use 0 gabarito em Excel para esse modelo (ou célculos
manuais) para encontrar as principais medidas de desempe-
nho — L, Lg, W, W, — para cada um dos seguintes valores
deo: 4,32 1,0.

(b) Qual é arazéo entre Ly com o = 4 e L, com o = 0? O que
isso diz em relagdo a importancia de reduzir a variabilidade
dos tempos de atendimento?

(c) Calcule aredugéo em Ly quando o é reduzido de 4 para 3, de
3 paa2, de2 paral edel para0. Qual é amaior redugdo?
Qual é amenor?

(d) Use 0 método de tentativa e erro com o gabarito para ver apro-
ximadamente quanto w precisaria ser aumentado com o = 4
para atingir o mesmo L, que teriacom u = 0,25 e o = 0.

17.7-3. Considere as seguintes alternativas sobre um sistemade fi-

las M/G/1, em que ¢” é a variancia dos tempos de atendimento.

Classifique cada alternativa como verdadeira ou falsa e depois jus-

tifique sua resposta.

(@) Aumentar ¢? (com A e p fixos) aumentard L, e L, mas ndo
aterard Wy e W.

(b) Ao escolher entre uma tartaruga (u. € o pequenos) e uma le-
bre (1 e o? grandes) para ser o atendente, a tartaruga sempre
ganha fornecendo um L, menor.

() Com A e pu fixos, o valor de L, com uma distribuicéo expo-
nencial de tempos de atendimento € o dobro daquele com tem-
pos de atendimento constantes.

(d) Entre todas as possiveis distribui¢des de tempo de atendimen-
to (com A e w fixos), a distribuicdo exponencia resulta no
maior valor de L.

17.7-4. Marsha opera uma banquinha de café expresso. Os
clientes chegam de acordo com um processo de Poisson a uma
taxa média de 30 por hora. O tempo necessério para Marsha
servir um cliente tem uma distribui¢@o exponencial com média
de 75 segundos.

(a) Use 0 modelo M/G/1 para encontrar L, L, W e W,

(b) Suponha que Marsha sgja substituida por uma maquina auto-
maética de café expresso que precise exatamente de 75 segun-
dos para cada cliente operar. Encontre L, Ly, We W,

(c) Qual é arazéo entre Lq no item (b) e Lq no item (a)?

T (d) Use o método de tentativa e erro com o gabarito em Ex-
cel para 0 modelo M/G/1 para verificar aproximadamente
guanto Marsha precisaria reduzir o tempo de atendimento
esperado para alcangar 0 mesmo L, obtido com a méqui-
na automatica.

17.7-5. Antbnio opera uma sapataria por conta propria. Os clien-
tes chegam para trazer sapatos para serem consertados de acor-
do com um processo de Poisson a uma taxa média de 1 por hora.
O tempo que Antbnio precisa para reparar cada sapato (indivi-
dualmente) apresenta uma distribuicdo exponencial com média
de 15 minutos.

(a) Considere aformulagdo desse sistema de filas em que os sapa-
tos individuamente (ndo o par) sdo considerados como 0s
clientes. Para essa formulagdo, construa o diagrama de taxas
e desenvolva as equactes de equilibrio, porém ndo as resolva.

(b) Considere agora a formulacéo deste sistema de filas no qual
0s pares de sapatos sdo considerados os clientes. Identifique o
modelo de filas especifico que se encaixa nessa formulacéo.

(c) Calcule o nimero esperado de pares de sapatos na sapataria.

(d) Calcule o tempo esperado do momento em que um cliente
deixa um par de sapatos até eles serem consertados e estarem
prontos para ser retirados pelo cliente.

T (e) Use o gabarito em Excel correspondente para verificar suas

respostas nos itens (c) e (d).
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17.7-6." A base de manutencgo da Friendly Skies Airline possui
instalagdes para revisar somente um motor de avi&o por vez. Por-
tanto, para que os avifes sejam liberados para uso o0 mais répido
possivel, a politica tem sido alternar a revisdo dos quatro motores
de cada avido. Em outras palavras, somente um motor é revisado
cada vez que um avido chega no hangar. Segundo essa politica, os
aviBes chegam de acordo com um processo de Poisson a uma taxa
média de 1 por dia. O tempo necess&rio para uma revisao de mo-
tor (assim que os trabalhos forem iniciados) apresenta uma distri-
buico exponencial com média de ; dia.

Foi feita uma proposta para alterar a politica de modo que to-
dos os quatro motores sdo revisados consecutivamente cada vez
gue um avido chegano hangar. Emboraisso quadruplicariao tempo
de atendimento esperado, cada avido precisaria ir para a base de
manutencdo somente um quarto das vezes.

A geréncia agora precisa decidir se deve continuar na mesma
situacao ou adotar anova proposta. O objetivo € minimizar o tempo
de v6o médio perdido pela frota inteira por dia em razéo das revi-
sdes de motor.

(@) Compare as duas alternativas em relacéo ao tempo médio de
voo perdido por um avido cada vez que ele chega na base
de manutencéo.

(b) Compare as duas aternativas em relacéo ao nimero médio de
avides perdendo tempo de véo em virtude de se encontrar na
base de manutengéo.

(c) Qual das duas comparagdes seria apropriada paratomar a deci-
s8o da geréncia? Explique.

17.7-7. Reconsidere o Problema 17.7-6. A geréncia adotou a pro-
posta, mas agora quer que sejam realizadas mais andlises desse
novo sistema de filas.

(@) Como o estado do sistema deveria ser definido de modo a
formular o modelo de filas como uma cadeia de Markov de
tempo continuo?

(b) Construa o diagrama de taxas correspondente.

17.7-8. A fabricaMcAllister Company possui dois almoxarifados,
cada um deles com um Unico almoxarife, em sua &rea de fabrica-
¢do. Um amoxarifado manipula apenas as ferramentas para o
maguinério pesado; o segundo manipulatodas as demais ferramen-
tas. Entretanto, para cada amoxarifado, os ferramenteiros chegam
para pegar as ferramentas a uma taxa média de 24 por hora e o
tempo de atendimento esperado € de dois minutos.

Em decorréncia das reclamag@es que os ferramenteiros que se
dirigem ao amoxarifado tém de esperar muito, foi proposto que
os dois almoxarifados sgam combinados de modo que qualquer
um dos almoxarifes possa manipular qualquer tipo de ferramenta,
conforme a demanda exija. Acredita-se que a taxa média de che-
gada para o amoxarifado combinado com dois almoxarifes dupli-
caria para 48 por hora e que o tempo de atendimento esperado
continuaria a ser de dois minutos. Entretanto, ndo ha informactes
disponiveis sobre a forma das distribuigdes probabilisticas para
tempos entre chegadas e tempos de atendimento, de modo que ndo
esteja claro qual seria 0 melhor modelo de filas a ser adotado.

Compare asituagdo atual com aproposta em relagdo ao nime-
ro total esperado de ferramenteiros na(s) almoxarifado(s) e o tempo
de espera previsto (incluindo atendimento) para cada ferramentei-
ro. Faga isso tabulando esses dados para os quatro modelos de
filas considerados nas Figuras 17.6, 17.8, 17.10 e 17.11 (use k = 2
quando for apropriada uma distribuicdo de Erlang).

17.7-9." Considere um sistema de filas com um Gnico atendente

com uma entrada de Poisson, tempos de atendimento com distri-

buicdo de Erlang e uma fila finita. Suponha, particularmente, que

k = 2, ataxamédia de chegada seja de 2 clientes por hora, o tempo

de atendimento esperado sgja de 0,25 hora e 0 nimero maximo

permitido de clientes no sistema sgja 2. Esse sistema pode ser for-
mulado como uma cadeia de Markov de tempo continuo dividin-
do cada tempo de atendimento em duas fases consecutivas, cada
uma tendo uma distribuic&o exponencial com média de 0,125 hora

e depois definindo o estado do sistema como (n, p), em que n € 0

numero de clientes no sistema (n = 0, 1, 2) e p indica a fase do

cliente que esta sendo atendido (p = 0, 1, 2, em que p = 0 signi-
fica que nenhum cliente est4 sendo atendido).

(a) Construa o diagrama de taxas correspondente. Escreva as
equacOes de equilibrio e depois use essas equagdes para
encontrar a distribuicdo de estado estavel do estado dessa
cadeia de Markov.

(b) Use a distribuicdo de estado estével obtida no item (a) para
identificar a distribuicdo de estado estavel do nimero de clien-
tes no sistema (P, P4, P,) € 0 nimero esperado de clientes de
estado estavel no sistema (L).

(c) Compare os resultados do item (b) com os resultados corres-
pondentes quando a distribuicdo de tempos de atendimento
for exponencial.

17.7-10. Considere o modelo E/M/1 com A = 4 e u = 5. Esse
model o pode ser formulado como uma cadeia de Markov de tempo
continuo dividindo cada tempo entre atendimentos em duas fases
consecutivas, cada uma tendo uma distribuicdo exponencial com
média de 1/(21) = 0,125 e depois definindo o estado do sistema
como (n, p), em que n € o nimero de clientes no sistema (n = O,
1,2,...) epindicaafase da proxima chegada (que ainda ndo se
encontra no sistema) (p = 1, 2).

Construa o diagrama de taxas correspondente (mas néo o
resolva).

17.7-11. Uma empresa tem um técnico de manutencéo para manter
um grande grupo de méguinas em ordem. Tratando esse grupo como
uma populacdo solicitante infinita, as quebras individuais ocorrem de
acordo com um processo de Poisson aumataxa médiade 1 por hora.
Para cada quebra, a probabilidade € 0,9 de que sgja necessério somen-
te um pequeno reparo, em CuUjo caso 0 tempo necessario tem uma
distribuicao exponencial com média de ; hora. Caso contrério, seria
necessario um reparo importante, em cujo caso 0 tempo de reparo
tem uma distribuicgo exponencial com média de cinco horas. Como
as duas distribuicdes condicionais sd0 exponenciais, a distribuicdo
incondicional (combinada) de tempos de reparo é hiperexponencial.
(a) Calcule amédia e desvio-padréo dessa distribuicéo hiperexpo-
nencial. Dica: Use as relacfes gerais da teoria das probabili-
dades de que, paraqualquer variavel aeatéria X e qualquer par
de eventos mutuamente exclusivos E; e E, EX) =
E(XCE)P(E,) + E(XXCE)P(E,) e var(X) = E(X?) — E(X)%
Compare esse desvio-padrdo com aguele de uma distribuico
exponencial com essa média.
(b) Quais sdo 0s Py, Lg, L, W, & W para esse sistema de filas?
(c) Qual é o vaor condicional de W, dado que a méguina envol-
vida precise de um reparo importante? E para um pequeno
reparo? Qual é a divisdo de L entre maquinas precisando dos
dois tipos de reparos? Dica: A formula de Little ainda se apli-
ca para as categorias de maquinas individuais.
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(d) Como devem ser definidos os estados do sistema de modo a
formular esse sistema de filas como uma cadeia de Markov de
tempo continuo? Dica: Considere que informaces adicionais
teriam de ser dadas, além do nimero de maquinas quebradas,
para a distribui¢do condicional do tempo restante até que o
préximo evento de cada tipo seja exponencial.

(e) Construa o diagrama de taxas correspondente.

17.7-12. Considere a variante de fila finita do modelo M/G/1, em

gue K é o nimero maximo de clientes permitido no sistema. Para

n=12, ..., fagamos que avaridvel deatdria X,, sga 0 nimero
declientes no sistemano instante t,, quando o enésimo cliente acaba

de ter sido atendido. N&o contar o cliente que sai. Os tempos {t;,

tp, . . .} sdo chamados pontos de regeneragéo. Além disso, { X}

(n=1,2,...) éuma cadeia de Markov de tempo discreto e

conhecida como uma cadeia de Markov incorporada. As cadeias

de Markov incorporadas so Uteis no estudo das propriedades de
processos estocasticos de tempo continuo como aqueles para um

modelo M/G/1.

Considere agora 0 caso especial em que K = 4, o tempo de
atendimento de clientes sucessivos seja uma constante fixa, diga-
mos, dez minutos e a taxa média de chegada sgja 1 a cada 50
minutos. Portanto, { X,,} € umacadeiade Markov incorporadacom
estados 0, 1, 2, 3. Como jamais existem mais que quatro clientes
no sistema, jamais pode haver mais que trés no sistema em um
ponto de regeneragdo. Como o sistema € observado em partidas
sucessivas, X, jamais pode decrescer mais que umaunidade. Além
disso, as probabilidades de transi¢des que resultam em aumentos
em X, sdo obtidas diretamente da distribui¢do de Poisson.

(a) Encontre a matriz de transicdo em uma etapa para cadeia de
Markov incorporada. Dica: Ao obter a probabilidade de tran-
sicdo do estado 3 para o estado 3, use uma probabilidade de 1
ou mais chegadas em vez de apenas 1 chegada e similarmen-
te para outras transi¢les para o estado 3.

(b) Use a rotina correspondente na érea referente a cadeias de
Markov do Courseware de PO para encontrar as probabilida-
des de estado estavel para o nimero de clientes no sistema em
pontos de regeneragéo.

(c) Cacule o nimero de clientes esperado no sistema em pontos
de regeneracdo e compare-o com o vaor de L para o modelo
M/D/1 (com K = =) na Secéo 17.7.

17.8-1." A Southeast Airlines é uma pequena companhia que faz
pontes aéreas que atendem principalmente o estado da Flérida. O
balc8o de passagens em certo aeroporto tem apenas um atenden-
te. Ha duas linhas distintas — uma para passageiros de primeira
classe e outra para passageiros de classe econdmica. Quando o
atendente esta pronto para atender a mais um cliente, o préximo
passageiro de primeira classe é atendido caso exista alguma fila.
Caso contrério, sera atendido o proximo passageiro de classe eco-
némica. Os tempos de atendimento possuem uma distribuicdo
exponencial com média de trés minutos para ambos os tipos de
clientes. Durante as 12 horas por dia em que o balcdo de passa-
gens esta aberto, 0s passageiros chegam al eatoriamente a umataxa
média de 2 por hora para passageiros de primeira classe e 10 por
hora para passageiros de classe econdmica.
(a) Que tipo de modelo de filas se gjusta a esse sistema de filas?
T (b) Encontre as principais medidas de desempenho — L, Lg, W
e W, — tanto para passageiros de primeira classe quanto
para classe econémica.

(c) Qua éotempo de espera antes de o atendimento comegar para
clientes de primeira classe como uma fracdo desse tempo de
espera para clientes de classe econdmica?

(d) Determine o nimero médio de horas por dia em que o aten-
dente se encontra ocupado.

T 17.8-2. Considere o modelo com prioridades ndo-preemptivas
apresentado na Segdo 17.8. Suponha que existam duas classes de
prioridades, com A; = 4 e A, = 4. Ao desenhar esse sistema de
filas, Ihe é oferecido a possibilidade de escolher entre as seguin-
tes alternativas. (1) um atendente rgpido (u = 10) e (2) dois aten-
dentes lentos (u = 5).

Compare essas alternativas com as quatro medidas de desem-
penho médias usuais (W, L, Wy, L,) para cada classe de priorida-
de (W, W, L,, L, e assim por diante). Qual aternativa € preferi-
vel caso sua principal preocupacdo seja o tempo de espera previsto
no sistema para classes de prioridade 1 (W;)? Qual aternativa é
preferivel caso sua principal preocupacdo seja o tempo de espera
na fila para classes de prioridade 1?

17.8-3. Considere a variante com um Unico atendente do modelo
de prioridades ndo-preemptivas apresentado na Segdo 17.8.
Suponha que existam trés classes de prioridades, com A; = 1,
A, = 1 e Az = 1. Os tempos de atendimento esperados para as
classes de prioridades 1, 2 e 3 s80 0,4, 0,3 € 0,2, respectivamente,
e, portanto, u; = 2,5, up = 35 € uz = 5.

(a) Calcule Wy, W, e Ws.

(b) Repita o item (a) ao usar a aproximagdo de aplicar o0 modelo
geral para prioridades ndo-preemptivas apresentado na Segéo
17.8. Ja que esse modelo geral supde que o tempo de atendi-
mento previsto € 0 mesmo para todas as classes de priorida-
des, use um tempo de atendimento esperado igual a0,3 e, por-
tanto, w = 35. Compare os resultados com aqueles obtidos no
item (a) e avalie o nivel de aproximagao fornecido ao se fazer
hipétese.

T 17.8-4." Determinado nicleo de trabalho em uma ferramentaria
pode ser representado como um sistema de filas com um Unico
atendente, em que as tarefas chegam de acordo com um processo
de Poisson, com taxa média de 8 por dia. Embora as tarefas que
chegam sejam de trés tipos distintos, 0 tempo necessario para rea-
lizar qualquer uma dessas tarefas possui a mesma distribuigdo
exponencial, com médiade 0,1 dia de trabalho. A préticatem sido
a de trabalhar nas tarefas que chegam segundo a regra na qual os
primeiros que chegam serdo os primeiros a ser atendidos. Entre-
tanto, € importante que tarefas do tipo 1 ndo esperem muito, ao
passo que a espera é apenas moderadamente importante para tare-
fas do tipo 2 e relativamente sem importancia para tarefas do tipo
3. Esses trés tipos chegam com taxamédiade 2, 4 e 2 por dia, res-
pectivamente. Como todos os trés tipos passaram, em média, por
longos atrasos, foi proposto que as tarefas fossem escolhidas de
acordo com uma disciplina de prioridades apropriada.

Compare o tempo de espera previsto (incluindo atendimento)
para cada um dos trés tipos de tarefas caso a disciplinadafilasga
(a) os primeiros que chegam seréo os primeiros a ser atendidos,
(b) prioridade ndo-preemptiva e (c) prioridade preemptiva.

T 17.8-5. Reconsidere o problema da sala de emergéncias do Hos-
pital Municipal conforme analisado na Segdo 17.8. Suponha que
as definicdes das trés categorias de pacientes estejam ligeiramen-
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te ligadas de modo a transferir casos marginais para uma catego-
riainferior. Conseglientemente, somente 5% dos pacientes se qua-
lificardo como casos criticos, 20% como casos graves e 75% como
casos estaveis. Crie uma tabela mostrando os dados apresentados
na Tabela 17.3 para esse problema revisado.

17.8-6. Reconsidere o sistema de filas descrito no Problema 17.4-
6. Suponha agora que clientes tipo 1 sgam mais importantes do
que clientes do tipo 2. Se a disciplina da fila fosse alterada da re-
graem que os primeiros que chegam serdo os primeiros a ser aten-
didos para um sistema de prioridades com clientes do tipo 1 tendo
prioridade nédo-preemptiva em relagcdo a clientes do tipo 2, isso
aumentaria, diminuiriaou manteriainalterado o nimero total espe-
rado de clientes no sistema?
(a) Determine arespostasem fazer qualquer calculo e depois apre-
sente o raciocinio que o levou a essa conclusdo.
T (b) Verifique sua conclusdo no item (a) encontrando o nimero
total esperado de clientes no sistema sob cada uma dessas
duas disciplinas de fila.

17.8-7. Considere o0 modelo de filas com a disciplina de fila de
prioridade preemptiva apresentada na Se¢do 17.8. Suponha que
s=1LN=2e(A; + Ay < u,; efagamos que P;; sgja a probabi-
lidade de estado estével de que existem i membros da prioridade
de classe mais alta e j membros da prioridade de classe mais baixa
no sistemadefilas(i=0,1,2,...;j=0,1,2,...). Useum
método andl ogo ao apresentado na Segdo 17.5 paraderivar um sis-
tema de equagdes lineares cuja solugéo simulténea € Pj;. N&o obte-
nha realmente essa soluc&o.

17.9-1. Considere um sistemadefilas com dois atendentes, no qual
os clientes chegam de duas origens distintas. Daorigem 1, os clien-
tes sempre chegam de 2 em 2, onde o tempo entre chegadas con-
secutivas de pares de clientes possui uma distribui¢do exponencial
com média de 20 minutos. A origem 2 &, por si SO, um sistema de
filas com dois atendentes, que possui um processo de entrada de
Poisson com taxa média de sete clientes por hora e o tempo de
atendimento de cada um desses dois atendentes tem uma distribui-
¢80 exponencial com média de 15 minutos. Quando um cliente
completa o atendimento na origem 2, ele entra imediatamente no
sistema de filas sendo considerado para outro tipo de atendimen-
to. No Ultimo sistema de filas, a disciplina da fila é prioridade
preemptiva em que clientes da origem 1 sempre tém prioridade
preemptiva em relagéo a clientes da origem 2. Entretanto, os tem-
pos de atendimento sdo independentes e distribuidos identicamen-
te para ambos os tipos de clientes de acordo com uma distribui¢do
exponencial com média de seis minutos.

(a) Concentre-se primeiramente no problema de derivar a dis-
tribuicdo de estado estavel somente do nimero de clientes
da origem 1 no sistema de filas sendo considerado. Usando
uma formulagdo de cadeia de Markov de tempo continuo,
defina os estados e construa o diagrama de taxas para deri-
var de formamais eficiente essa distribui¢do (mas ndo a deri-
ve efetivamente).

(b) Agora se concentre no problema de derivar a distribuicdo de
estado estavel do nimero total de clientes de ambos os tipos
no sistema de filas sendo considerado. Usando uma formula-
¢do de cadeia de Markov de tempo continuo, defina os esta-
dos e construa o diagrama de taxas para derivar de formamais
eficiente essa distribui¢do (mas ndo a derive efetivamente).

(c) Agora se concentre no problema de derivar a distribui¢éo con-
junta de estado estavel do nimero de clientes de cada tipo no
sistema de filas sendo considerado. Usando uma formulagdo
de cadeia de Markov de tempo continuo, defina os estados e
construao diagramade taxas paraderivar estadistribui¢do (mas
ndo a derive efetivamente).

17.9-2. Considere um sistema de duas filas infinitas em série, em

gue cada uma das duas instal agdes de atendimento possui um Unico

atendente. Todos os tempos de atendimento sdo independentes e

possuem uma distribuicdo exponencial, com média de trés minu-

tos na instalacdo 1 e quatro minutos na instalagdo 2. A instalag@o

1 tem um processo de entrada de Poisson com taxa média de 10

por hora.

(a) Encontre a distribuicéo de estado estavel do nimero de clien-
tes nainstalagdo 1 e depois na instalagdo 2. A seguir, mostre
a solugdo em forma de produto para a distribui¢do conjunta do
ndmero nas respectivas instalagoes.

(b) Qual é a probabilidade de que ambos os atendentes se encon-
trem ociosos?

(c) Encontre o nimero total de clientes esperado no sistema e o
tempo total de espera previsto (incluindo os tempos de aten-
dimento) para um cliente.

17.9-3. Sob as hip6teses especificadas na Secéo 17.9 paraum sis-
tema de filas infinitas em série, esse tipo de rede de filas, na ver-
dade, € um caso especia de uma rede de Jackson. Demonstre que
isso é verdadeiro descrevendo esse sistema como uma rede de
Jackson, inclusive especificando os valores de g e p;;, dado A para
esse sistema.

17.9-4. Considere uma rede de Jackson com trés instalagdes de
atendimento com valores de par@metros mostrados a seguir.

Pij
Instalagéo j | s; M a; i=1 i=2 i=3
i=1 1 40 10 0 0.3 0.4
j=2 1 50 15 0,5 0 0,5
j=3 1 30 3 0,3 0,2 0

T (a) Encontre ataxa de chegadatotal em cada uma dasinstalacoes.

(b) Encontre a distribuicéo de estado estavel do nimero de clien-
tes nas instalagdes 1, 2 e 3. Em seguida demonstre a solucéo
em forma de produto para a distribuicdo conjunta do nimero
nas respectivas instal agoes.

(c) Qua é a probabilidade de que todas as instalacdes tenham fi-
las vazias (nenhum cliente aguardando para ser atendido)?

(d) Encontre o nimero total de clientes esperado no sistema.

(e) Determine o tempo de esperatotal previsto (incluindo os tem-
pos de atendimento) para um cliente.

T 17.10-1. Ao descrever a andlise econdmica do nimero de aten-
dentes para ser fornecido em um sistema de filas, a Se¢do 17.10
introduz um modelo de custos bésico no qual o objetivo é minimi-
zar E(TC) = Cs + C,L. O proposito desse problema € permitir
gue vocé explore o efeito que os tamanhos relativos de Cs e C,,
tem sobre 0 nimero 6timo de atendentes.
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Suponha que o sistema de filas sendo considerado se encaixe
no modelo M/M/s com A = 8 clientes por horae u = 10 clientes
por hora. Use o gabarito em Excel do Courseware de PO para an&
lise econdbmica com o modelo M/M/s para encontrar 0 ndmero
6timo de atendentes para cada um dos seguintes casos.

(8 Cs=US$100eC, = US$ 10.
(b) Cs = US$ 100 e C,, = US$ 100.
(c) Cs=US$10eC, = US$ 100.

T17.10-2." Jim McDonald, gerente darede de fast-food M cBurger,
se da conta que fornecer um atendimento rapido é a chave para o
sucesso da lanchonete. Clientes que tém de esperar muito possuem
grandes chances de ir para outra lanchonete da regi&o da proxima
vez. Ele estima que cada minuto a mais que um cliente tiver de
esperar nafilaantes de completar o atendimento |he custe umamé-
dia de 30 centavos em perda de futuros negécios. Portanto, ele quer
certificar-se de que ha um nimero de caixas abertos suficiente para
manter a filaem um minimo. Cada caixa € operado por um empre-
gado de meio periodo que passa o lanche pedido por cliente e efe-
tua a cobranga. O custo total para cada um desses empregados é
de US$ 9 por hora

Durante o horério de aimogo, os clientes chegam de acordo
com um processo de Poisson em uma taxa média de 66 por hora.

O tempo necessario para atender um cliente é estimado como uma
distribuicdo exponencial com média de dois minutos.

Determine quantos caixas Jim deveria manter abertos durante
0 horério do almogo para minimizar o custo total esperado por hora.

T 17.10-3. A Garrett-Tompkins Company dispde de trés maguinas
copiadoras em sua sala de copia para uso de seus empregados. En-
tretanto, em razdo de recentes reclamagfes sobre tempo conside-
ravel desperdicado esperando um copiador ficar livre, a geréncia
esta estudando o acréscimo de uma ou mais copiadoras.

Durante as 2.000 horas de trabalho durante o ano, 0s empre-
gados chegam na sala de copias de acordo com um processo de
Poisson a uma taxa média de 30 por hora. Acredita-se que o
tempo que cada empregado precisa gastar em uma copiadora
tenha distribuicéo exponencial com média de cinco minutos. Es-
tima-se que a produtividade perdida em virtude do tempo gasto
por um empregado na sala de cdpia custe a empresa uma média
de US$ 25 por hora. Cada copiadora é alugada por US$ 3.000
por ano.

Determine quantas copiadoras a empresa deveria ter para
minimizar seu custo total esperado por hora.

m CASOS

CASO 17.1 Reduzindo o Estoque de Itens
em Fabricacdo

Jim Wells, vice-presidente de Manufatura da Northern
Airplane Company, esta exasperado. Sua visita pela uni-
dade fabril mais importante da empresa essa manhé o dei-
xou mau humorado. Entretanto, agora ele podera descar-
regar sua raiva em Jerry Carstairs, o gerente de producdo
da unidade, que acaba de chegar ao escritorio de Jim apos
sua convocagao.

“Jerry, acabo de voltar de uma vistoria pela fabrica e
estou muito desapontado.” “Qual é o problema, Jm?’
“Bem, vocé sabe muito bem quanto tenho enfatizado a
necessidade de cortar nosso estoque de itens em fabrica
¢do.” “Claro, temos dado duro nesse sentido”, responde
Jerry. “Bem, ndo t&o duro quanto deverial” Jm aumenta
seu tom de voz aindamais. “ Vocé sabe o que descobri junto
as prensas?’ “Na&o.” “Cinco chapas metdlicas ainda espe-
rando para serem conformadas em perfis de asas. E depois,
logo apos, na unidade de inspecdo, 13 perfisde asas! O ins-
petor estava inspecionando uma delas, porém as outras 12
estavam ali ao lado, dormindo em ber¢o espléndido! Vocé
sabe que temos algumas centenas de milhares de dolares
atrelados a cada um desses perfis de asas. Portanto, entre as
prensas e a unidade de inspecéo, temos alguns milhdes de
metal terrivelmente caro simplesmente parado ali do lado.
Isto ndo pode acontecer!”

O desgostoso Jerry Carstairs tenta responder. “Certo,
Jim, estou bem ciente de que a unidade de inspeg&o € um
gargalo. Normal mente a situagéo n&o é tdo ruim quanto esta

que vocé viu hoje pela manhg, mas sem davida nenhuma é
um gargalo. Muito menos do que para as prensas. Vocé real -
mente nos pegou em um mau dia” “Espero que sim”, repli-
ca Jim, “mas, at& mesmo ocasionamente, vocé precisa
impedir que isso aconteca. Qual sua proposta?’. Jerry agora
Se anima notadamente em sua resposta. “Bem, na verdade,
javenho trabal hando nessa quest&o. Tenho uma série de pro-
postas engatilhadas e solicitei aum analista de PO da minha
equipe para andlisar essas propostas fazendo um relatorio
com sugestdes.” “Otimo”, responde Jim, “fico feliz por ver
gue vocé esta tentando resolver o problema. Dé a esse pro-
blema a mais ata prioridade e me informe o0 mais rgpido
possivel”. “Faremos isso”, promete Jerry.

Eis o problema que Jerry e seu analista de PO estéo
resolvendo. Cada uma das dez prensas idénticas esta
sendo usada para conformar perfis de asas de avido a par-
tir de grandes folhas de metal especialmente processadas.
Essas chapas chegam aleatoriamente ao grupo de prensas
auma taxa média de 7 por hora. O tempo necessario para
uma prensa conformar um perfil de asa de avido a partir
de uma chapa de metal tem uma distribui¢do exponencial
com média de uma hora. Quando completados, os perfis
de asas chegam al eatoriamente a uma unidade de inspe¢do
na mesma taxa média que as chapas de metal chegam as
prensas (7 por hora). Um Unico inspetor fica em tempo
integral inspecionando esses perfis de asas para certificar-
se de que elas atendem as especificagdes. Cada inspe¢do
leva 75 minutos e, portanto, ele é capaz de inspecionar
oito perfis de asas por hora. Essa taxa de inspegdo resul-
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tou em uma quantidade média substancial de estoque de itens
em fabricagdo naunidade deinspecao (isto &, o niimero médio
de perfis de asas aguardando inspecéo é bastante grande),
além daguelas que ja se encontravam no grupo de méguinas.

Estima-se que o custo desse estoque de itens em fabri-
cacdo sgja de USS$ 8 por hora para cada chapa de metal que
estiver nas prensas ou para cada perfil de asa que se encon-
trar na unidade de inspecdo. Portanto, Jerry Carstairs fez
duas propostas aternativas para reduzir o nivel médio de
estoque de itens em fabricag&o.

A Proposta 1 é usar um pouco menos de forganas pren-
sas (0 que aumentaria seus tempos médios para conformar
um perfil de asa para 1,2 hora) de modo que o inspetor con-
siga suportar melhor sua producgo. |sso também reduziriao
custo de energia para operar cada maquina, de US$ 7,00
para US$ 6,50 por hora. Ao contrério, aumentar para forca
maxima aumentaria esses custos para US$ 7,50 por hora
enquanto diminuiria o tempo meédio para conformar um per-
fil de asa para 0,8 hora.

A Proposta 2 é substituir o atual inspetor por um inspetor
mais jovem para essa tarefa. Ele é ligeiramente mais rgpido
(embora com alguma variabilidade em seus tempos de inspe-
¢80 em virtude de sua menor experiéncia), de modo que ele
poderia se dar melhor. Seu tempo de inspegdo teria uma distri-
buicdo de Erlang com médiade 7,2 minutos e um parametro de
forma k = 2. Esse inspetor se encontra em uma classificacdo
que requer um saaio tota (incluindo beneficios) de US$ 19

por hora, a0 passo que o ingpetor atual se encontra em uma
classificagdo menor em que o sal&rio é de US$ 17 por hora. Os
tempos de inspecdo para cada um desses inspetores so tipicos
dagueles que se encontram em uma mesma classificagéo.
Vocé é o andlista de PO da equipe de Jerry Carstair ao
qual foi solicitado para analisar esse problema. Ele quer que
vocé “use as técnicas de PO mais atuais para verificar em
guanto cada proposta reduziria 0 estoque de itens em fabri-

cacdo e depois faga suas recomendagdes’.

(a) Para ter uma base de comparagdo, comece analisando a
situacdo atual. Determine a quantidade esperada de estoque
de itens em fabricac&o nas prensas e na unidade de inspec&o.
Em seguida, calcule o custo total esperado por hora ao con-
siderar 0 seguinte: o custo do estoque de itens em fabrica-
¢ao, 0 custo da energia para manter as prensas em operacao
e 0 custo do inspetor.

(b) Qual seria o efeito da proposta 1? Por qué? Faga comparagdes
especificas com os resultados do item (a). Explique esse resul-
tado para Jerry Carstairs.

(c) Determine o efeito da proposta 2. Faca comparagdes especifi-
cas com os resultados do item (a). Explique esse resultado para
Jerry Carstairs.

(d) Dé suas sugestdes para reduzir o nivel médio de estoque de
itens em fabricagdo na unidade de inspecdo e no grupo de
méquinas. Seja especifico em suas recomendagdes e respalde-
as com analise quantitativa como agquela realizada no item (a).
Faca comparagdes especificas com os resultados do item (a) e
cite as melhorias que suas sugestdes produziriam.

m PREVIA DE UM CASO ADICIONAL NO CD-ROM

CASO 17.2 Dilema das Filas

Diversos clientes furiosos estdo reclamando sobre as longas
esperas para conseguir contato em um call center. Parece
gue seria necessario maior nimero de atendentes para res-
ponder as ligagbes. Outra opcao seria treinar os atendentes

para que eles consigam responder as ligacdes de formamais
eficiente. Foram propostos alguns critérios possiveis para
niveis de atendimento satisfatdrios. A teoria das filas preci-
sa ser aplicada para determinar como a operacdo do call
center deveria ser redesenhada.



