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Teoria

Para resolver a equagdo diferencial x"(¢)+2ax'(¢)+ @ x(¢t)=x(t), comegamos
escrevendo a equagdo caracteristica s’ +2as+a@, =0, cujas raizes fornecem as
frequéncias complexas proprias do sistema:

s, 2—atia’ -, (1.1)

Podemos distinguir dois casos, no que tange a forma da solucao x(2):

1. s;#5; quando x(1) = X" + X,e™ +x, (1)
2. s;=s; quando x(f) = X,e" + X,te" + x (1)

onde x,(?) ¢ uma solucdo particular da equagdo completa.

Nos casos de interesse pratico, normalmente « >0 de modo que os dois primeiros
termos de x(?) sdo transitorios (decaem a 0) e x,(?) ¢ entdo a resposta permanente do
sistema.

Além disto determina-se x,(z) de forma independente destes dois primeiros termos.
Por exemplo, se x,(2) for senoidal, x,(?) € a solucdo obtida por fasores, considerando o
regime permanente senoidal.

Sendo assim, vejamos como deduzir a solugdo no caso de s;#s,. Escrevendo

x(t) = Xe" + X,e™ +x,(1) (1.2)



torna-se necessario determinar as constantes X; e X,. Para isto, escreveremos um
sistema de equacgdes em fungdo das condigdes iniciais x0) e x'(0), as quais deverao
ser obtidas das equacdes do sistema em andlise. Entdo:

! 51t Syt !
x'()=sXe" +5,X,e” +x(1) (1.3)

e o sistema fica:

X, + X, +x,(0) = x(0)

. , (1.4)
5, X, +5,X, +x,(0) =x'(0)

Escrevendo em forma matricial;

1 11X, 3 x(O)_xp(O)
Ll SZ}{XJ_{X'(O)—X;(O)} (1.5)

Definindo:

a = x(0)— x,(0)

1.6
b= x'(0)— x7,(0) (1.6)

e lembrando que a inversa de uma matriz 2 x 2 pode ser escrita como

{a b}l 1 {d —b}
= (1.7)
c d ad —bc|—c a

podemos resolver o sistema (1.5) escrevendo:

X, _ 1 s, —lj|a _ 1 s,a—>b (18)
X, | s,=s|=s, 1 ||b] s,—5|-sa+b

Entdo, sendo s;75,, a solugdo geral pode ser escrita como:

s,a—b L +b o,

x(t)= e +x (1) (1.9)

Sy =8 Sy =8

Caso s,, =—a+.a’ —w, sejam reais (superamortecimento) podemos dizer que o

problema esta resolvido, mas caso sejam complexos conjugados, deveremos ainda
desenvolver (1.9) um pouco mais de forma a obter x(z) como uma funcao real, que ¢ o
que devemos esperar.

Entretanto, podemos prosseguir o desenvolvimento no caso superamortecido

definindo B£./a’ - w,” de formaque s, =-a+p.

Entao temos:



(—a—p)a-b oeh —(—a+p)a+b

x(1) = el P! +x,(¢) ou
(—a—=p)—(-a+p) (—a=p)—(-a+p)
x(t)ze_“'__(aa+b)_'8aeﬂt+(aa+b)_’8a e_ﬂ'_+x (1) ou
L -2p -2p 77
x(t):e_a,_(aa+b)+,8a iy eatb)+fa u ) ou
L 2p 2p 77

X(1)= e %sinh( Bt)+acosh( ,Bt)} +x,(0)

Ja se s; ; forem complexos conjugados (subamortecimento), e definindo

w, =@} —a’ fica: s,=—a+ jo, e s,=-a— jo, (1.10)

Calculando X; e X; por (1.8) com os s> dados por (1.10), chega-se a conclusao de que

X; e X, sdo complexos conjugados. Denotando o conjugado de um complexo z por z’
pode-se mostrar que (e”) =e*" [decorre de e“’ =e“(cosh+ jsinb)] e que

(z,z,)' = zz;. Disto resulta que X" e X,e” sdo conjugados e portanto, podemos
escrever (1.9) neste caso como:

x(t)=2 Re[(_a —JjoJazb e““*’”"’”} +x,(0)= Re{a - j(%+iﬂ e (cosw,t + jsin a)dt)} +x,(0)

—2jw, w, o,

ou seja:

x(t)y=e™ {a cosw,t + (%—ki}sin a)dt} +x,(0)  (L.1D)

o, oy
Podemos escrever x(?) acima também na forma:
x(t) = Xe ™ cos(w,t +y) +x,(1) (1.12)

Para isto lembre que sinw,t = cos(w,t—90")e que podemos somar duas co-sendides
de mesma frequéncia empregando fasores.

Entdo, conforme o diagrama abaixo:

Y

aa b
w, , X




A maneira mais comoda de concluir este calculo consiste em inserir na calculadora o
fasor que corresponde a cossendide (sem o amortecimento)

X:a—j(ﬂ+3J (1.13)
o,

e realizar a conversdo para a forma polar, obtendo X e . No entanto, se desejarmos
uma expressao explicita para o calculo, obtém-se:

2
Xz\/a2 +[%+ij
@a D (1.14)

V= atan2(—(%+ij,aj
w, @,

Lembre que atan2 ¢ a fun¢do arco-tangente modificada, onde temos dois argumentos
(a projecao y e a projecdo x nesta ordem), de modo que esta funcao retorna o angulo
no quadrante correto. O mesmo nao se pode dizer da fungdo atan (arco-tangente
comumente utilizado).

Para encerrar, devemos deduzir o caso onde s, =5, = —a (amortecimento critico)
x(t)=Xe ™™ + X,te ™ +x (1) (1.15)
X'(t)=—aXe ™+ X,e ™ —aX,te™ +x (1) (1.16)

Impondo =0, vem:

X, +x,(0) = x(0)

(1.17)
—aX, + X, +x,(0)=x'(0)

Portanto:

X, =x(0)-x,(0)=a

(1.18)
X, =x'(0)-x,(0)+aX, =b+aa

x(t) =ae ™ +(b+aa)te™ +x,(t) (1.19)



Exemplos

RLC série

Vr Vo

et i) Cc= |V
_ T )
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Se aplicarmos a 2° lei de Kirchoff ao circuito acima obteremos a equagio:
Lﬁ(t)+Ri(t)+ljti(ﬂ)dl+v =e (1) t>0 (1.20)
dt CJo ¢ - '

Derivando novamente em relagdao ao tempo e dividindo tudo por L, vem:

d’i R di 1d
() ——(t)+— (1) = 14

(1.21)

) R 1 . o 1 .
Definindo ¢ =— e @ =—— conseguimos obter a forma de equagdo diferencial

para a qual deduzimos a solugao.

Falta determinar i(0) e di/dt(0), que sdo usados em nossa solugdo. Ora, i(0) ¢ o proprio
ip do indutor. J& di/dt(0) pode ser obtido da equagdo (1.20), visto que:

L%(O) + Ri(0) +v, = e,(0) e portanto:

ﬁ(O): e, (0)—v, — Ri,
dt L

Dai, ¢ so aplicar as formulas que deduzimos. Analogamente, temos para o RLC
paralelo:

RLC paralelo

i(t) (D G YiG L IL c %C)V

C
C



Se aplicarmos a 1” lei de Kirchoff ao circuito acima obteremos a equagio:
Cﬂ(z)+Gv(z)+lj’v(/1)d/1+i —i(f) >0 (122)
dt L ©o N '

Derivando novamente em relagdo ao tempo e dividindo tudo por L, vem:

d*v G dv

di
(O +—= “
dzz() C dt

(1) (1.23)

Lol
(f)+EV(f)— N

Definindo « E% e EL conseguimos obter a forma de equacao diferencial

para a qual deduzimos a solucao.
Falta determinar v(0) e dv/dt(0), que sdo usados em nossa solucdo. Ora, v(0) ¢ o
proprio vy do capacitor. Ja dv/dt(0) pode ser obtido da equacao (1.20), visto que:

C %(O) +Gv(0) +1i, =i (0) e portanto:

i.(0)—i, -Gy,

dv
“700) =
dt() C

RCC de segunda ordem

Vv, —V \%
Cp,=0""2_2 4 (1.25)
Rl RZ

Isolando v, da (1.24) e substituindo em (1.25), obtém-se:



.. 1 1 1 . 1 i
v, + + + v, + V= . (126)
RC, RC, RC,)' RCRC, ' RCC,

Portanto:

11 1

= + +
2(R1C1 R,C, RICZJ

@ = o
’ Rl C1R2 C2

Ja v,(0)=v,, (que ¢ a tensdo inicial no capacitor C;) enquanto que v,(0) pode ser
determinada a partir de (1.24) como:

A partir dai, € s6 aplicar as formulas que deduzimos na secao tedrica.
Dicas:

1) Para achar por exemplo dv/dt(0), pergunte: Onde existe tal termo?
A resposta serd: na corrente do capacitor i(z) = Cdv/dt.

Entdo “fotografe” o circuito em t=0 e resolva esta corrente.

2) Para determinar o ¢ @, pode-se trabalhar com o circuito com os geradores

independentes inativados, ja que estes geradores s6 contribuem para o lado direito da
equacdo diferencial. Muitas vezes, nem ¢ necessario escrever a equacdo diferencial
visto que o circuito se reduz a um RLC série ou a um RLC paralelo.



