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CONTEUDO



Capitulo 1

A gaussiana como
aproximacao—funcao suave.

Se r é uma variavel gaussiana, quais as fungoes densidade de probabilidade do
perimetro 27r, da drea 47r? e do volume 47r®/3 ? Calcule analiticamente as
funcoes densidade de probabilidade, defina as condigoes limite para validade da
aproximacao gaussiana e teste-as (as fdps e as condigoes limite) por simulagao.
Interprete as barras de incerteza, para mais e para menos, desiguais, nos casos
das grandezas area e volume.

Etapa 1. Gere ntimeros aleatérios gaussianos pelo método da inversao a par-
tir de niimeros aleatérios com f.d.p. uniforme.! A fim de gerar aleatérios
gaussianos de média 0 e desvio padrao 1, por meio desse algoritmo, pro-
ceda da seguinte maneira :

e Construa uma tabela com os valores da integral

1) = [ = e(=y?/2)dy

e Sorteie um numero aleatério z entre 0 e 1 probabilidade constante
nessa faixa.

!'Embora as linguagens de computacdo atuais gerem nimeros aleatérios com distribuicao
normal, cumpra todos os passos desta etapa, cujo objetivo é apresentar o método da inversao,
em que se baseiam muitos geradores de aleatérios gaussianos e podera lhe ser 1til nos casos
em que a linguagem de computagao disponivel nao fornecer aleatérios com a distribuigao
que voce vier a necessitar.



2 T1 - A gaussiana como aproximacao

e Procure z na tabela de I(x) tal que
I(z) <z < I(2),

com z e z' entradas consecutivas na tabela.

e O aleatdrio gaussiano i pode ser obtido por interpolacgao linear,

uzx—i—m(z—f(m)) (T1.1)

Nao é necessario montar uma tabela de I(z) com mais que 100
valores, a qual vocé podera até mesmo copiar de uma tabela, por
exemplo, do Handbook of Mathematical Functions, Abramovitz e
Stequn, Dover, 9* impressao, pg. 96.

e Finalize esta etapa verificando se os aleatérios sao gaussianos mesmo.
Para tanto, sorteie um ntimero grande de aleatérios gaussianos, cal-
cule a média, o desvio padrao, a curtose, x,

— )4
K= 7@ 7) -3
(02)?
e o parametro de assimetria, (3,
(z —1)°

e

Etapa 2. Supondo a variavel r gaussiana de média ry e desvio padrao o,
(conhecidos), calcule as fdps da drea A = 47r? e do volume V = 4713 /3.

e Calcule os valores médios de A e de V', Ag e Vj, em funcao de ry e
o

e Expanda as fdps de A e V em torno de Ag e V) nos casos em que
A— Ay < Ay,

V=V <V,

obtendo aproximagoes gaussianas para essas fdps.
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e Compare as funcoes exatas com as aproximadas nos pontos: A =
Ag; A=Ayt oa; A= Ay £ 204 e nos pontos equivalentes para V'
(use o4 calculado aproximadamente).

e Qual o valor de o, /r que origina diferengas de 5% entre os valores
das fdps exata e a aproximada nesses pontos escolhidos?

Etapa 3. Escolha ry e 0, para os quais as aproximagoes gaussianas das fdps
de A e V sejam validas, gere aleatdrios gaussianos p; de média 0 e desvio
padrao 1 e com eles simule um conjunto de dados Ry = {r; | r; =
ro+ 1o, }, (dados gaussianos de média 7 e desvio padrao o,.). Construa
os conjuntos A; = {A(r;)} e Vi = { V(r;)}. Calcule a média, o desvio
padrao, a curtose e a assimetria dos 3 conjuntos.

e Repita toda a operacao acima para rg e 0y tais que as aproximacoes
gaussianas das fdps de A e V' ndao sejam validas. Neste caso, escolha
os intervalos de A e V' que melhor representam as grandezas - discuta
as possibilidades e defenda sua escolhal

Etapa 4. Compare a condicao de validade da aproximagao gaussiana nesse
caso com aquela de transformagoes do tipo e* (exercicio seguinte)
e discuta qual o motivo da diferenca de critérios.
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Capitulo 2

A gaussiana como
aproximacao—funcao
exponencial.

Se t é uma varidvel aleatéria gaussiana, como se distribui f(¢) = exp(At) 7 Cal-
cule analiticamente a funcao densidade de probabilidade, defina as condigoes li-
mite para validade da aproximacao gaussiana e teste-as (a f.d.p. e as condigoes
limite) por simulagao. Interprete as barras de incerteza assimétricas, oy e of_.

Etapa 1. Gere ntiimeros aleatérios gaussianos pelo método da inversao a par-
tir de ntmeros aleatérios com f.d.p. uniforme. Para isso, proceda da
seguinte maneira:

e Tabele I(z) para x > 0 como

) =2 [ = exp(—?/2)dy

e Com um aleatério z gerado de acordo com uma f.d.p. constante
entre 0 e 1, escolha quanto o aleatdrio gaussiano esté longe da média:
Procure z na tabela de I(x) tal que

I(z) <z < I(2),
com = e x’ entradas consecutivas na tabela. O aleatério gaussiano
i pode ser obtido por interpolacao linear,

' —x

o =1 1) (T2.1)

5



6 T1 - A gaussiana como aproximacao

Nao é necessario montar uma tabela de I(z) com mais que 100
valores, a qual vocé podera até mesmo copiar de uma tabela, por
exemplo, do Handbook of Mathematical Functions, Abramovitz e
Stequn, Dover, 9* impressao, pg. 96.

e Com outro aleatorio de f.d.p. uniforme, defina o sinal da diferenca
escolhida acima.

e [isses aleatdrios gaussianos tém média 0 e desvio padrao 1. Finalize
esta etapa verificando se eles sao gaussianos mesmo. Para tanto,
sorteie muitos valores e calcule a média, o desvio padrao, a curtose,
K,

(z —2)*
K = 55 — 3
(0?)

e o parametro de assimetria, (3,

(z —2)°

T

Compare os valores desses parametros com os esperados quando a
distribuicao é a Normal.

Etapa 2. Supondo a varidvel ¢ gaussiana de média ty e desvio padrao g, (co-
nhecidos), calcule a f.d.p. de f(t) = exp(At).
e Calcule o valor médio de f, fy, em funcao de f(to) e oy.

e Expanda a f.d.p. de f em torno de fy no caso em que

[ = Jo < fo,

e obtenha uma aproximacao gaussiana para essa f.d.p..

e Compare a funcao exata com a aproximada nos pontos: f = fy;
f=fo+op f=fo—os (use oy calculado aproximadamente).

e Qual o valor de o; que origina diferencas de 5% entre os valores da
f.d.p. exata e a aproximada nesses pontos escolhidos?

Etapa 3. Escolha ty e 0; para os quais a aproximacao gaussiana da f.d.p. de
f seja valida, gere aleatorios gaussianos p; de média 0 e desvio padrao
1 e com eles simule um conjunto Ty = {t; | t; = to + pio; } (aleatdrios
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gaussianos de média ty e desvio padrao o;). Construa o conjunto F; =
{f(t;)}. Calcule a média, o desvio padrao, a curtose e a assimetria de
cada um dos 2 conjuntos.

e Repita toda a operacao acima para ty e 0; tais que a aproximacao
gaussiana da f.d.p. de f nao seja valida. Nesse caso, escolha o
intervalo de f que melhor representa as grandezas — discuta as
possibilidades e defenda sua escolha!

Etapa 4. Compare a condi¢ao de validade da aproximacao gaussiana nesse
caso com aquela de transformagoes do tipo t" (exercicio anterior) e
discuta qual o motivo da diferenca de critérios.



T1 - A gaussiana como aproximacao



Capitulo 3

As incertezas associadas as
interpolacoes e extrapolacoes

Calcule o valor interpolado ou extrapolado de um conjunto de pontos { (z;,y;,0;) }
onde y é uma funcao linear nos parametros e em x também. Nao esqueca de
incluir a covariancia entre os parametros da reta ajustada na propagacao das
variancias! Verifique, por simulagao, que as estimativas das variancias sao
adequadas. Vocé pode tentar descobrir o que acontece se agregar um dado
interpolado ao conjunto de dados originais.

Etapa 1. Embora o Mathematica e o MathLab tenham excelentes geradores
de numeros aleatdrios, é conveniente conhecer alguns algoritmos para
essa tarefa. Assim, gere aleatorios gaussianos com o algoritmo de Box-
Muller:

e Gere 2 numeros aleatoérios Uy e Us, com f.d.p. uniforme na faixa
[0,1], com o gerador do programa que estiver usando.

X1 =/ —2£TLU1 COS 27TU2
X9 =/ —20nU; sen 27U,

onde X; e X, sao dois nimeros aleatérios gaussianos independentes
de média 0 e desvio padrao 1.

e Calcule

e Repita as operacoes acima até obter muitos aleatérios gaussianos.
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e Verifique se os niimeros obtidos sao mesmo aleatérios gaussianos:
calcule a média e o desvio padrao; faga um histograma e verifi-
que se as quantidades de nimeros nas faixas [—3c0, —20], [—20, —0],
[—0,0], etc, obedecem & fdp normal; calcule os parametros de as-
simetria e curtose e veja se coincidem com os valores esperados,
dentro das incertezas. Fsses nao sao os melhores testes, mas sao
suficientes para os propositos deste trabalho; testes simples assim
devem ser realizados SEMPRE, mesmo que esteja usando progra-
mas confidaveis.

e Calcule a estimativa da cov(Uy, Us) e verifique se de fato é nula
dentro da incerteza dessa estimativa.

Etapa 2. Gere um conjunto de pontos simulados { (z;,v;,0;) }, com z a
variavel independente e y a variavel dependente, e

Y ~ N((ZO + bo.fEi, Ui) ,

em que = significa “distribuido conforme” a f.d.p. que segue o simbolo
e em que ag e by sao constantes conhecidas, com o; igual ao desvio-
padrao. Vamos, entao, supor que o erro da medida, ¢;, seja distribuido
normalmente com

2 __ 2
o;, =<¢€ >

com a propriedade de que nao ha erro sistematico,

<€ >=0

Use {z;} = {4,8,12,16,20,24} e 0; = 0,30 para todo i, com ay = —2,5
e by = 0,225. Escreva o algoritmo de ajuste (tdo genericamente quanto
possivel), ajuste os parametros ao conjunto de dados e calcule x2. Com a
eb obtidos, calcule os valores interpolados de y para x = 10, 14 e 20 e os
valores extrapolados para x = 0 e x = 40, bem como os desvios padroes
associados. Interprete o resultado (extrapolagao boa ou ruim, em fungao
do valor obtido conter, dentro da incerteza, o valor verdadeiro).

Etapa 3. Repita a etapa 2 muitas vezes. Faca histogramas dos valores de y
interpolados e extrapolados e interprete o resultado. Os desvios padroes
calculados sao adequados?
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Etapa 4. Faca um histograma dos x? e interprete. Verifique se a um valor
de x? préximo ao médio estéd associado um valor interpolado préximo ao
verdadeiro, fazendo diagramas de pontos (Yinterpotados X°)- Escolha duas
posigoes z distintas para calcular oS Yinterpolado € construir esses scatter
plots. Calcule as covariancias entre x? e os parametros escolhidos a partir
dos resultados numéricos que vocé graficou.

Etapa 5 — opcional. Calcule a matriz de covariancia entre os dados e os
valores interpolados para z = 10, 14 e 20. Ajuste a reta a esse conjunto
todo (agora, com trés dados a mais e com a matriz de covariancia no
meio) e compare os resultados obtidos com e sem a inclusao dos dados
interpolados, tanto para os coeficientes quanto para o 2.
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Capitulo 4

Aumentar o nimero de
parametros nao implica em
melhorar o ajuste.

Simular uma medida {(x;,y;,0:)}, onde z; é a varidvel independente suposta-
mente observada sem erro e y; é a variavel dependente que se relaciona com x;
por meio da expressao

y=h(x;d) +¢€

onde @ é um vetor de v constantes, y depende linearmente dos a; e € é um erro
nao sistematico distribuido de acordo com uma Normal de desvio padrao o
conhecido. Ao final do trabalho, vocé deve escolher uma forma para a funcao
h que seja util ao seu trabalho final, mas comece com apenas dois parametros
e uma férmula simples,

Yy = ag + box + €,

onde ag e by sao constantes. Ajustar pelos dados os parametros de reta,
parabola e ciibica, calculando x? e interpretando os valores obtidos para os
coeficientes parabdlico e ciibico e o significado de ajusta-los. Testar a inter-
pretacao repetindo a simulacao muitas vezes.

Etapa 1. Teste se os numeros aleatérios gaussianos do programa que esta
usando tém as propriedades desejadas. Gere muito nimeros, calcule a
média e o desvio padrao; faga um histograma e verifique se as quantidades
de numeros nas faixas [—30, —20], [-20, —0], [—0,0], etc, obedecem a
fdp normal; calcule os parametros de assimetria e curtose e verifique

13
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se tem valores iguais aos esperados, dentro das respectivas incertezas.
Divida os nimeros em pares (g1, g2), calcule a estimativa da cov(gy, g2) e
verifique se ela é nula dentro da incerteza dessa estimativa. FEstes testes
nao sao 0s mais sensiveis, de modo que seu gerador precisa passar neles
para servir aos fins deste trabalho.

Etapa 2. Obtenha um conjunto de dados simulados. E preciso, primeiro,
fixar os valores da variavel independente, os valores verdadeiros dos
parametros e dos desvios padroes ”experimentais”. Facamos as seguintes
escolhas:

{z;} ={4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24} ( portanto 11 dados)

G =—2.5 e by=0,225
0; = 0,30 para todo i (i =1,2,...N, com N = 11)

Para simular o conjunto de dados, obtenha, para cada um dos N valores
da variavel independente x;, um numero aleatério gaussiano ¢; com o
desvio padrao escolhido e calcule

Yi = ap + box; + €

Escreva o algoritmo de ajuste de uma reta y = a + bxr e uma parabola
y = ¢+ dx + ex? (tao genericamente quanto possivel) e obtenha ay, by,
c1, dy e ey, os valores ajustados dos parametros. Calcule y? para cada
um dos ajustes e interprete os resultados (ajuste bom ou ruim).

Etapa 3. Repita os calculos com pelo menos 10 conjuntos de dados simulados,
de preferéencia com 100 conjuntos. Faga os histogramas dos coeficientes
polinomiais obtidos, bem como dos x? — claro, nao misture dados de
ajustes de polinomios de graus diferentes. Que acontece aos valores ajus-
tados do termo parabdlico? E aos conjuntos dos x? obtidos dos ajustes
de parabola?

Etapa 4. Para cada conjunto de dados simulados, verifique se P(x? > X2 uiado)
cresce ou decresce com o grau do polinomio, onde P ¢ a probabilidade de
Xteutado S€T excedido. Procure estabelecer um critério para a escolha do
grau. Em que fracao das simulagoes seu critério foi adequado? Discuta
com o professor ou a professora a adequacgao do critério escolhido, bem
antes de dar o semindrio, para verificar se fez uma das escolha comuns
ou nao.
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Etapa 5. Verifique se ha alguma dependéncia entre o ajuste ser bom, no sen-
tido de obter-se um x? préximo do nimero de graus de liberdade, e
calcular-se um valor nulo para o coeficiente parabdlico, no sentido do
valor ajustado ser menor que o desvio padrao. Utilize, por exemplo, um
diagrama de todos pontos (x?,coeficiente) obtidos.

Etapa 6 — opcional. Adapte as etapas acima para a funcao h de seu inte-
resse.
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Capitulo 5

Ajuste de parametros a dados
com erros nas variaveis
dependente e independente.

Simular um conjunto de dados {(x;, 04, yi, 0y,)} onde x é a variavel indepen-
dente observada com desvio padrao o, e y a variavel dependente observada
com desvio padrao o,. A funcao verdadeira que relaciona y e x é

y = ag + box + oz

e 0s erros em x € Yy nao sao sistematicos e distribuem-se como gaussianas in-
dependentes. Ajustar os parametros da parabola e verificar se o resultado é
adequado. Repetir a simulacao muitas vezes de maneira a obter-se histogra-
mas dos parametros ajustados e verificar se esses histogramas correspondem a
gaussianas.

Etapas 1 . Gerar nimeros aleatérios gaussianos a de média nula e desvio
padrao 1. Escolha um bom gerador — qualquer um dos que foram em-
pregados nos outros trabalhos servira.

Etapa 2. Simule um conjunto de 9 dados. Chamemos de N o numero de

dados.
e Para x;9 € {—20,—15,—10,-5,0,5, 10, 15,20}, calcule
T; = .I'Z'70 + OéOgm'

17



18 T7 - Ajuste de funcao a dados com erros nos dois eixos

1,0 ,IzSO

Escolha o,; = 0.6 >0

e Calcule
2 /
Yi = ap + bowio + coxig + Aoy

Escolha ag = —2,5; by = 0,55; ¢g = 0,05 e 0, ; = 1,1 para todo 1.

Etapa 3. Ajuste os parametros da parabola, levando em conta a incerteza na
variavel independente através de uma projecao na diregao y.

e Ajuste primeiro os parametros da parabola desprezando a incerteza
em z. Obtenha, entdo, estimativas a’, V' e ¢ dos parametros da
funcao.

e Calcule, para cada 7, o desvio padrao efetivo o; como

2
9y
2 2 2
o, =0, 1T | 52 Og,i
ox .
e Ajuste os parametros da parabola ao conjunto equivalente de dados,
{ (zsy;0;) } e calcule x2.

e Repita o cdlculo de 02 acima com os novos valores dos coeficientes
e refaca o ajuste até que as variacoes nos parametros e no x? sejam
despreziveis.

Etapa 4. Refaca a simulacao muitas vezes e faga os histogramas dos parametros
a, b, ¢ e dos x? obtidos. Para cada parametro, verifique se hd desvio sis-
tematico calculando a média; se o desvio padrao calculado a partir da
matriz de covariancia corresponde ao calculado a partir dos histogramas;
se 68% dos valores ajustados estdo a menos de um desvio padrao da
média, 95% a menos de dois desvios padroes, etc.

Etapa 5(opcional). Hé situagoes em que esse procedimento é inadequado,
por exemplo se ¢y ¢ muito grande, tal como ¢y = 2, ou se g, ¢ grande.
Porque? Escolha uma situagao em que o resultado é tendencioso e simule,
mostrando essa tendenciosidade. Seria possivel corrigir o erro sistematico
do ajuste, nesses casos? Como?



Capitulo 6

Incerteza da estimativa do
desvio padrao.

Simular cerca de 100 medidas, cada uma com 10 dados que obedecam a fdp
normal de média xy e desvio padrao (. Verificar se T e o,,, sao correlacionados,
onde 0, ¢ o desvio padrao da média. Verificar que a variancia da média, o2,
tem a mesma fdp que a varidvel x2. Estimar o desvio padrao do desvio padrao.

Etapa 1. Obter numeros aleatérios gaussianos p, usando o algoritmo do tra-
balho T1. Transforme esses nimeros de média 0 e desvio padrao 1 em
nimeros aleatérios x de média xy e desvio padrao oy, calculando

r=x9+ 0o U

Teste o quanto esses nimeros sao gaussianos mesmo, utilizando os pro-
cedimentos sugeridos nas Etapas 1 dos trabalhos 1 e 2.

Etapa 2. Para cada uma das medidas simuladas, calcule as grandezas: média,
desvio padrao, desvio padrao da média, parametro de assimetria (3, cur-
tose Kk e range, e faca um histograma de cada uma delas. Define-se

(z —2)°
(52)3/2

b=

_(x—i)‘*_
e Y

range = Tmax — Lmin-

19



20 T9 - Incerteza da estimativa do desvio padrao.

Etapa 3. Desenhe um diagrama com eixos ¥ e o,,, onde coloca-se um ponto
para cada par dessas grandezas obtido das medidas simuladas. Calcule
a correlacao p entre T e oy,

<(z—=2)(om — Tm) >

Oz Uom

p:

onde < a > significa o mesmo que a, a média de a. Como voce explica a
inexisténcia da correlagao entre x e 0,7 O fato dessas duas estatisticas
serem funcoes dos mesmos dados nao devia implicar numa correlacao
entre elas?

Etapa 4 (opcional). O mesmo que na etapa 3, para 3, k e range.



Capitulo 7

Desvio padrao efetivo e
intervalo de confianca.

Considere que as observagoes de uma grandeza fisica x seguem uma distri-
buigao normal. Simular muitas medidas, com 3 dados cada uma, dessa gran-
deza. Determinar os menores intervalos que contem o valor verdadeiro em
68% e 95% das simulacoes. Repetir a simulacao e a determinacao dos interva-
los para medidas com 10 dados. Entender porque histogramas provavelmente
alargam com o aumento do nimero de dados, embora tenham, em média,
largura independente do nimero de dados.

Etapa 1. Obter ntimeros aleatérios gaussianos, com o seguinte algoritmo:

e A partir de 12 ntimeros aleatérios U com fdp constante no intervalo
[0,1], calcule um ndmero aleatério X com fdp aproximadamente
gaussiana de média nula e desvio padrao 1,

12
X = Z U, —6
i=1
e A partir de X, obtenha o nimero aleatério ” gaussiano” X*,
4
X=X a,X* ,
s=0
onde

ao = 0, 98746,

21



22CAPITULO 7. DESVIO PADRAO EFETIVO E INTERVALO DE CONFIANCA.

a; = 3,9439 - 1073,
as = 7,474 -107°,
as = —5,102- 1077
ay=1,141-1077

e Verifique se os niimeros aleatorios gerados por esse algoritmo distribuem-
se de fato como uma gaussiana. Utilize os testes descritos nas etapas
1 dos trabalhos T1 e T2.

Etapa 2. Fixando os valores de xy (média) e oy (desvio padrao), obtenha os
conjuntos de 3 dados simulados. Cada dado x; é calculado como

Q?i:l’o—f—X*'Uo.

Se quiser, use o = 20,0 e o9 = 2, 5, mas sinta-se a vontade para fazer sua
escolha. Para cada conjunto, calcule z, o e 0,,. Faca histogramas dessas
estatisticas. Determine em que fracdo dos conjuntos xg € [T —0y,, T+0p,)
e em que fragao dos conjuntos xg € [T — 20, T + 20,,].

Etapa 3. Determine agg € ags tais que as fragoes dos conjuntos em que xg €
[T — g0, T + Qes0m] € To € [T — Qos0m, T + (o50,,] sejam 68,3% e
95,5%, respectivamente. Compare os valores de o obtidos com aqueles
calculados a partir da distribuicao de t de Student.

Etapa 4. Repita a etapa 2, utilizando conjuntos de 10 dados. Compare as dis-
persoes, valores médios, valores provaveis e medianas dos o obtidos nas
séries de simulagoes das Etapas 2 e 3. Compare as mesmas estatisticas
calculadas agora sobre as variancias o2 obtidas. O que voce diz a res-
peito da dependéncia da largura média dos histogramas com o nimero
de dados? E da largura provavel?

Etapa 5 (opcional). Simule uma medida com 2 dados e calcule o. Sorteie
mais um dado e recalcule o. V& acrescentando dados a medida e recal-
culando o. (Desculpe a parecenga com uma receita de bolo, mas uma
explica¢ao mais resumida pode por tudo a desandar. . .). Faca um grafico
de o contra o numero de dados. Repita a operagao diversas vezes. Qual
o comportamento mais comum — o histograma alarga, estreita ou nao
muda de largura?
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Etapa 6 (opcional). Proceda como na etapa 5, mas para o valor médio da
variavel t,-1, que é (x1 + x2)/(x1 — x2), ou seja, é a varidvel ¢ para uma
medida com 2 dados de uma grandeza de média nula e desvio padrao
desconhecido. Como evolui a média dessa grandeza? e a mediana?
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Capitulo 8

Estimativa dos desvios padroes
dos parametros nao ajustados.

Ajustam-se os parametros de uma funcao

y = f(&;d,p),

a um conjunto de dados {(z;,v;,0;)} onde Z representa as variaveis indepen-
dentes, d o conjunto de parametros ajustaveis e p os parametros conhecidos que
tem uma precisao limitada. Deseja-se propagar a incerteza dos p; no resultado
final (os parametros a;). Vamos representar o desvio padrao no parametro
pj por s;. Vamos parar aqui a descrigao genérica do problema e passar a um
exemplo especifico. ATENCAO, voce pode sugerir outro problema que lhe seja
de interesse!

EXEMPLO. (Pode ser usado para o trabalho, mas seu uso nao é obrigatério.)

Suponha que deseja-se separar as atividades de dois nuclideos observadas
numa mesma linha espectral, através da separacao das meias-vidas envolvidas.
A equacao que dé o nimero de atomos ativos no instante ¢ é

N(t) = Nyexp(—Aut) + Ny exp(—Apt) ,
de maneira que o nimero de contagens no intervalo (t;,t; + At;) é
Y(Z;, N, X) = Ny exp(—Aats)[1—exp(—AaAt;)]+ Ny exp(—Apts ) [1—exp(— Ay At;)]

onde 7; = (t;, At;), N = (No, Ny) e X = (Ao, \y). (Neste caso, o nimero de
parametros ajustaveis é igual ao de parametros fixos conhecidos, o que nao é
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sempre necessario.) Assim, a partir da medida {(¢;, At;,y;,04)}, onde g; é o
desvio padrao de y;, pode-se estimar N, e [N, por uma regressao, se A\, € A,
sao conhecidos. A matriz de covariancia do ajuste, porém, reflete apenas as
incertezas dos y; mas nao as incertezas de A\, e \;.

Etapa 1. Para o conjunto de dados

t At y(o)

05 15 23590(159)
22 15  T157(94)
39 15  3267(69)
55 3,0  3180(79)
8,7 4,0 1914(77)

Ao = 0,203(5)h"!
Ay = 0,920(11)h !

calcule N,(0,) e Np(oy).

H4 dois procedimentos distintos para incluir na variancia do resultado
final as parcelas devidas as variancias desses dois parametros, descritos
nas duas seccoes a seguir.

8.1 Propagacao do desvio padrao por estima-
tivas das derivadas.

Etapa 2. Estime 2Y refazendo o cdlculo de N, com

OAa
A= +A.
Use A pequeno, A ~ 0,0001~7 1, e estime
ON, ., N, —N,
N, A

ON, ON, ONy
Oy 7 OAg Oy

Faca o mesmo para estimar

Etapa 3. Calcule entao a variancia total de N,, ¥2, a partir da superposi¢ao
da variancia devida aos y;, 02, com a devida aos parametros A,

6 2
X =0+ (G ) se+ (G ) si,

com uma férmula analoga para a variancia total de Nj.
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8.2 Meétodo de Monte Carlo.

Etapa 2. A partir de nimeros aleatérios U com fdp constante no intervalo
[0,1], calcule nimeros aleatérios A com fdp aproximadamente gaussiana
de média nula e desvio padrao 1,

12
A=) U —6
i=1
Etapa 3. Calcule
N =X+ as,
Ao = b + Bss

onde a e 8 sao dois numeros aleatérios gaussianos de média 0 e desvio
padrao 1. Repita a etapa 1 trocando os A pelos \.

Etapa 4. Repita a etapa 3 diversas vezes, talvez 10. Faca um histograma dos
N, e dos N, obtidos e calcule os desvios padroes correspondentes, o,y
e op(n)- A variancia total em N, serd
a pr—

22 0-c21+0—2()\) s

com uma féormula analoga para a variancia de N.
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Capitulo 9

Teste da formula de calculo da
variancia de uma funcao de
varias variaveis, quando elas sao
correlacionadas.

A variancia de uma funcao y de m variaveis aleatorias ai, as, ..., Gy, Yy =
f(ay,as,...an,), pode ser estimada como

M M

oy \2 oy o

o= (52) a,%%—Z(afian/j) cov(a;, ay)
k=1 oy

onde o7 é a variancia de ay, e cov(a;, ay) é a covariancia entre a; e ay.
Teste, através de simulagao, a adequagao da formula para as funcoes :

y=a+ b
y=a—10
y = a’b%;

y = atg(b) com b em radiano, e
y=aexp(0,7xD).
Voce pode usar a = 2,00(4), b = 1,000(5), com cov(a,b) = 1,6107%,

Etapa 1. Construa um gerador de nimeros aleatérios gaussianos correlacio-
nados, utilizando o seguinte algoritmo:
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e Gere dois numeros aleatorios gaussianos X e Y de média nula e
desvio padrao 1. Utilize qualquer dos algoritmos mencionados nos
diversos trabalhos.

e Obtenha dois nimeros aleatorios a e b com fdp gaussiana, com
desvios padroes o, e g, e coeficiente de correlacao p, calculando

a=ag+ 0,X e

b="0by+ op(pX + /1 — p?Y)

Mostre, analiticamente, que as variaveis a, b tem correlagao igual a
p.

Etapa 2. Sorteie um grande nimero de pares (a,b), talvez 1000. Calcule as
funcoes y dadas, faca os histogramas dos y obtidos e calcule as variancias
a partir dos dados histogramados. Confira com o esperado da féormula
de calculo da variancia de uma funcao de variaveis aleatorias.



Capitulo 10

Eficiencia de estimadores de
posicao

Trés estimadores para a localizacao de uma distribuicao sao frequentemente
utilizados: a média, a mediana e a média dos extremos. Neste trabalho, estes
trés estimadores sao usados para avaliar a posicao das distribui¢oes gaussiana,
Cauchy e uniforme.

Um estimador é tanto mais eficiente quanto menor for a variancia. Por-
tanto, para achar a eficiéncia, deve-se determinar a variancia do estimador
para a distribuicao em estudo.

Etapa 1. Escolha geradores de ntimero ao acaso que sigam as distribuicoes
acima citadas.

e Para a distribuicao uniforme, use diretamente o gerador do compu-
tador, eventualmente relocando a distribuicao para que os numeros
caiam entre a e b (a sua escolha).

e Para a gaussitana, utilize um dos geradores discutidos nos outros
trabalhos propostos. De novo, escolha a posicao e a variancia como
quiser.

e Para a distribuicao de Cauchy,

calcule z como
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onde R; e Ry sao numeros aleatorios gaussianos de média zero e
desvio padrao 1.

Etapa 2. Para cada distribuicao, gere 100 sequéncias de 10 dados. Para cada
sequencia, calcule as trés estimativas e histograme-as.

Etapa 3. Calcule a variancia dos histogramas da etapa 2. Monte uma tabela
com os resultados. Que estimador é o mais eficiente para cada distri-
buicao?

Etapa 4. Repita as etapas 2 e 3 com sequéncias de N=1000 dados.



Capitulo 11

Analise de previsao.

Como a matriz de covariancias depende apenas dos valores da variavel in-
dependente e das incertezas experimentais, mas nao dos valores da variavel
dependente, é possivel escolher previamente para quais valores da variavel in-
dependente devem ser efetuadas as observacoes experimentais de maneira a
minimizar-se a incerteza do resultado final. Este tipo de estudo é chamado
andlise de previsao.

Suponha que deseja-se separar as atividades de dois nuclideos observadas
numa mesma linha espectral, através da separacao das meias-vidas envolvidas.
A equacao que da o nimero de atomos ativos no instante ¢ é

N(t) = Ny exp(—Aut) + Nyexp(—Apt) ,
de maneira que o niimero de contagens no intervalo (¢;,¢; + At;) é
A; = Ngexp(—Aot;)[1 — exp(—AAL)] + Ny exp(—Apt;)[1 — exp(—ApAt;)].

Assim, a partir da medida {(t;, At;, A;, 0:)}, onde 0; é o desvio padrao em A;,
pode-se estimar N, e N, por uma regressao linear, se A\, e A, sao conhecidos.
Fazendo-se um modelo para o;, por exemplo,

onde B é uma constante conhecida (no caso, o nimero de contagens de fundo
sob o pico por unidade de tempo), é possvel construir uma matriz de co-
variancias para cada escolha dos intervalos de contagem (t;, t; + At;) e verificar
qual deles resulta numa menor incerteza final em N, e N,. Claro, é preciso ter
idéia da razao entre N, e N, para estimar as incertezas.
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Etapa 1. Fagamos a escolha das constantes envolvidas:
Ao = 0,203071

Ay = 0,920 "
N, = 2N,
N, = 10000
B = 1000

M = nimero de intervalos de contagem utilizados = 5

Etapa 2. Monte o algoritmo para estimar N, e N, a partir de um conjunto
de dados {(t;, At;, A;, 0;)}. Prepare um programa para calcular a matriz
de covariancias.

Etapa 3. Para ¢; (em hora) € {0,2,4,6,8} e At; = 1,9h, estime 0; da ma-
neira sugerida no enunciado do problema e use o algoritmo da etapa 2
para calcular o, e oy.

Etapa 4. Tente minimizar o, (ignorando ;) por tentativa e erro, escolhendo
outros conjuntos de pares de varidvees independentes t;, At;. Faca o
mesmo com respeito ao parametro Ny, isto é, minimize o}, ignorando oy,.
E possivel minimizar simultaneamente o, e oy, ?



Capitulo 12

Unicidade do estimador de
Minimos Quadrados.

E comum repetirmos medidas muitas vezes, a fim de melhorar a precisao do
resultado ou verificar sua repetitividade. Nesse caso, cabe se perguntar se faz
diferenga ajustar os parametros pelo Método dos Minimos Quadrados a todos
os conjuntos de dados de uma vez ou se é melhor ajustar os parametros a cada
conjunto e tirar a média dos resultados parciais. O objetivo deste trabalho
é ilustrar que, por causa da unicidade do estimador de Minimos Quadrados,
os detalhes do procedimento sao irrelevantes, desde que toda a informacao
necessaria seja usada, em particular as matrizes de covariancia completas — as
variancias nao bastam.

Etapa 1. Obter ntimeros aleatérios gaussianos, com o seguinte algoritmo:

e A partir de 12 nimeros aleatérios U com fdp constante no intervalo
[0,1], calcule um ndmero aleatério X com fdp aproximadamente
gaussiana de média nula e desvio padrao 1,

12
X=>U-6
i=1
e A partir de X, obtenha o nimero aleatério ” gaussiano” X*,
4
X=X a,X* ,
s=0
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onde
ag = 0, 98746,

a; = 3,9439 - 107,
ag = 7,474-107°,
as = —5,102- 1077
ay=1,141-1077
e Verifique se os aleatérios sao gaussianos mesmo. Para tanto, sor-

teie um numero grande de aleatorios gaussianos, calcule a média, o
desvio padrao, a curtose, k,

(z —z)*
KR = W -3
e o parametro de assimetria, (3,
(z —z)°
(02)3/2

e compare com os valores esperados para essas grandezas.

8=

Etapa 2. Considere que, na medida do decaimento de um conjunto de atomos,
a intensidade I da linha espectral em funcao do tempo t é

I(t) = ]0 6Xp<—/\0t>

A medida consiste em amostrar a intensidade I; em um conjunto de ins-
tantes t;, o que d& origem a um conjunto de dados {(¢;, I;,0;),7 = 1..N},
onde o; é o desvio-padrao de [;; adotaremos que os valores I; sao esta-
tisticamente independentes.

A fim de simular o processo, necessitamos valores para os parametros e os
instantes de amostragem. Se vocé conhecer valores tipicos no seu ramo de
pesquisa, adote-os; caso contrario, use Iy = 1000 ou 2000; \g = 0,4ms™;
t; =2,4,6,8 e 10 ms e g; = 40 ou 60, conforme o valor de [y, mas igual
em todos os instantes.

Sorteie dois conjuntos de dados, um para cada um dos valores de Iy, em
que cada ponto é sorteado como

I; = lyexp(—Xot) + 0; - €

onde € é um aleatério gaussiano da etapa 1.



37

Etapa 3. Determine I e A pelo MMQ para cada um dos dois conjuntos de da-
dos. Fica mais facil linearizar a expressao, ou seja, ajuste os parametros
a Iny. Determine a matriz de covariancias das estimativas e o valor de
x? em cada um dos ajustes.

Etapa 4. Determine a soma dos x? e as médias dos dois valores de \ obtidos
na etapa anterior.

Etapa 5. Ajuste os parametros I, I/ e \, considerando todos os 10 pontos
experimentais simultanemente. Compare os resultados obtidos com os
calculados na etapa anterior.
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