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CIÊNCIAS EXATAS

Trabalhos de meio de curso

Vito R. Vanin, Philippe Gouffon, Otaviano Helene

Setembro 2013



2



Conteúdo
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ii CONTEÚDO



Caṕıtulo 1

A gaussiana como
aproximação—função suave.

Se r é uma variável gaussiana, quais as funções densidade de probabilidade do
peŕımetro 2πr, da área 4πr2 e do volume 4πr3/3 ? Calcule analiticamente as
funções densidade de probabilidade, defina as condições limite para validade da
aproximação gaussiana e teste-as (as fdps e as condições limite) por simulação.
Interprete as barras de incerteza, para mais e para menos, desiguais, nos casos
das grandezas área e volume.

Etapa 1. Gere números aleatórios gaussianos pelo método da inversão a par-
tir de números aleatórios com f.d.p. uniforme.1 A fim de gerar aleatórios
gaussianos de média 0 e desvio padrão 1, por meio desse algoritmo, pro-
ceda da seguinte maneira :

• Construa uma tabela com os valores da integral

I(x) =
∫ x

−∞

1√
2π

exp(−y2/2)dy .

• Sorteie um número aleatório z entre 0 e 1 probabilidade constante
nessa faixa.

1Embora as linguagens de computação atuais gerem números aleatórios com distribuição
normal, cumpra todos os passos desta etapa, cujo objetivo é apresentar o método da inversão,
em que se baseiam muitos geradores de aleatórios gaussianos e poderá lhe ser útil nos casos
em que a linguagem de computação dispońıvel não fornecer aleatórios com a distribuição
que voce vier a necessitar.
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2 T1 - A gaussiana como aproximação

• Procure x na tabela de I(x) tal que

I(x) ≤ z < I(x′),

com x e x′ entradas consecutivas na tabela.

• O aleatório gaussiano µ pode ser obtido por interpolação linear,

µ = x+
x′ − x

I(x′)− I(x)
(z − I(x)) (T1.1)

Não é necessário montar uma tabela de I(x) com mais que 100
valores, a qual você poderá até mesmo copiar de uma tabela, por
exemplo, do Handbook of Mathematical Functions, Abramovitz e
Stegun, Dover, 9a impressão, pg. 96.

• Finalize esta etapa verificando se os aleatórios são gaussianos mesmo.
Para tanto, sorteie um número grande de aleatórios gaussianos, cal-
cule a média, o desvio padrão, a curtose, κ,

κ =
(x− x̄)4

(σ2)2
− 3

e o parâmetro de assimetria, β,

β =
(x− x̄)3

(σ2)3/2

Etapa 2. Supondo a variável r gaussiana de média r0 e desvio padrão σr
(conhecidos), calcule as fdps da área A = 4πr2 e do volume V = 4πr3/3.

• Calcule os valores médios de A e de V , A0 e V0, em função de r0 e
σr.

• Expanda as fdps de A e V em torno de A0 e V0 nos casos em que

A− A0 � A0,

V − V0 � V0,

obtendo aproximações gaussianas para essas fdps.
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• Compare as funcões exatas com as aproximadas nos pontos: A =
A0; A = A0 ± σA; A = A0 ± 2σA e nos pontos equivalentes para V
(use σA calculado aproximadamente).

• Qual o valor de σr/r que origina diferenças de 5% entre os valores
das fdps exata e a aproximada nesses pontos escolhidos?

Etapa 3. Escolha r0 e σr para os quais as aproximações gaussianas das fdps
de A e V sejam válidas, gere aleatórios gaussianos µi de média 0 e desvio
padrão 1 e com eles simule um conjunto de dados R1 = {ri | ri =
r0 +µiσr }, (dados gaussianos de média r0 e desvio padrão σr). Construa
os conjuntos A1 = {A(ri)} e V1 = { V (ri)}. Calcule a média, o desvio
padrão, a curtose e a assimetria dos 3 conjuntos.

• Repita toda a operação acima para r0 e σ0 tais que as aproximações
gaussianas das fdps de A e V não sejam válidas. Neste caso, escolha
os intervalos deA e V que melhor representam as grandezas - discuta
as possibilidades e defenda sua escolha!

Etapa 4. Compare a condição de validade da aproximação gaussiana nesse
caso com aquela de transformações do tipo eλt (exerćıcio seguinte)
e discuta qual o motivo da diferença de critérios.
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Caṕıtulo 2

A gaussiana como
aproximação—função
exponencial.

Se t é uma variável aleatória gaussiana, como se distribui f(t) = exp(λt) ? Cal-
cule analiticamente a função densidade de probabilidade, defina as condições li-
mite para validade da aproximação gaussiana e teste-as (a f.d.p. e as condições
limite) por simulação. Interprete as barras de incerteza assimétricas, σf+ e σf−.

Etapa 1. Gere números aleatórios gaussianos pelo método da inversão a par-
tir de números aleatórios com f.d.p. uniforme. Para isso, proceda da
seguinte maneira:

• Tabele I(x) para x > 0 como

I(x) = 2
∫ x

0

1√
2π

exp(−y2/2)dy .

• Com um aleatório z gerado de acordo com uma f.d.p. constante
entre 0 e 1, escolha quanto o aleatório gaussiano está longe da média:
Procure x na tabela de I(x) tal que

I(x) ≤ z < I(x′),

com x e x′ entradas consecutivas na tabela. O aleatório gaussiano
µ pode ser obtido por interpolação linear,

µ = x+
x′ − x

I(x′)− I(x)
(z − I(x)) (T2.1)
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6 T1 - A gaussiana como aproximação

Não é necessário montar uma tabela de I(x) com mais que 100
valores, a qual você poderá até mesmo copiar de uma tabela, por
exemplo, do Handbook of Mathematical Functions, Abramovitz e
Stegun, Dover, 9a impressão, pg. 96.

• Com outro aleatório de f.d.p. uniforme, defina o sinal da diferença
escolhida acima.

• Esses aleatórios gaussianos têm média 0 e desvio padrão 1. Finalize
esta etapa verificando se eles são gaussianos mesmo. Para tanto,
sorteie muitos valores e calcule a média, o desvio padrão, a curtose,
κ,

κ =
(x− x̄)4

(σ2)2
− 3

e o parâmetro de assimetria, β,

β =
(x− x̄)3

(σ2)3/2

Compare os valores desses parâmetros com os esperados quando a
distribuição é a Normal.

Etapa 2. Supondo a variável t gaussiana de média t0 e desvio padrão σt (co-
nhecidos), calcule a f.d.p. de f(t) = exp(λt).

• Calcule o valor médio de f , f0, em função de f(t0) e σf .

• Expanda a f.d.p. de f em torno de f0 no caso em que

f − f0 � f0,

e obtenha uma aproximação gaussiana para essa f.d.p..

• Compare a funcão exata com a aproximada nos pontos: f = f0;
f = f0 + σf ; f = f0 − σf (use σf calculado aproximadamente).

• Qual o valor de σt que origina diferenças de 5% entre os valores da
f.d.p. exata e a aproximada nesses pontos escolhidos?

Etapa 3. Escolha t0 e σt para os quais a aproximação gaussiana da f.d.p. de
f seja válida, gere aleatórios gaussianos µi de média 0 e desvio padrão
1 e com eles simule um conjunto T1 = {ti | ti = t0 + µiσt } (aleatórios
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gaussianos de média t0 e desvio padrão σt). Construa o conjunto F1 =
{f(ti)}. Calcule a média, o desvio padrão, a curtose e a assimetria de
cada um dos 2 conjuntos.

• Repita toda a operação acima para t0 e σt tais que a aproximação
gaussiana da f.d.p. de f não seja válida. Nesse caso, escolha o
intervalo de f que melhor representa as grandezas — discuta as
possibilidades e defenda sua escolha!

Etapa 4. Compare a condição de validade da aproximação gaussiana nesse
caso com aquela de transformações do tipo tn (exerćıcio anterior) e
discuta qual o motivo da diferença de critérios.
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Caṕıtulo 3

As incertezas associadas às
interpolações e extrapolações

Calcule o valor interpolado ou extrapolado de um conjunto de pontos { (xi, yi, σi) }
onde y é uma função linear nos parâmetros e em x também. Não esqueça de
incluir a covariância entre os parâmetros da reta ajustada na propagação das
variâncias! Verifique, por simulação, que as estimativas das variâncias são
adequadas. Você pode tentar descobrir o que acontece se agregar um dado
interpolado ao conjunto de dados originais.

Etapa 1. Embora o Mathematica e o MathLab tenham excelentes geradores
de números aleatórios, é conveniente conhecer alguns algoritmos para
essa tarefa. Assim, gere aleatórios gaussianos com o algoritmo de Box-
Muller:

• Gere 2 números aleatórios U1 e U2, com f.d.p. uniforme na faixa
[0,1], com o gerador do programa que estiver usando.

• Calcule

X1 =
√
−2`nU1 cos 2πU2

X2 =
√
−2`nU1 sen 2πU2

onde X1 e X2 são dois números aleatórios gaussianos independentes
de média 0 e desvio padrão 1.

• Repita as operações acima até obter muitos aleatórios gaussianos.

9



10 T4 - Incertezas de interpolação e extrapolação

• Verifique se os números obtidos são mesmo aleatórios gaussianos:
calcule a média e o desvio padrão; faça um histograma e verifi-
que se as quantidades de números nas faixas [−3σ,−2σ], [−2σ,−σ],
[−σ, 0], etc, obedecem à fdp normal; calcule os parâmetros de as-
simetria e curtose e veja se coincidem com os valores esperados,
dentro das incertezas. Esses não são os melhores testes, mas são
suficientes para os propósitos deste trabalho; testes simples assim
devem ser realizados SEMPRE, mesmo que esteja usando progra-
mas confiáveis.

• Calcule a estimativa da cov(U1, U2) e verifique se de fato é nula
dentro da incerteza dessa estimativa.

Etapa 2. Gere um conjunto de pontos simulados { (xi, yi, σi) }, com x a
variável independente e y a variável dependente, e

yi ≈ N(a0 + b0xi, σi) ,

em que ≈ significa “distribuido conforme” a f.d.p. que segue o śımbolo
e em que a0 e b0 são constantes conhecidas, com σi igual ao desvio-
padrão. Vamos, então, supor que o erro da medida, εi, seja distribuido
normalmente com

σ2
i =< ε2i > ,

com a propriedade de que não há erro sistemático,

< εi >= 0 .

Use {xi} = {4, 8, 12, 16, 20, 24} e σi = 0, 30 para todo i, com a0 = −2, 5
e b0 = 0, 225. Escreva o algoritmo de ajuste (tão genericamente quanto
possivel), ajuste os parâmetros ao conjunto de dados e calcule χ2. Com â
e b̂ obtidos, calcule os valores interpolados de y para x = 10, 14 e 20 e os
valores extrapolados para x = 0 e x = 40, bem como os desvios padrões
associados. Interprete o resultado (extrapolação boa ou ruim, em função
do valor obtido conter, dentro da incerteza, o valor verdadeiro).

Etapa 3. Repita a etapa 2 muitas vezes. Faça histogramas dos valores de y
interpolados e extrapolados e interprete o resultado. Os desvios padrões
calculados são adequados?
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Etapa 4. Faça um histograma dos χ2 e interprete. Verifique se a um valor
de χ2 próximo ao médio está associado um valor interpolado próximo ao
verdadeiro, fazendo diagramas de pontos (yinterpolado, χ

2). Escolha duas
posições x distintas para calcular os yinterpolado e construir esses scatter
plots. Calcule as covariâncias entre χ2 e os parâmetros escolhidos a partir
dos resultados numéricos que você graficou.

Etapa 5 – opcional. Calcule a matriz de covariância entre os dados e os
valores interpolados para x = 10, 14 e 20. Ajuste a reta a esse conjunto
todo (agora, com três dados a mais e com a matriz de covariância no
meio) e compare os resultados obtidos com e sem a inclusão dos dados
interpolados, tanto para os coeficientes quanto para o χ2.
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Caṕıtulo 4

Aumentar o número de
parâmetros não implica em
melhorar o ajuste.

Simular uma medida {(xi, yi, σi)}, onde xi é a variável independente suposta-
mente observada sem erro e yi é a variável dependente que se relaciona com xi
por meio da expressão

y = h(x;~a) + ε

onde ~a é um vetor de ν constantes, y depende linearmente dos ai e ε é um erro
não sistemático distribúıdo de acordo com uma Normal de desvio padrão σ
conhecido. Ao final do trabalho, você deve escolher uma forma para a função
h que seja útil ao seu trabalho final, mas comece com apenas dois parâmetros
e uma fórmula simples,

y = a0 + b0x+ ε,

onde a0 e b0 são constantes. Ajustar pelos dados os parâmetros de reta,
parábola e cúbica, calculando χ2 e interpretando os valores obtidos para os
coeficientes parabólico e cúbico e o significado de ajustá-los. Testar a inter-
pretação repetindo a simulação muitas vezes.

Etapa 1. Teste se os números aleatórios gaussianos do programa que está
usando têm as propriedades desejadas. Gere muito números, calcule a
média e o desvio padrão; faça um histograma e verifique se as quantidades
de números nas faixas [−3σ,−2σ], [−2σ,−σ], [−σ, 0], etc, obedecem à
fdp normal; calcule os parâmetros de assimetria e curtose e verifique

13



14 Aumentar o número de parâmetros...

se tem valores iguais aos esperados, dentro das respectivas incertezas.
Divida os números em pares (g1, g2), calcule a estimativa da cov(g1, g2) e
verifique se ela é nula dentro da incerteza dessa estimativa. Estes testes
não são os mais senśıveis, de modo que seu gerador precisa passar neles
para servir aos fins deste trabalho.

Etapa 2. Obtenha um conjunto de dados simulados. É preciso, primeiro,
fixar os valores da variável independente, os valores verdadeiros dos
parâmetros e dos desvios padrões ”experimentais”. Façamos as seguintes
escolhas:

{xi} = {4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24} ( portanto 11 dados)

a0 = −2, 5 e b0 = 0, 225 ;

σi = 0, 30 para todo i (i = 1, 2, . . . N , com N = 11)

Para simular o conjunto de dados, obtenha, para cada um dos N valores
da variável independente xi, um número aleatório gaussiano εi com o
desvio padrão escolhido e calcule

yi = a0 + b0xi + εi .

Escreva o algoritmo de ajuste de uma reta y = a + bx e uma parábola
y = c + dx + ex2 (tão genericamente quanto possivel) e obtenha a1, b1,
c1, d1 e e1, os valores ajustados dos parâmetros. Calcule χ2 para cada
um dos ajustes e interprete os resultados (ajuste bom ou ruim).

Etapa 3. Repita os cálculos com pelo menos 10 conjuntos de dados simulados,
de preferência com 100 conjuntos. Faça os histogramas dos coeficientes
polinomiais obtidos, bem como dos χ2 — claro, não misture dados de
ajustes de polinômios de graus diferentes. Que acontece aos valores ajus-
tados do termo parabólico? E aos conjuntos dos χ2 obtidos dos ajustes
de parábola?

Etapa 4. Para cada conjunto de dados simulados, verifique se P (χ2 > χ2
calculado)

cresce ou decresce com o grau do polinômio, onde P é a probabilidade de
χ2
calculado ser excedido. Procure estabelecer um critério para a escolha do

grau. Em que fração das simulações seu critério foi adequado? Discuta
com o professor ou a professora a adequação do critério escolhido, bem
antes de dar o seminário, para verificar se fez uma das escolha comuns
ou não.
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Etapa 5. Verifique se há alguma dependência entre o ajuste ser bom, no sen-
tido de obter-se um χ2 próximo do número de graus de liberdade, e
calcular-se um valor nulo para o coeficiente parabólico, no sentido do
valor ajustado ser menor que o desvio padrão. Utilize, por exemplo, um
diagrama de todos pontos (χ2,coeficiente) obtidos.

Etapa 6 – opcional. Adapte as etapas acima para a função h de seu inte-
resse.
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Caṕıtulo 5

Ajuste de parâmetros a dados
com erros nas variáveis
dependente e independente.

Simular um conjunto de dados {(xi, σxi , yi, σyi)} onde x é a variável indepen-
dente observada com desvio padrão σx e y a variável dependente observada
com desvio padrão σy. A função verdadeira que relaciona y e x é

y = a0 + b0x+ c0x
2

e os erros em x e y não são sistemáticos e distribuem-se como gaussianas in-
dependentes. Ajustar os parâmetros da parábola e verificar se o resultado é
adequado. Repetir a simulação muitas vezes de maneira a obter-se histogra-
mas dos parâmetros ajustados e verificar se esses histogramas correspondem a
gaussianas.

Etapas 1 . Gerar números aleatórios gaussianos α de média nula e desvio
padrão 1. Escolha um bom gerador — qualquer um dos que foram em-
pregados nos outros trabalhos servirá.

Etapa 2. Simule um conjunto de 9 dados. Chamemos de N o número de
dados.

• Para xi,0 ∈ {−20,−15,−10,−5, 0, 5, 10, 15, 20}, calcule

xi = xi,0 + ασx,i

17



18 T7 - Ajuste de função a dados com erros nos dois eixos

Escolha σx,i =

{
1, 0 , xi ≤ 0
0, 6 , xi > 0

• Calcule
yi = a0 + b0xi,0 + c0x

2
i,0 + α′σy,i.

Escolha a0 = −2, 5; b0 = 0, 55; c0 = 0, 05 e σy,i = 1, 1 para todo i.

Etapa 3. Ajuste os parâmetros da parábola, levando em conta a incerteza na
variável independente através de uma projeção na direção y.

• Ajuste primeiro os parâmetros da parábola desprezando a incerteza
em x. Obtenha, então, estimativas a′, b′ e c′ dos parâmetros da
função.

• Calcule, para cada i, o desvio padrão efetivo σi como

σ2
i = σ2

y,i +

 ∂y
∂x

∣∣∣∣∣
xi

2

σ2
x,i

• Ajuste os parâmetros da parábola ao conjunto equivalente de dados,
{ (xiyiσi) } e calcule χ2.

• Repita o cálculo de σ2
i acima com os novos valores dos coeficientes

e refaça o ajuste até que as variações nos parâmetros e no χ2 sejam
despreźıveis.

Etapa 4. Refaça a simulação muitas vezes e faça os histogramas dos parâmetros
a, b, c e dos χ2 obtidos. Para cada parâmetro, verifique se há desvio sis-
temático calculando a média; se o desvio padrão calculado a partir da
matriz de covariância corresponde ao calculado a partir dos histogramas;
se 68% dos valores ajustados estão a menos de um desvio padrão da
média, 95% a menos de dois desvios padrões, etc.

Etapa 5(opcional). Há situações em que esse procedimento é inadequado,
por exemplo se c0 é muito grande, tal como c0 = 2, ou se σx é grande.
Porque? Escolha uma situação em que o resultado é tendencioso e simule,
mostrando essa tendenciosidade. Seria posśıvel corrigir o erro sistemático
do ajuste, nesses casos? Como?
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Incerteza da estimativa do
desvio padrão.

Simular cerca de 100 medidas, cada uma com 10 dados que obedeçam à fdp
normal de média x0 e desvio padrão σ0. Verificar se x̄ e σm são correlacionados,
onde σm é o desvio padrão da média. Verificar que a variância da média, σ2

m,
tem a mesma fdp que a variável χ2. Estimar o desvio padrão do desvio padrão.

Etapa 1. Obter números aleatórios gaussianos µ, usando o algoritmo do tra-
balho T1. Transforme esses números de média 0 e desvio padrão 1 em
números aleatórios x de média x0 e desvio padrão σ0, calculando

x = x0 + σ0 · µ .

Teste o quanto esses números são gaussianos mesmo, utilizando os pro-
cedimentos sugeridos nas Etapas 1 dos trabalhos 1 e 2.

Etapa 2. Para cada uma das medidas simuladas, calcule as grandezas: média,
desvio padrão, desvio padrão da média, parâmetro de assimetria β, cur-
tose κ e range, e faça um histograma de cada uma delas. Define-se

β =
(x− x̄)3

(σ2)3/2

κ =
(x− x̄)4

(σ2)2
− 3

range = xmax − xmin.

19



20 T9 - Incerteza da estimativa do desvio padrão.

Etapa 3. Desenhe um diagrama com eixos x̄ e σm, onde coloca-se um ponto
para cada par dessas grandezas obtido das medidas simuladas. Calcule
a correlação ρ entre x̄ e σm,

ρ =
< (x̄− x̄)(σm − σ̄m) >

σx̄σσm

onde < a > significa o mesmo que ā, a média de a. Como você explica a
inexistência da correlação entre x̄ e σm? O fato dessas duas estat́ısticas
serem funções dos mesmos dados não devia implicar numa correlação
entre elas?

Etapa 4 (opcional). O mesmo que na etapa 3, para β, κ e range.



Caṕıtulo 7

Desvio padrão efetivo e
intervalo de confiança.

Considere que as observações de uma grandeza f́ısica x seguem uma distri-
buição normal. Simular muitas medidas, com 3 dados cada uma, dessa gran-
deza. Determinar os menores intervalos que contem o valor verdadeiro em
68% e 95% das simulações. Repetir a simulação e a determinação dos interva-
los para medidas com 10 dados. Entender porque histogramas provavelmente
alargam com o aumento do número de dados, embora tenham, em média,
largura independente do número de dados.

Etapa 1. Obter números aleatórios gaussianos, com o seguinte algoritmo:

• A partir de 12 números aleatórios U com fdp constante no intervalo
[0,1], calcule um número aleatório X com fdp aproximadamente
gaussiana de média nula e desvio padrão 1,

X =
12∑
i=1

Ui − 6 .

• A partir de X, obtenha o número aleatório ”gaussiano”X∗,

X∗ = X
4∑
s=0

asX
2s ,

onde
a0 = 0, 98746,

21



22CAPÍTULO 7. DESVIO PADRÃO EFETIVO E INTERVALO DE CONFIANÇA.

a1 = 3, 9439 · 10−3,

a2 = 7, 474 · 10−5,

a3 = −5, 102 · 10−7

a4 = 1, 141 · 10−7

• Verifique se os números aleatórios gerados por esse algoritmo distribuem-
se de fato como uma gaussiana. Utilize os testes descritos nas etapas
1 dos trabalhos T1 e T2.

Etapa 2. Fixando os valores de x0 (média) e σ0 (desvio padrão), obtenha os
conjuntos de 3 dados simulados. Cada dado xi é calculado como

xi = x0 +X∗ · σ0.

Se quiser, use x0 = 20, 0 e σ0 = 2, 5, mas sinta-se à vontade para fazer sua
escolha. Para cada conjunto, calcule x̄, σ e σm. Faça histogramas dessas
estat́ısticas. Determine em que fração dos conjuntos x0 ∈ [x̄−σm, x̄+σm]
e em que fração dos conjuntos x0 ∈ [x̄− 2σm, x̄+ 2σm].

Etapa 3. Determine α68 e α95 tais que as frações dos conjuntos em que x0 ∈
[x̄ − α68σm, x̄ + α68σm] e x0 ∈ [x̄ − α95σm, x̄ + α95σm] sejam 68,3% e
95,5%, respectivamente. Compare os valores de α obtidos com aqueles
calculados a partir da distribuição de t de Student.

Etapa 4. Repita a etapa 2, utilizando conjuntos de 10 dados. Compare as dis-
persões, valores médios, valores prováveis e medianas dos σ obtidos nas
séries de simulações das Etapas 2 e 3. Compare as mesmas estat́ısticas
calculadas agora sobre as variâncias σ2 obtidas. O que voce diz a res-
peito da dependência da largura média dos histogramas com o número
de dados? E da largura provável?

Etapa 5 (opcional). Simule uma medida com 2 dados e calcule σ. Sorteie
mais um dado e recalcule σ. Vá acrescentando dados à medida e recal-
culando σ. (Desculpe a parecença com uma receita de bolo, mas uma
explicação mais resumida pode por tudo a desandar. . .). Faça um gráfico
de σ contra o número de dados. Repita a operação diversas vezes. Qual
o comportamento mais comum – o histograma alarga, estreita ou não
muda de largura?
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Etapa 6 (opcional). Proceda como na etapa 5, mas para o valor médio da
variável tν=1, que é (x1 + x2)/(x1 − x2), ou seja, é a variável t para uma
medida com 2 dados de uma grandeza de média nula e desvio padrão
desconhecido. Como evolui a média dessa grandeza? e a mediana?
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Caṕıtulo 8

Estimativa dos desvios padrões
dos parâmetros não ajustados.

Ajustam-se os parâmetros de uma função

y = f(~x;~a, ~p),

a um conjunto de dados {(xi, yi, σi)} onde ~x representa as variáveis indepen-
dentes, ~a o conjunto de parâmetros ajustáveis e ~p os parâmetros conhecidos que
tem uma precisão limitada. Deseja-se propagar a incerteza dos pj no resultado
final (os parâmetros ak). Vamos representar o desvio padrão no parâmetro
pj por sj. Vamos parar aqui a descrição genérica do problema e passar a um
exemplo espećıfico. ATENÇÃO, voce pode sugerir outro problema que lhe seja
de interesse!

EXEMPLO. (Pode ser usado para o trabalho, mas seu uso não é obrigatório.)
Suponha que deseja-se separar as atividades de dois nucĺıdeos observadas

numa mesma linha espectral, através da separação das meias-vidas envolvidas.
A equação que dá o número de átomos ativos no instante t é

N(t) = Na exp(−λat) +Nb exp(−λbt) ,

de maneira que o número de contagens no intervalo (ti, ti + ∆ti) é

y(~xi, ~N,~λ) = Na exp(−λati)[1−exp(−λa∆ti)]+Nb exp(−λbti)[1−exp(−λb∆ti)]

onde ~xi = (ti,∆ti), ~N = (Na, Nb) e ~λ = (λa, λb). (Neste caso, o número de
parâmetros ajustáveis é igual ao de parâmetros fixos conhecidos, o que não é

25
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sempre necessário.) Assim, a partir da medida {(ti,∆ti, yi, σi)}, onde σi é o
desvio padrão de yi, pode-se estimar Na e Nb por uma regressão, se λa e λb
são conhecidos. A matriz de covariância do ajuste, porém, reflete apenas as
incertezas dos yi mas não as incertezas de λa e λb.

Etapa 1. Para o conjunto de dados

t ∆t y(σ)

0,5 1,5 23590(159)
2,2 1,5 7157(94)
3,9 1,5 3267(69)
5,5 3,0 3180(79)
8,7 4,0 1914(77)

λa = 0, 203(5)h−1

λb = 0, 920(11)h−1

calcule Na(σa) e Nb(σb).

Há dois procedimentos distintos para incluir na variância do resultado
final as parcelas devidas às variâncias desses dois parâmetros, descritos
nas duas secções a seguir.

8.1 Propagação do desvio padrão por estima-

tivas das derivadas.

Etapa 2. Estime ∂Na

∂λa
refazendo o cálculo de Na com

λ′a = λa + ∆.

Use ∆ pequeno, ∆ ∼ 0, 0001h−1, e estime

∂Na

∂λa
∼=
N ′a −Na

∆

Faça o mesmo para estimar ∂Na

∂λb
, ∂Nb

∂λa
e ∂Nb

∂λb

Etapa 3. Calcule então a variância total de Na, Σ2
a, a partir da superposição

da variância devida aos yi, σ
2
a, com a devida aos parâmetros λ,

Σ2
a = σ2

a + ( ∂Na

∂λa
)2 s2

a + ( ∂Na

∂λb
)
2
s2
b ,

com uma fórmula análoga para a variância total de Nb.
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8.2 Método de Monte Carlo.

Etapa 2. A partir de números aleatórios U com fdp constante no intervalo
[0,1], calcule números aleatórios A com fdp aproximadamente gaussiana
de média nula e desvio padrão 1,

A =
12∑
i=1

Ui − 6

Etapa 3. Calcule
λ′a = λa + αsa

λ′b = λb + βsb

onde α e β são dois números aleatórios gaussianos de média 0 e desvio
padrão 1. Repita a etapa 1 trocando os λ pelos λ′.

Etapa 4. Repita a etapa 3 diversas vezes, talvez 10. Faça um histograma dos
Na e dos Nb obtidos e calcule os desvios padrões correspondentes, σa(λ)

e σb(λ). A variância total em Na será

Σ2
a = σ2

a + σ2
a(λ) ,

com uma fórmula análoga para a variância de Nb.
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Caṕıtulo 9

Teste da fórmula de cálculo da
variância de uma função de
várias variáveis, quando elas são
correlacionadas.

A variância de uma função y de m variáveis aleatórias a1, a2, . . ., am, y =
f(a1, a2, . . . am), pode ser estimada como

σ2 =
M∑
k=1

( ∂y
∂ak

)
2
σ2
k +

M∑
k 6=j

(
∂y
∂ak

∂y
∂aj

)
cov(aj, ak)

onde σ2
k é a variância de ak e cov(aj, ak) é a covariância entre aj e ak.

Teste, através de simulação, a adequação da fórmula para as funções :

y = a+ b;

y = a− b;
y = a2b2;

y = atg(b) com b em radiano, e

y = a exp(0, 7 ∗ b).
Voce pode usar a = 2, 00(4), b = 1, 000(5), com cov(a, b) = 1, 610−4,

Etapa 1. Construa um gerador de números aleatórios gaussianos correlacio-
nados, utilizando o seguinte algoritmo:
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• Gere dois números aleatórios gaussianos X e Y de média nula e
desvio padrão 1. Utilize qualquer dos algoritmos mencionados nos
diversos trabalhos.

• Obtenha dois números aleatórios a e b com fdp gaussiana, com
desvios padrões σa e σb e coeficiente de correlação ρ, calculando

a = a0 + σaX e

b = b0 + σb(ρX +
√

1− ρ2Y ) .

Mostre, analiticamente, que as variáveis a, b tem correlação igual a
ρ.

Etapa 2. Sorteie um grande número de pares (a, b), talvez 1000. Calcule as
funções y dadas, faça os histogramas dos y obtidos e calcule as variâncias
a partir dos dados histogramados. Confira com o esperado da fórmula
de cálculo da variância de uma função de variáveis aleatórias.



Caṕıtulo 10

Eficiência de estimadores de
posição

Três estimadores para a localização de uma distribuição são frequentemente
utilizados: a média, a mediana e a média dos extremos. Neste trabalho, estes
três estimadores são usados para avaliar a posição das distribuições gaussiana,
Cauchy e uniforme.

Um estimador é tanto mais eficiente quanto menor for a variância. Por-
tanto, para achar a eficiência, deve-se determinar a variância do estimador
para a distribuição em estudo.

Etapa 1. Escolha geradores de número ao acaso que sigam as distribuições
acima citadas.

• Para a distribuição uniforme, use diretamente o gerador do compu-
tador, eventualmente relocando a distribuição para que os numeros
caiam entre a e b (à sua escolha).

• Para a gaussiana, utilize um dos geradores discutidos nos outros
trabalhos propostos. De novo, escolha a posição e a variância como
quiser.

• Para a distribuição de Cauchy,

f(x) =
1

π(1 + x2)

calcule x como

x =
R1

R2

31
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onde R1 e R2 são números aleatórios gaussianos de média zero e
desvio padrão 1.

Etapa 2. Para cada distribuição, gere 100 sequências de 10 dados. Para cada
sequência, calcule as três estimativas e histograme-as.

Etapa 3. Calcule a variância dos histogramas da etapa 2. Monte uma tabela
com os resultados. Que estimador é o mais eficiente para cada distri-
buição?

Etapa 4. Repita as etapas 2 e 3 com sequências de N=1000 dados.



Caṕıtulo 11

Análise de previsão.

Como a matriz de covariâncias depende apenas dos valores da variável in-
dependente e das incertezas experimentais, mas não dos valores da variável
dependente, é posśıvel escolher previamente para quais valores da variável in-
dependente devem ser efetuadas as observações experimentais de maneira a
minimizar-se a incerteza do resultado final. Este tipo de estudo é chamado
análise de previsão.

Suponha que deseja-se separar as atividades de dois nucĺıdeos observadas
numa mesma linha espectral, através da separação das meias-vidas envolvidas.
A equação que dá o número de átomos ativos no instante t é

N(t) = Na exp(−λat) +Nb exp(−λbt) ,

de maneira que o número de contagens no intervalo (ti, ti + ∆ti) é

Ai = Na exp(−λati)[1− exp(−λa∆ti)] +Nb exp(−λbti)[1− exp(−λb∆ti)].

Assim, a partir da medida {(ti,∆ti, Ai, σi)}, onde σi é o desvio padrão em Ai,
pode-se estimar Na e Nb por uma regressão linear, se λa e λb são conhecidos.

Fazendo-se um modelo para σi, por exemplo,

σ2
i = Ai +B∆ti ,

onde B é uma constante conhecida (no caso, o número de contagens de fundo
sob o pico por unidade de tempo), é possvel construir uma matriz de co-
variâncias para cada escolha dos intervalos de contagem (ti, ti+∆ti) e verificar
qual deles resulta numa menor incerteza final em Na e Nb. Claro, é preciso ter
idéia da razão entre Na e Nb para estimar as incertezas.

33
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Etapa 1. Façamos a escolha das constantes envolvidas:

λa = 0, 203h−1

λb = 0, 920h−1

Na = 2Nb

Nb = 10000

B = 1000

M = número de intervalos de contagem utilizados = 5

Etapa 2. Monte o algoritmo para estimar Na e Nb a partir de um conjunto
de dados {(ti,∆ti, Ai, σi)}. Prepare um programa para calcular a matriz
de covariâncias.

Etapa 3. Para ti (em hora) ∈ {0, 2, 4, 6, 8} e ∆ti = 1, 9h, estime σi da ma-
neira sugerida no enunciado do problema e use o algoritmo da etapa 2
para calcular σa e σb.

Etapa 4. Tente minimizar σa (ignorando σb) por tentativa e erro, escolhendo
outros conjuntos de pares de variávees independentes ti,∆ti. Faça o
mesmo com respeito ao parâmetro Nb, isto é, minimize σb ignorando σa.
É posśıvel minimizar simultaneamente σa e σb ?
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Unicidade do estimador de
Mı́nimos Quadrados.

É comum repetirmos medidas muitas vezes, a fim de melhorar a precisão do
resultado ou verificar sua repetitividade. Nesse caso, cabe se perguntar se faz
diferença ajustar os parâmetros pelo Método dos Mı́nimos Quadrados a todos
os conjuntos de dados de uma vez ou se é melhor ajustar os parâmetros a cada
conjunto e tirar a média dos resultados parciais. O objetivo deste trabalho
é ilustrar que, por causa da unicidade do estimador de Mı́nimos Quadrados,
os detalhes do procedimento são irrelevantes, desde que toda a informação
necessária seja usada, em particular as matrizes de covariância completas – as
variâncias não bastam.

Etapa 1. Obter números aleatórios gaussianos, com o seguinte algoritmo:

• A partir de 12 números aleatórios U com fdp constante no intervalo
[0,1], calcule um número aleatório X com fdp aproximadamente
gaussiana de média nula e desvio padrão 1,

X =
12∑
i=1

Ui − 6 .

• A partir de X, obtenha o número aleatório ”gaussiano”X∗,

X∗ = X
4∑
s=0

asX
2s ,

35
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onde
a0 = 0, 98746,

a1 = 3, 9439 · 10−3,

a2 = 7, 474 · 10−5,

a3 = −5, 102 · 10−7

a4 = 1, 141 · 10−7

• Verifique se os aleatórios são gaussianos mesmo. Para tanto, sor-
teie um número grande de aleatórios gaussianos, calcule a média, o
desvio padrão, a curtose, κ,

κ =
(x− x̄)4

(σ2)2
− 3

e o parâmetro de assimetria, β,

β =
(x− x̄)3

(σ2)3/2

e compare com os valores esperados para essas grandezas.

Etapa 2. Considere que, na medida do decaimento de um conjunto de átomos,
a intensidade I da linha espectral em função do tempo t é

I(t) = I0 exp(−λ0t) .

A medida consiste em amostrar a intensidade Ii em um conjunto de ins-
tantes ti, o que dá origem a um conjunto de dados {(ti, Ii, σi), i = 1..N},
onde σi é o desvio-padrão de Ii; adotaremos que os valores Ii são esta-
tisticamente independentes.

A fim de simular o processo, necessitamos valores para os parâmetros e os
instantes de amostragem. Se você conhecer valores t́ıpicos no seu ramo de
pesquisa, adote-os; caso contrário, use I0 = 1000 ou 2000; λ0 = 0, 4ms−1;
ti = 2, 4, 6, 8 e 10 ms e σi = 40 ou 60, conforme o valor de I0, mas igual
em todos os instantes.

Sorteie dois conjuntos de dados, um para cada um dos valores de I0, em
que cada ponto é sorteado como

Ii = I0 exp(−λ0t) + σi · ε

onde ε é um aleatório gaussiano da etapa 1.
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Etapa 3. Determine I e λ pelo MMQ para cada um dos dois conjuntos de da-
dos. Fica mais fácil linearizar a expressão, ou seja, ajuste os parâmetros
a ln y. Determine a matriz de covariâncias das estimativas e o valor de
χ2 em cada um dos ajustes.

Etapa 4. Determine a soma dos χ2 e as médias dos dois valores de λ obtidos
na etapa anterior.

Etapa 5. Ajuste os parâmetros I, I′ e λ, considerando todos os 10 pontos
experimentais simultanemente. Compare os resultados obtidos com os
calculados na etapa anterior.
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