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Observacgoes:

e Preencha todas as folhas com o seu nome, ntmero
USP, niimero da turma e nome do professor.

e A prova tem duracao de 2 horas.

e Provas com identificagao insuficiente nao serao corri-
gidas.

e Nio é permitido o uso de calculadora e celular (manter
desligado).

e Apresente sua identidade ou cartdo USP ao assinar a
lista de presenca.

e Resolva cada exercicio a partir da frente da folha de
resposta com 0 mesmo nimero.

e Justifique todas as respostas com férmulas, co-
mentarios (sucintos) e calculos intermedidrios, nao es-
quecendo das unidades das grandezas fisicas.

e Caso aparega alguma raiz que nao seja um quadrado
perfeito, deixe indicado (ndo é necessério calcular o va-
lor decimal).

e Resultados serao anunciados no site da disciplina.
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Q1 - Um sistema massa-mola consiste de um corpo de massa m = 8 kg e uma mola de
constante eldstica k = 72 N/m. No instante de tempo ¢ = 0s, a massa do sistema ¢é colocada
na posigdo xy = +0,1m (em relacdo a posi¢ao de equilibrio) com velocidade vy = —0, 3v/3
m/s. Desprezando quaisquer tipos de atrito, determine:

(a) [0,5] A frequéncia de oscilagao.
(b) [0,5] A amplitude do movimento.
(c) [0,5] A posicao em fungao do tempo z(t).

(d) [0,5] A velocidade em fungao do tempo wv(t).

(e) [0,5] A energia potencial eldstica U e a energia cinética K em funcao do tempo.

Solugao Q1:




(f = 0,5 Hz usando 7 = 3).

Obs: tanto w = 3 rad/s como f = 3/(27) Hz serao considerados corretos.
(b) Energia total: E = 1ka? + imvg =0,36+1,08=1,44]

Sendo E = 1kA? temos A% = 2,88/72 = 0,04 =

Solugao alternativa: Sendo x(t) = Acos (wt + ¢) e @(t) = —wA sen(wt + ¢) e usando
2(0) = 0,1m; ©(0) = —0,3v/3 e w = 3 temos

{ 0,1 = Acos(p)
—0,3v3/(=3) = Asen(p).

Elevando ao quadrado e somando:

0,01(1+ 3) = A2 (cos? (p) +sen?(p)) = A2 = 0,04 = .

(c) Solugao: z(t) = Acos (wt + ¢)

Condigoes iniciais: 2(0) = 0,1 m e #(0) = —0,3v/3 m/s

Logo: Acosg =0,1=cosp =3 = ¢ ==+7/3.

Como v(0) = —w A seng < 0 entao senp > 0 logo ¢ = +m/3 e portanto
x(t) = 0,2cos (3t + ) m

(d) Como v(t) = —Awsen(wt + ¢), temos
v(t) = —0,6 sen(3t + %) m/s

(e) U(t) = tka?(t) = |U(t) = 1,44 cos®> (3t + %) J

K(t) = 3mu*(t) = | K(t) = 1,44 sen®(3t + %) J

Q2 - Uma haste rigida de comprimento L e massa M esta
suspensa em um ponto que dista L/3 do centro gravitaci-
onal da haste. No instante ¢ = 0 a haste é abandonada a
partir do repouso de um angulo 6y com a direcao vertical.
Considere o limite de oscilagoes com angulos pequenos.

(a) [0,5] Obtenha a equagao diferencial que descreve o mo-
vimento de rotacao da haste.

(b) [0,5] Determine o periodo de oscilagao T, da haste nes-
sas circunstancias.

(c) [0,5] Obtenha a solucao 6(t) da equagao diferencial.

(d) [0,5] Obtenha a energia mecanica da haste no angulo 6,/2.

(e) [0,5] Determine a razao T,/T, onde T, é o periodo de oscila¢ao da haste quando suspensa
por sua extremidade.



Formulario adicional: - Momento de inércia de uma haste delgada uniforme de compri-

mento L e massa M em relagdo a um eixo vertical que passa pelo seu centro: I, = Ml—ég
Solucao Q2:
@) L 1 1 7
16 = —Mg=sin6, onde [ = —ML*+ -ML*> = —ML>.
3 12 9 36
No limite de oscilagdoes com angulos pequenos, podemos aproximar sin ) & 6,
12 ¢
0=——=0
7L
(b) Identificamos da equagao acima a frequéncia angular w?
2
© 12 7L
portanto,
T — 77T2L.
\ 39
(c) A solugao geral desse sistema ¢é do tipo
0(t) = acos(wyt) + bsin(w,t), (1)

O(t) = —aw, sin(wet) + bw, cos(wot).

Portanto,
6(0) = acos(0) + bsin(0) =6y = a = by,

0(0) = —aw, sin(0) 4 bw, cos(0) =0 = b =0,

Finalmente, reescrevendo a equagao (1) substituindo os valores de a e b teremos

12 ¢
o(t) =0 ot), onde w, =/ —=.
(t) o cos(wot), onde w — T

(d) A expressao da energia mecanica da haste ¢ dada por

1 L
E = 5[92 +Mg§(1 — cos ).

No limite de oscilagoes com angulos pequenos cosf =~ 1 — 6%/2, assim

1/ 7 L1
E=_(-—=ML*)0>+ >MgL6>. 2
2<36 ) e 2)

Do item anterior vimos que 6(t) = 6 cos(w,t) portanto

0o cos(wot™) = 0y/2 = t* = m/3w,,



consequentemente

O(t*) = —Opw, sin(wet*) = —Oywov/3/2,

assim a expressao (2) fica

1/7 3 1 62
E=-—ML?) 6%+ -MqgL-2.
2(% )%%4+6 Iy

substituindo w? = 12¢/7L teremos

1
EzéM@%,

que é constante em todo o movimento.

(d) Para a haste suspensa por sua extremidade a equagao do movimento de rotagao é

N L 1 1 1
16 = —Mg§ sinf, onde I = EML2 + ZMLz = §ML2’
. 39 5 39 |8m2L
= - = -— T pum—
0 2L9 = w; 2L:> o 3
portanto,
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Q3 - Um sistema composto por um bloco de massa 2 kg que se encontra sobre uma mesa
horizontal e que esta ligado a parede por uma mola, tem seu movimento representado por:

T+ 6z + 25z = 0,

onde as constantes estao em unidades do sistema SI. Despreze o atrito do bloco com a superficie
da mesa.

(a) [0,5] Identifique a constante de amortecimento 7 e a frequéncia angular wy na equagao
acima e determine o tipo de amortecimento sofrido pelo sistema.

(b) [1,0] Dado que o bloco se encontra inicialmente na posigao z = 1 m, onde a origem deste
sistema corresponde a posicao do bloco com a mola relaxada, e com velocidade inicial
de —7 m/s, determine a equagao horéria x(t) do sistema, em funcao de sua amplitude e
fase inicial.

(c) [1,0] Suponha agora que este sistema passe a oscilar sob a agdo de uma for¢a F' = cos(Qt).
Ache a frequéncia angular §2 sob a qual a amplitude das oscilagoes é maxima. Assuma
que o tempo t é grande o suficiente para que a componente transiente do movimento ja
tenha sido totalmente suprimida. Encontre também esta amplitude maxima.

Solugao Q3:



(a) v = 6 s7! ¢ a constante de amortecimento e w? = 25 é o quadrado da frequéncia angular
natural do sistema.

Temos que wy > I e portanto o amortecimento é sub-critico.
0 2

(b) O amortecimento é sub-critico, entao,

z(t) = Aexp(—ZL) cos(w + ¢o) onde

w = \/w§—§ = 4 rad/s

Das condicoes iniciais:

z(t=0) = Acos¢py = 1 (Eq. 1)

i = =A% exp(—%) cos(w + ¢o) — Aw exp(—L) sin(w + ¢o)
i(t=0) = —AL cos ¢y — Awsingy = —7 (Eq.2)

Substituindo Eq.1 na Eq. 2 temos sin ¢g = %. Usando a relacdo cos®¢y + sin® ¢y = 1,
a equacao acima e a eq. 1:

G =1
= z(t) = V2exp(—3t)cos(4t + )
(c) A amplitude é méxima quando Q = Q.
Q, = w%—l; = /7 rad/s
_ Fg

A2 (Q,) =

_ 1
m2[(wa—02)24++2Q2] — 2304

_ 1
A= \/5a m

Q4 - Um corpo de massa m estd preso a uma mola de cons-
tante elastica k. O conjunto esta colocado ao longo de um

eixo y em uma regiao na qual nao ha aceleracao da gravidade,
com a outra ponta da mola presa a uma superficie fixa. O Y
corpo estd em contato com um martelo e esta sujeito também
a uma forca de resisténcia do ar dada por

Fat = _py7

para p > 0. O sistema é sub-critico, ou seja temos v < 2wy,
onde v = p/m e w2 = k/m. Na situagao de equilibrio a
superficie do corpo que entra em contato com o martelo esta
na origem do eixo y. No instante ¢ = 0 o martelo imprime
ao corpo uma velocidade vy dirigida no sentido positivo do
eixo y, e depois disto permanece fixo com a sua superficie m
de contato em y = 0. Quando o corpo volta a se chocar O
com a superficie do martelo, que esta em y = 0, ele se fixa ]
ao martelo e permanece em repouso depois deste segundo
choque.

(a) [0,25] Determine a energia mecéanica do sistema formado pelo corpo e pela mola em ¢ = 0.



(b) [0,75] Determine a posi¢ao y(t) e a velocidade y(t) no intervalo de tempo entre os dois
choques.

(c) [0,5] Determine o tempo 1" transcorrido entre os dois choques.

(d) [1,0] Determine a energia dissipada no segundo choque do corpo com o martelo.
Solucao Q4:

(a) Em ¢ = 0 ndo hé energia potencial na mola, e toda a energia mecanica é portanto cinética,
de onde segue imediatamente que

Ey =

(b) A solugao geral do problema, valida até o segundo choque, é dada por

y(t) = e /2 [Acos(wt) + Bsin(wt)],

onde w = \Jwg —2/4 e wg = \/k/m. As condigdes iniciais sao y(0) = 0 e y(0) = vg. A

primeira nos da de imediato A = 0, o que reduz a solucao e a sua derivada a

y(t) = Be "?sin(wt),
y(t) = — % Be "2 sin(wt) + wB e "% cos(wt),

de forma que a segunda condi¢ao de contorno nos da B = vp/w. Com isto temos a forma
final da solugao,

y(t) = 20 gt/2 sin(wt),
w
y(t) = voe "? |cos(wt) — 21 sin(wt)] :
w

(c) Dada a solucao para y(t) determinada no item anterior, é ficil ver que o tempo entre
o inicio do movimento e o segundo choque é dado simplesmente por w1 = 7, ou seja
temos

T —

SR

(d) No segundo choque, que acontece em y = 0, ndo hé energia potencial e a energia cinética
¢ dada pela velocidade,

y(t) = vo e "% |cos(wt) — 21 sin(wt) |,
w

para o tempo no qual y(t) é zero pela segunda vez, ou seja quando temos sin(wt) = 0,
cos(wt) = —1 e wt = . Segue que temos para esta velocidade



y(mjw) = vye ™) [COS(TF) - 21 sin(m)
w
= — e_’yﬂ-/(Qw)'

A energia dissipada neste choque, que é completamente inelastico, é a energia cinética,
que é dada por

EcM -
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