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Rotagao 22 Semestre de 2013
Cinematica Rotacional

Neste topico, trataremos da rotacdo em torno de um eixo fixo no espaco, ou
em torno de um eixo que se move sem alterar sua direcédo no espaco.

Velocidade angular e aceleracao angular

Seja um corpo rigido de massa M, que gira em torno
de um eixo fixo. Cada ponto deste corpo descreve
um circulo, cujo raio r; € a distancia entre o ponto e L

o eixo de rotacao. Pl Reference line

Quando o corpo girade um angulo d@, o ponto
descreve um arco de comprimento dS;

dS. =rdé
A taxa de variacdo do angulo é a mesma para todas as
posicdes no corpo e € chamada de velocidade angular w.

_de _1ds; v,

—J— ) = —
dt rdt

@
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Analogamente, a taxa de variacao da velocidade

Cinematica Rotacional
Velocidade angular e aceleracao angular

angular € a mesma para todas as posi¢cdes no corpo
e e chamada de aceleracao angular a.

do d°0
o =—=——
dt  dt?

Para os valores médios temos:

Y

a)med At

Se a é constante;

—_—

Aw

amed —
At
- w=w,+ot

0=0,+wt+—
3 0 0",

1

t2

—
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Reference line

W’ =} +20A0
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Um CD gira, do repouso a até 500 rpm, em 5,5 s. (a) Qual a aceleracao angular
suposta constante? (b) Quantas voltas o disco daem 5,5s? (c) Qual a
distancia percorrida por um ponto a 6,0 cm do centro, nestes 5,5s?

@ = @, +al  ©=500rpm=500-27/60=52,36

52,36=0+a55 a=95rad/s®

) 6’=6’0+a)0t+% t?
9:0+0+%9,5(5,5)2 6 =143 7rad

= 22.9 voltas

) AS=r-A0=0,06-1437 =8.62m
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Aceleracoes e velocidades angulares

Javimos que:

1dS;, v
= = — V. =

rodt o = o

Analogamente, para a aceleracéo tangencial temos:

dv, do

% dt ' dt A=l

Mas, como 0 movimento é circular, existe uma
aceleracao centripeta

2 2
V I
aC:—t:(l ) a'C:rla)
I I
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Energia Cinética Rotacional

A energia cinética de um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo € a

soma das energias cinéticas das particulas individuais que constituem o
corpo.

Para a i®sima particula, de massa m, e velocidade v;, temos:

Ki = E miVi2
2

Somando sobre todas as partes, obtemos a
energia cinetica do corpo:

3 )L )L Sl

—_

Onde, o termo a direita recebe o nome de 2 2
momento de inércia (I) do corpo: | = E miri

—
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Axis of rotation

Um corpo consiste de 4 particulas pontuais, com massas

:
m, ligadas por hastes sem massa, como na figura ao ==
lado. O sistema gira com velocidade angular w em torno -+ Q—ﬂ:—c
do centro do corpo. (a) Determine o momento de inércia I :
do corpo. (b) Determine a energia cinética do corpo. 2[ b
I
i
2 2 7 M
| = E (miri ) | =4ma e
i E i
1
. 2
K R E Ia) K — 2ma2a)2 Axisofirotation

|
- Va - ~ -—[———
Repetir os calculos para a nova configuracao ao lado. H

=2m5*) ) ~2m(2a) - 8ma H

5 K =4ma’w’
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Calculos do Momento de Inércia Axis of rotation

Para sistemas discretos: | — Z (m rZ) [
17

| 2b

2

l
|

Corpos continuos

Se subdividirmos o corpo em pequenas porgoes, no limite
guando a massa de cada porcgao val a zero, a somatoria
acima se tranforma na integral:

I:Irzdm

Onder é a distancia ao eixo, de cada parcela dm
do corpo.
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Calcule o momento de inércia de uma g
barra fina de comprimento L e massa M,
em relacdo ao eixo que passa por sua
extremidade.

L

dm = —]I{/I_ dx

l

= f— =

X =} }'*dx

I:jrzdm

N
e Sk '--1{-‘&‘-

Um pedaco dm da barra, situado na posicéo X,
ocupa uma extenséo dx da barra.

Considerando a densidade linear de massa A.

A M — dm:ﬁdx:%dx
L

Ixz%dx:%ixzdx

M| ML M
L 3] L3 3
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Repetir o calculo para um eixo no
centro da barra.

.{

\ A

|
|
iy
}
|
2 3 i
I er dm : n="}—’d1
' ;
M - f— »
dm — ﬂ.«dx — —dX - xb - dx
L
L/2 L/2
M
| = j X° dx_— szdx
_L/2 L _L/2
M x°

M [(LIZ)S _(—L/2)3JZM2£(L/2)3): ML
L

3 3 L 3 12
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Calcule o momento de inércia de um
anel circular de raio R e massa M, em
relacdo ao eixo que passa
perpendicularmente por seu centro.

I:jrzdm

Todos os pedacos dm do anel, estédo situados a
uma mesma distancia R do eixo.

| = j R2dm =R? j dm =MR?
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Y

Calcule o momento de inércia de um disco
homogéneo de raio R e massa M, em relacéo
ao0 eixo que passa perpendicularmente por seu

centro. 5
I :jr dm

Podemos subdividir o disco em uma série de anéis concentricos.

Cada anel tem uma massa dm, raio r e espessura dr.

Considerando a densidade superficial de massa o.

:% —> dm=0dA=£27z1’dr

7ZR2

R R
I:J'rZMZZrdr:Z—I\gI r3dr i
o R R 2m ] 2Mm R

O

I
R* 4 R* 4
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Calcule o momento de inércia de um cilindro macico .

homogéneo de raio R e massa M, em relagcéo ao seu eixo. e Wy
| _[ redm ='

S

Podemos subdividir o cilindro em uma série de discos paralelos.

Como todos os discos sao equivalentes, podemos considerar o
momento de inércia do cilindro como igual ao dos discos.

~ MR?
2
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cascas | = j rzdm

I =1MRI+ L an?
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Teorema dos Eixos Paralelos =
Este teorema permite que se calcule o momento de :
inércia de um corpo de massa M em relagao a um eixo i

gualquer, a partir do seu valor para o centro de

. = . . . cm
massa, sabendo-se a distancia h entre os dois eixos.

I:jrzdm m— | =1_+Mh?

Exemplo:

=
<

ts
V)

' e 4
' "l 2 :% L
{ n= gy  — I — Icm + Mh i dm:lde

— ; ‘
“t i :‘73’%|%7dx
2
2 ML* L 2
| :& | = — ) | — ML
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Demonstracao do Teorema dos Eixos Paralelo S
: )
Vamos calcular a energia cinética de rotacéo parao ) B = -
eixo paralelo do corpo de massa M ao lado, quando .-~ e
girando com velocidade w. A N
\\\\~__r:_'{'/ \\\\\
1 \ Cm\\—‘ég/ <
2 A \

Mas, ja vimos que a energia cinética de um corpo pode ser escrita como a
energia cinética de translacdo do centro de massa, mais a energia de rotacao
em relagcao ao centro de massa.

1
K = E lo® = Krotcm T KtransLm—’ l | ZE Icma)czm -|-E Mv?

2 2 2 7

—_

Mas, V.. =ho
- EIcozziIcma)erll\/Ihza)2
€ WOy = QW 2 2

| =1_ +Mh?
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Teorema dos Eixos Paralelos

Vamos calcular o momento de inércia do corpo ao lado.

Mas inicialmente, calcularemos o0 momento de inércia de
uma espira de massa m eraio R, atraves do eixo que passa
por seu cento de massa.

y| m | = L MRZ+ EMIZ
2= B _ﬂ : :
Lk R Y dm=jdi=_"-Rdo
;\3\\\‘_ wl2 2 72 )
‘ _)f x I =4j (Rcose)zﬂRdH: 2MR I(cose)zdé’ | _mR*
o 0 27R T 9% . 2

Mas, se esta espira estiver com seu eixo a uma distancial do eixo principal,
ela contribuira para o momento de inércia total, com

dm =" g iR

+dm-I2 L di =L M

_|_
L

~ dm-R?

di dl-1°

L/2 2 2 2
| _ I Mdl - R +Md|-|2:MR +ML

2L L 2 12

-L/2
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Uma barra de comprimento L e massa M, articulada em sua
extremidade, € largada do repouso, da posicao horizontal.
Determine (a) a sua velocidade angular, na posicao vertical,
(b) a forca exercida pelo pivo sobre a barra, neste intante e
(c) avelocidade angular inicial necessaria para a barra
chegar até uma posicao vertical superior.

22 Semestre de 2013

<
<

L

(o~

cm

Fot Mg

Considerando o sistema como sendo constituido pela barra, pivb e a Terra,

temos conservacao da energia mecanica, entao

K +U =K, +U, O=%Iw2+ngcm OZE
L
FO—Mg:MaC:MEG)

1
K, +U, =K, +U, E|a)2+0=0+ Mgy,
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Um objeto de massa m esta suspenso por um fio de massa
m; que foi enrolado na polia, que tem raio R e massa m,,
Suponha que toda a massa da polia esteja em sua borda e
gue no instante inicial o corpo esteja em repouso e o fio
enrolado. Determine qual a velocidade do corpo quando ele
tiver caido uma distancia d.

Considerando o sistema como sendo constituido pela
corpo, polia e a Terra, temos conservacao da energia
mecanica, entao

K, +U, =K, +U,
1., 1 , 1 .
0=§Iw +—m.Vv +§mv +mg(—d)+m, g(—d/2)
I=mpR2 5 y— (2mL+m,d)gd
(m; +m+m )L
. d
m, =—m;
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Javimos a Segunda Lei de Newton, onde a resultante das
forcas externas provoca a aceleracédo do centro de massa
de sistemas. Porém, quando alinha de acao das forcas
externas nao passa pelo centro de massa, temos um
segundo efeito, que é arotacao do sistema. Esta rotacao e
acelerada. Assim, temos o equivalente a Segunda Lei de
Newton, para a rotacao. =

Considere uma particula de massa

Direcao

m, presa a uma barra de angenci
comprimento r. Uma forca F e \E, =
aplicada a particula, como na figura mmh
ao lado. Para a componente Baennas - i
tangencial da forca, temos: | A
Ft = ma‘t Onde’ Ft= Fsin® A« ?eﬁ:n:;}ilj‘

FIGURA 9-19

Usando-se a=ra e multiplicando
a equacgao por r, temos:

O produto rF, € o Torque Tem r —Mria

2
rFt =M a relacao ao eixo de rotacao A



Rotacao Torque 22 Semestre de 2013

i:l

Um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo é uma
colecao de particulas, com as mesmas velocidade e
aceleracao angulares.

Somando sobre todas as particulas do

7. =M r X corpo, temos: 3
Y=Y mria=0 mr)a=la
i i T i o
T ¢ — I (94 Segunda Lei de Newton para a rotacéo
EXUres

Para rotacfes, 0 que nos interessa sao as
componentes tangenciais da forca

t=Rr=Fsing-r=Frsing=Fl

Onde, | é o0 “braco de alavanca”
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Considere um corpo extenso de massa M, apoiado pelo eixo A e
submetido a forca gravitacional.

:I“ I
m; T
cge *'":S | M cge
: : > -
A X, -i 4} I.;g .A X
M ‘ ) A/Ig

O torque sobre cada particula constituinte sera:

-y

7, = K, =mgx

O torque total sobre o corpo serda a soma dos torques sobre todas as
particulas constituintes

Textres — Zmi gXi — (Z rni Xi)g — I\/Ixcmg — PXcm
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Uma bicicleta ergométrica possui uma roda com
grande massa (2,4 kg) e raio R= 35 cm. Aplica-se
uma forca de 18 N a uma distancia de 7 cm do eixo
da roda. Apds 5 s, qual € a velocidade angular da
roda?

w=w,+at=at

Tt = la = Fr
Fr Fr
o =——= >
I MR
W = il t=21rad/s

R2
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Uma barra de comprimento L e massa M, articulada em sua R —
extremidade, € largada do repouso, da posicao horizontal. [ cm ]
Determine (a) a sua aceleracao angular, quando largada e t

(b) a forca exercida pelo pivo sobre a barra, neste intante. Fo Mg a‘

O torque em relac&o ao eixo de rotacao € dado apenas pela forca peso.

N P PX
Z-ext =la= I:)Xcm o = il

_Mg(L/2)_3g
L/3ML® 2L
Fext — Macm

Mg_FO:MXcma FO:M(g_Xcma):Mg/4
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Um objeto de massa m esta suspenso por um fio leve que \(i;::?;;i e
foi enrolado na poliacom momento de inércialeraio R. A
polia é largada do repouso. Determine a tens&o no fio e a
aceleracao do objeto.

Vamos aplicar a Segunda Lei de Newton a polia (rotacao) e
ao objeto. (o peso e a normal na polia, ndao geram torque)

B —_ —_ Com :R
.. = la=TR a, = Ra

mg—T =ma,

mg—T_RTR T = mg
m | 1+ (mR*/1)
mg-—T g

— T I (1 /mRY)
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Um taco atinge uma bola de
bilhar em um ponto a uma
distancia d acima do centro da
bola. Determine o valor de d para
que a bolarole, sem deslizar.

h

Vamos aplicar a Segunda Lei de Newton a bola (rotacao e
translacao). (o peso e a normal na polia, ndo geram torque)

Com
a. =Ra

cm

7. =la=HFd
F=ma_,

E:Rﬂ d_L_(Z/S)mR2
m I MR MR




