Crescimento Endégeno |: Modelo AK

Mauro Rodrigues (USP)

2020



Introducao

@ Modelo neocléssico de crescimento (Solow, Ramsey-Cass-Koopmans)
» Capital apresenta retornos marginais decrescentes
> No longo prazo, economia tende para o estado estacionério, em que
ndo ha crescimento
» Modelo ndo tem motor préprio
> Necessario introduzir progresso técnico exégeno para gerar crescimento
de longo prazo
@ Crescimento enddgeno:

» Modelos com motor préprio

» AK — n3o ha retornos marginais decrescentes

» Inovacdo (Romer, Schumpeter) — abrir “caixa preta” do progresso
técnico

o Referéncia: Acemoglu, cap.11.



Modelo AK

@ Tempo continuo: t € [0,00)
@ Funcao de producao:
Y =AK
» Apenas um insumo: Capital
@ Produtividade marginal do Capital: A
» Nao ha retornos marginais decrescentes

@ Modelo de crescimento idéntico ao neoclassico, mas com funcdo de
producao AK



Familias

@ Ha um continuo de familias idénticas distribuidas no intervalo [0,1]

@ Preferéncias: -
Up :/ e Ptu(c,)dt
0

p>0

o Utilidade CRRA:

Y>0

@ c,k,y: consumo, capital e produto per capita

e C,K,Y: consumo, capital e produto totais



Restricao Orcamentaria

Em t, renda da familia = renda do capital = rK;

(]

Renda dividida entre consumo (C;) e investimento (/;)

Lei de movimento do capital:

Kt: /tf5Kt

Restricio orcamentéaria em t:

Ct+Kt+5Kt:rth:>
Kt = (rt—S)Kt— Ct

Populacdo (Nimero de membros de cada familia) cresce a taxa n

L,
— =n
L



Restricao Orcamentaria
@ Dividindo por L; ambos os lado da RO:

K: K: G
2t (=)t 2t
-9
K
—t:(rt—S)kt—Ct
Lt
o Note que:
K,
kt:Tt
t
Kl — KLy Ky
kt_ L% L—t—ktn
K )
.i—kt—i—ktn
Le

@ Substituindo na expressdo acima:

kt:(rt—é—n)kt—ct




Problema da Familia Representativa
@ Dados kg e {rt}t€[07m), familia resolve:

max / e Ptu(cy)dt
{et}eco) 1kt }ec(00) /O

S.a: /.(t = (rt—(s—n)kt—ct

@ Hamiltoniano:

177/_1
% —{—At[(rt — 6 — n)kt — Ct]

= e Pt
¢

@ c é controle e k é variavel de estado

o= =g = | —Ae = Ae(re— 6 —n)

lim A,tkt =0
t—roo




Problema da Familia Representativa

De (1)

—pt—yIn(ct) = In(At)

Diferenciando em relacdo ao tempo

G
Ct_kt
Combinando com a eq (2)
A«t_ C:t
S eprr—n-6-n

Equacdo de Euler:




Equilibrio

@ Firmas contratam capital da familia para produzir:

T = AKt - rth

Portanto: rr = A

Em equilibrio:
G A- o0—n—p

Ct '}/
Se A> 0+ n+p, entdo existe crescimento de longo prazo



Balanced Growth Path

@ Trajetéria de crescimento balanceado (Balanced Growth Path - BGP)
> Principais variaveis crescem a taxas exponenciais constantes
» Equivalente ao estado estaciondrio quando ha crescimento de longo
prazo
» Tendéncia de longo prazo
.y.t ét kt
—=—=-"=8
Yo ¢ ke
@ Neste caso ndo ha dindmica transitoria
» Economia sempre se encontra na trajetéria de crescimento balanceado

A-5-n—p

¢ Y



Balanced Growth Path

@ Restricdo adicional sobre os parametros
» Garantir que Up seja limitada
» Condic3o de transversalidade satisfeita
Como ¢; = cgest

oo 1_7 1) 1—
Uo :/ A —— _1dt:/ e‘Pti(Coegt) ydt:
0 1-vy 0 1-vy

/ olp+e(t-mit o~ 4y

0 1-vy

@ Para que Up seja limitada, devemos ter:
—p+g(l-7)<0«
(I-7g<p<=

A-8—n—
(1—3/)%@3@

(P> (- 7(A—8—n)|ou A<5+n+1%y




Condicdo de Transversalidade

@ Condic3o de transversalidade é dada por:
lim ktAy =0 <
t—oo
lim koeSte P(cpef') " =0«
—»00

lim koc, TelP+e(=nlt — g
t—oo

e Dado que —p +g(1—7) <0, a condi¢do de transversalidade também
esta satisfeita com a restricdo sobre os pardmetros



Encontrando ¢y

@ Para encontrar ¢y use a R.O. intertemporal. Supondo n=0:

ki —(A—8)ki = —ct = —qpeft &

[ke — (A— 8)ke]eA=0)t — _qyele—(A-d)]t (4)
dkte—(A—5)t
dt
@ Note que:
g—(A—5)= m_(,q_g)

o) 2
(A=8)A-7-p _,




Encontrando ¢y

@ Integrando ambos os lados de (4):

=dkee” (A0 e ALS) Ay
e A % ~tlp—~(A-8)1-/7|”
(JL € ) A 0
=0(Checar!) =01




Taxa de crescimento de k¢

e Considere a equacdo (5), mas iniciando em um instante t:

- —(A-8 00
/ Mdf — —/ coe P=(A=-MY g7 &
t t

dt
0
lim k.e= T) — ke (A7 =
o {0 _ eft[pfm—sxl—yn/q
[p—(A=8)(1-D]/y

Logo:

’jg

- ) ond [PHA=OC=Y)

A -y p{[ % e 5)} t}

ke = koet[Aﬂs*P]/Y = koe#t

@ y; = Ak; também cresce a taxa g.



Extensoes

@ Dois insumos acumulaveis: capital fisico e capital humano
» Retornos marginais decrescentes em relacdo a cada um deles
individualmente
» Porém retornos constantes em relacdo a ambos
@ Learning by doing (Romer, 1986):
> No nivel da firma, capital apresenta retornos marginais decrescentes
» Mas ha uma externalidade no nivel agregado, que pode anular retornos
marginais decrescentes



Dois insumos acumulaveis

@ Por simplicidade n3o ha crescimento populacional
» Populacio/forca de trabalho normalizada em 1
» Variaveis per capita = varidveis agregadas
@ Funcao de producio:
Yt = F(kt, ht)
> k. capital fisico; hy: capital fisico
o F satisfaz:
» Retornos constantes de escala
» Condicdes de Inada
@ Em particular, hd retornos marginais decrescentes em relacdo a cada

insumo



Familia representativa

@ Renda em t = renda do capital fisico (r:k:) + renda do capital
humano (w;hy)

@ Pode ser usada para consumo, investimento em capital fisico e
investimento em capital humano

@ Restricdo Orcamentaria em t:
ke = reke + wehe — ¢ — ip t — Oke

em que:
> w;: salario por unidade de capital humano
> ip¢: investimento em capital humano
» Oy taxa de depreciacio do capital fisico

@ Lei de movimento do capital humano
he = ipt — Sphe

em que Oy é a taxa de depreciacdo do capital humano



Problema do familia representativa

o Utilidade instantdnea do individuo é dada por:
ctl_y
1-vy

u(er) =

@ Consumidor resolve:

max / e Ptu(c)dt
{ct o) Lkt Pt b re(0.0) /O

<a kt:rtkt+Wtht_Ct_ih,t_6kkt
| he = ine — Bphy

@ Hamiltoniano:
%: e_th(Ct)—}—lt[kt(rt—6k)+Wtht—Ct—l.ht]“—,ut[l.ht—ahht]

» Controles: ¢; e ipt
» Estados: k; e h;



Problema do Consumidor

H=0=ePtc,

=0 =

jﬂ:—};t:>

:At:>

—At

lt(rt

Ok)

My = — s :>‘)~tWt—Ht5h = —I»l.t‘

@ Temos ent3o:

7Lt U = wp — Op = 1 — Ok
),

n p+yc—t — & =

G _ Ok —p

Ct Y




Problema da Firma

@ Problema da firma é dado por:

maxXx F(kt, ht) — Wtht — rtkt

ty !t

e CPO's:
B dF (ke hy)
Tk
B dF (ke, ht)
e T o h,

.. ~ k - . L. .
@ Definindo k; = h—t : razdo capital fisico - capital humano.
t

@ F satisfaz retornos constantes de escala, logo:



Problema da Firma

@ Reescrevendo as CPO's:
rr = f,(Et)
~——
PMgk
Wy = f(Et) — Etf/(Et)
N—
PMgh

@ Note que: r é decrescente em k e w é crescente em k

o Dado que wy — 8, = ry — Ok, temos:

f(ke) — kef' (k) — 8p = f'(ke) — Sk

crescente em k decrescente em k

o Logo, k: = k* constante no tempo, dado implicitamente por:

f(K*) = k*F(k*) — 8y = (k) - &




Taxa de crescimento

@ Logo, a taxa de crescimento do consumo é constante e dada por:

g:ﬁ: f(k)— 8 —p
Ct Y

@ Similarmente ao modelo AK simples

he ke Ve G _
he ke i o
e Se f'(k*) > &+ p taxa de crescimento é positiva.

@ De maneira similar ao modelo AK basico, é preciso impor restricGes
sobre parametros de modo que:

-p+g(l—-7)<0



Taxa de crescimento
@ Caso particular com solucao fechada
@ Funcdo de produgdo Cobb-Douglas: Y = Ak*pi=o
S P =Aaket
> f(k)—kf'(k)=A(1— a)k®
@ Suponha mesma taxa de depreciacdo para os dois insumos:
Ok =06,=290
@ Portanto:
A(l—a)k** —§ = Aak** 1 —§
o
1-a

7)< A <1fa> - =Aa*(1— o)™ ®

k

@ Taxa de crescimento
Ao(l—a)l*—5—p
g§= ¥




Learning by doing

Romer (1986)
Crescimento com Externalidades

» Capital apresenta retornos marginais decrescentes no nivel individual
» Externalidade no nivel agregado pode anular os retornos marginais
decrescentes

@ Ha um conjunto de firmas idénticas, distribuidas uniformemente no
intervalo [0,1]
@ Usam capital e trabalho para produzir
» Capital agregado afeta produtividade agregada (externalidade)
@ Concorréncia perfeita
» Inovacdo ndo intencional



Firmas

@ Produto da firma i:

Yi(i) = F(Ke(i), AeLe(7))

A¢: Produtividade (cada firma toma A; como dado)
F(-) satisfaz:

» Retornos constantes de escala

» Condicdes de Inada

H4, portanto, retornos marginais decrescentes no nivel da firma.

e Concorréncia perfeita:

o — OF(Ke(7), AcLe(7))
‘ dL,

L _ OF(Ki(i). AcLe (i)
' OK;




Firmas

@ Como todas as firmas s3o idénticas:

Y
@ Definindo y = —




Firmas

@ Portanto:

IF(K:,AtLy) d A (Acl ~ [ Aely
=~ = = K —— | = At
" oL, oL |t UK ke
@ Suponha nlmero de trabalhadores constante e igual a L:
7 Acl Ath Al
K K K
Acl
= A f'
( Kt )



Learning by doing

@ Produtividade agregada depende do estoque de capital agregado:
At — BKt, B > 0

> Learning by doing
» Externalidade de uma firma sobre as demais
At == BKt i
A¢
t_ B
K. °
re = f(BL) — BLf' (BL)

@ r; é constante no tempo
o Capital tem retornos marginais decrescentes no nivel individual

@ Porém, tem retornos marginais constantes no agregado por conta da
externalidade



Taxa de crescimento

@ Analogamente aos problemas anteriores:

& r—8-p

Ct Y

@ Logo, a taxa de crescimento é dada por:

g:

f(BL)—BLf'(BL)—8—p

Y

e Se f(BL)—BLf'(BL) > &+p , entdo g > 0.




Taxa de crescimento

e Condicdo para que utilidade seja limitada: —p+g(1—7) <0
p > (1—7v)(f (BL)— BLf'(BL) - &)

o Efeito escala:

ag _1 2 2 il . _BLfAﬂ(BL)
73(BL) = }’[f (BL)—f'(BL)—BLf"(BL)] = ———=
21 g
e Dado que " (BL) <0 (Checar!) = >0

(BL)



Eficiéncia
@ Problema do Planejador Central. Dado Ky > 0:
max Up :/ e Plu(c,)dt
{ct}tefo.) 0
Kt - F(Kt,AtL) - Ct - 6Kt
s.a:

At - BKt

@ Reescrevendo a restricao de recursos:

Kt - F(Kt,AtL)— Ct—SKt

Al
—th< Kt>—Ct—8Kt

@ Dividindo por L

Ke Kin (AL G
T Lf<Kt>_L_5L:>

kt = ktf(BL) — Ct — 5kt




Eficiéncia
@ Hamiltoniano:
H = e Ptu(c) + Ae[ke F (BL) —c; — Ski]
~——
N3o ha retornos marginais decrescentes no agregado!
o Condicdes de 6timo:
e’ .
’ \ t
H.=e P () A=0=>"=—p—y—
t
o= —Ae = —Le = M[F (BL) — §]

@ Temos ent3o:




Eficiéncia

Lembrando que, no equilibrio competitivo:

f(BL)—BLf'(BL)—8—p

g:

@ Solucdo eficiente:
_ca_f(BL)-6-p

Ct Y

*

Portanto:

g>g
Planejador central internaliza impacto da acumulacdo de capital sobre
a produtividade agregada



