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Exercicio

@ Analise a sub-rotina recursiva abaixo:

1 sub-rotina fatorial (n: numérico)
2 inicio
declare aux numérico;
se n=1
entdo aux < 1
sendo aux « nx fatorial(n — 1);
fatorial + aux;
fim

3
4
5
6
7
8
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Regras para o calculo

@ Sub-rotinas recursivas:

e Se arecursdo é um “disfarce” da repeticéo (e, portanto, a
recursao esta mal empregada, em geral), basta analisa-la
como tal,

e O exemplo anterior é obviamente O(n).

@ Eliminando a recursao:

1 sub-rotina fatorial (n: numérico)
2 inicio
declare aux numérico;
aux + 1
enquanto n>1 faca
aux « aux = m;
n<«n-—1;
fatorial + aux;
fim
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Regras para o calculo

@ Sub-rotinas recursivas:

e Em muitos casos (incluindo casos em que a recursividade
€ bem empregada), é dificil transforma-la em repeti¢ao:

@ Nesses casos, para fazer a analise do algoritmo, pode ser
necessario usar a analise de recorréncia.

@ Recorréncia: equacao ou desigualdade que descreve uma
fungao em termos de seu valor em entradas menores.

@ Caso tipico: algoritmos de divisdo-e-conquista, ou seja,
algoritmos que desmembram o problema em varios
subproblemas que sdo semelhantes ao problema original,
mas menores em tamanho, resolvem os subproblemas
recursivamente e depois combinam essas solugdes com o
objetivo de criar uma solugdo para o problema original.
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Regras para o calculo

@ Exemplo de uso de recorréncia:
e Numeros de Fibonacci:

e 0,1,1,2,3,5,8,13...
o fib(0) =0, fib(1) = 1, fib(i) = fib(i — 1) + fib(i — 2).

e Arotina:
1 sub-rotina fib(n: numérico)
2 inicio
3 declare aux numérico;
4 se n<=1
5 entdo aux < n
6 sendo aux « fib(n— 1)+ fib(n — 2);
7 fib < aux;
8 fim
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Regras para o calculo

@ Seja T(n) o tempo de execugéao da fungéao:

e Caso1: Sen=0o0un=1, otempo de execugao é
constante, que é o tempo de testar o valor de n no
comando se, mais atribuir o valor 1 a variavel aux, mais
atribuir o valor de aux ao nome da fungao; ou seja,
T(0)=T(1)=38.

e Caso 2: Se n > 2, o tempo consiste em testar o valor de n
no comando se, mais o trabalho a ser executado no senéo
(que é uma soma, uma atribuicdo e 2 chamadas
recursivas), mais a atribuicdo de aux ao nome da fungao;
ou seja, arecorréncia T(n) = T(n—1)+ T(n—2) + 4, para
n>2.
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Regras para o calculo

@ Muitas vezes, a recorréncia pode ser resolvida com base
na préatica e experiéncia do analista,
@ Alguns métodos para resolver recorréncias:

e Método da substituicao,
o Método mestre,
@ Método da arvore de recursao.
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Resolucao de recorréncias

@ Método da substituigao:

@ Supobe-se (aleatoriamente ou com base na experiéncia) um
limite superior para a fungdo e verifica-se se ela ndo
extrapola este limite:

@ Uso de indugédo matematica.

e O nome do método vem da “substituicao” da resposta
adequada pelo palpite,

o Pode-se “apertar” o palpite para achar fungdes mais
exatas.
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Resolucao de recorréncias

@ Método mestre:

e Fornece limites para recorréncias da forma
T(n)_: aT(g)+f(n),emquea>1,b>1ef(n)éuma
fungéo dada,

e Envolve a memorizagéo de alguns casos béasicos que
podem ser aplicados para muitas recorréncias simples.
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Resolucao de recorréncias

@ Método da arvore de recurséo:

e Traga-se uma arvore que, nivel a nivel, representa as
recursdes sendo chamadas,

e Em seguida, em cada nivel/né da arvore, sdo acumulados
0s tempos necessarios para o processamento:

@ No final, tem-se a estimativa de tempo do problema.

e Este método pode ser utilizado para se fazer uma
suposicao mais informada no método da substituicao.
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Resolucao de recorréncias

@ Método da arvore de recursao:

e Exemplo: algoritmo de ordenagéo de arranjos por
intercalacao:

@ Passo 1: divide-se um arranjo nao ordenado em dois
subarranjos,

@ Passo 2: se os subarranjos nao sao unitarios, cada
subarranjo é submetido ao passo 1 anterior; caso contrario,
eles séo ordenados por intercalagio dos elementos € isso é
propagado para os subarranjos anteriores.
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Ordenacéo por intercalacao

@ Exemplo com arranjo de 4 elementos:
Arranjo inicial
[3[1]4]2]
SN B |
n Diviso em arranjos menores

™~ i
Intercalagao em ordem
N/
[1]2]3]4]

Arranjo final ordenado

@ Implemente a(s) sub-rotina(s) e calcule sua complexidade.
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Resolucao de recorréncias

@ Método da arvore de recursao:
e Considere o tempo do algoritmo (que envolve recorréncia):

T(n)=c,sen=1
T(n)=2T(5)+cn,sen>1

6 - SCC-201: lIl. Anélise de Algoritmos - Parte 2
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Resolucao de recorréncias

T(n) en

/\

T(n/2) T(n/2) cnf2 cnl2

AYA

T(nl4) T(n/4) T(n/4) T(nf4)

(a) (b) (c)
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Recorréncia [4]

Resolucao de recorréncias
Cch T | L cr
A / \
cnl2 5D emsesssssmssssssssi]ns cn
logrn+1 / \
cnf4 crnld crfd crnld et [ cn

/A A AR A |

. & € c (e € see c c . T
21

Total: cnlogn + cn
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Resolucao de recorréncias

@ Tem-se que:

Jodo Luis G. Rosa

Na parte (a), ha T(n) ainda ndo expandido,

Na parte (b), T(n) foi dividido em &rvores equivalentes
representando a recorréncia com custos divididos (T(3)
cada uma), sendo cn o custo no nivel superior da recursao
(fora da recurséao e, portanto, associado ao né raiz),

No fim, nota-se que o tamanho da &rvore corresponde a
(log n)+ 1, o qual multiplica os valores obtidos em cada
nivel da arvore, os quais, nesse caso, sao iguais:

@ Como resultado, tem-se cn log n+ cn, ou seja, O(n log n).

- SCC-201: Ill. Anélise de Algoritmos - Parte 2
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Resolucao de recorréncias

@ Alguns dizem que a expressao correta é “f(n) € O(g(n))™
e Seria considerado redundante e inadequado dizer
“f(n) < O(g(n))” ou (ainda pior) “f(n) = O(g(n))”,
e Nao é incorreto (embora ndo seja usual) dizer
“f(n) € O(g(n))”, j& que o operador Big-oh representa todo
um conjunto de fungoes.
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Exemplo 1

@ O préximo slide [2] mostra a arvore de recursdo para
T(n) = 3T(n/4) + cr?:

e Assume-se que n é uma poténcia de 4 para que os
tamanhos dos sub-problemas sejam inteiros,

e Parte (a) mostra T(n), que é expandido na parte (b) em
uma arvore equivalente representando a recorréncia,

e O termo cn? na raiz representa o custo no nivel superior da
recursao e as trés sub-arvores da raiz representam os
custos dos sub-problemas de tamanho n/4,

@ A parte (c) mostra esse processo um passo a frente
expandindo cada né com custo T(n/4) a partir da parte (b),

e O custo de cada um dos trés sucessores da raiz € c(n/4)2,

e Continua-se expandindo cada n6 da arvore, quebrando-o
em suas partes constituintes, como determinado pela
recorréncia.
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T(n) en?

T(Z) T(E) T(%) c(2) ez c(2)
T(H) T(3) T(E) T(5) T(R) T T (R T
(a) (b) «©)
cn? cn
(@ @) Lon?
logyn ‘ ‘
T(1) T() T T() TA) T() TA) T() T() T -« T) T() T) - O(n7)
-
s

@ Total: O(n?)
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Exemplo 1

@ Como os tamanhos dos sub-problemas descrescem por
um fator de 4 cada vez que descemos um nivel, deve-se
alcangar uma condicao limite.

@ Quéo longe da raiz alcangcaremos?

@ O tamanho do sub-problema para um n6 na profundidade i
én/4'.

@ Portanto, o tamanho do sub-problema alcanga n = 1
quando n/4' = 1, ou equivalentemente, quando / = log, n.

@ Ou seja, a arvore tem log, n+ 1 niveis (em profundidades
0, 1,2, ..., logyn).
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@ Depois, determina-se o custo em cada nivel da arvore.

@ Cada nivel tem trés vezes mais nés que o nivel acima, e
portanto o numero de nés na profundidade i é 3'.

@ Como os tamanhos dos sub-problemas reduzem por um
fator de 4 para cada nivel a partir da raiz, cada né na
profundidade /, parai=0,1,2,...,lo9, n — 1, tem um custo
de c(n/4')2.

@ Multiplicando, o custo total de todos os nds na
profundidade i é 3'c(n/4')2 = (3/16) cr?.

@ O nivel do fundo, na profundidade log, n, tem
310947 — 19943 ngs, cada um com custo T(1), para um
custo total de n'°93T(1), que é ©(n'°%3), assumindo T(1)
como uma constante.
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@ Custo da arvore inteira:

2 3 2 3 2 2 1094 =1 2 log, 3
T(n=cn+ zenm+ | —= | en"+--- + 16 cn® +0(n°%7)

16 16
logq n—1 3 i
_ > 2 logy 3
T(n) = ; (16) cn’ + ©(n°%?)
_ (3/16)" 1, log, 3
T(n)_7(3/16)—1 cn® +O(n°%°)
pois
n n+1
el xt Pt pxn= X =1
pard x—1
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Quando a soma ¢ infinita e |x| < 1

ixk:11

k=0
Logo
log, n—1 i 00 i
T _ . 3 : 2 o) log, 3 i : 2 =) log, 3
(n) = 15 ) crte(n ) <> 15 ) erre(n®%?)
i=0 i=0
= e CP + O(n'°%3 ):E0n2+@(n'°943):(9(n2).
1—(3/16) 13

pois log, 3 = 0.79.
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Exemplo 2

@ Outro exemplo [2]: &rvore de recursao para
T(n)=T(n/3)+ T(2n/3) + O(n).
@ c representa o fator constante no termo O(n).

@ Quando se adiciona os valores ao longo dos niveis da
arvore de recursao, chega-se ao valor de cn para cada
nivel.

@ O caminho mais longo da raiz a uma folha é
n— (2/3)n— (2/3)?n — --- — 1.

@ Como (2/3)kn =1 quando k = logs , N, a altura da arvore
€ 1093/, .
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Exemplo 2

\ cn - cn
/ AN
// \
i ~
c (% c ('—:') - cn

logy, 1

(5 co(F)  oF (F) = o

[ s s [

\ I

Total: O(nlgn)
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Exemplo 2

@ Intuitivamente, espera-se que a solugao para a recorréncia
seja ho maximo o nimero de niveis vezes o custo de cada
nivel, ou O(cnlogs , n) = O(nlog n).

@ A figura mostra apenas os niveis superiores da arvore de
recursao e no entanto, nem todo nivel contribui com um
custo de cn.

@ Considere o custo das folhas.

@ Se a arvore for uma &rvore binaria completa de altura
logg » n, entao haveria 2°%/2" = /%22 folhas.

@ Como o custo de cada folha € uma constante, o custo total
de todas as folhas seria ©(n'°%/22) = w(nlog n)*, ja que
logs » 2 € uma constante maior que 1.

'Diz-se que f(n) é little 6émega g(n) ou que f(n) = w(g(n)), se e
somente se f(n) = Q(g(n)) e f(n) # ©(g(n)). A taxa de crescimento de f(n)
€ maior do que a taxa de g(n).
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@ Esta arvore de recursdo ndo € uma arvore binaria
completa, portanto ela tem menos de n'°%/22 folhas.

@ Consequentemente, niveis proximos do fundo contribuem
menos que cn para o custo total.

@ Como estamos preocupados apenas em adivinhar
(método da substituicao), ndo precisamos nos preocupar
com o custo exato.

@ Portanto, nosso “chute” para o limite superior sera
O(nlog n).

@ Usaremos entdo o método da substituicdo para verificar
que O(nlog n) é um limite superior para a solugéo da
recorréncia.

@ Mostramos que T(n) < d n log n, onde d é uma constante
positiva.
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Exemplo 2

@ Tem-se
T(n) < T(n/3)+ T(2n/3) +cn

<d(n/3)log(n/3) + d(2n/3)log(2n/3) + cn
= (d(n/3)logn—d(n/3)log3)
+(d(2n/3)logn— d(2n/3)1og(3/2)) + cn
=dnlogn—d((n/3)log3+ (2n/3)log(3/2)) + cn
=d n logn—d((n/3)log3+(2n/3)log3—(2n/3)log2)+cn
=dnlogn—dn(log3—-2/3)+cn
<dnlogn
@ desde que d > ¢/(log3 — (2/3)).
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Problema das 8 Rainhas

|E

Exercicio proposto

Resolver, através da recursao, o problema das 8 rainhas.
Fazer a analise do algoritmo em termos de big-Oh (equacao de
recorréncia). O problema das 8 rainhas consiste em colocar
num tabuleiro de xadrez (matriz 8 x 8), 8 rainhas, uma em
cada linha, de tal forma que uma rainha ndo “coma” outra.
Lembre-se de que a rainha é a peca do xadrez que se
movimenta qualquer nimero de casas na vertical, na horizontal
e nas diagonais.

Obs.: O problema tem 92 solugdes distintas.
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Problema das 8 Rainhas

92 Solucdes:

15863724 16837425 17468253 17582463 24683175
25713864 25741863 26174835 26831475 27368514
27581463 28613574 31758246 35281746 35286471
35714286 35841726 36258174 36271485 36275184
36418572 36428571 36814752 36815724 36824175
37285146 37286415 38471625 41582736 41586372
42586137 42736815 42736851 427518683 42857136
42861357 46152837 46827135 46831752 47185263
47382516 47526138 47531682 48136275 48157263
48531726 51468273 51842736 51863724 52468317
52473861 52617483 52814736 53168247 53172864
53847162 57138642 57142863 57248136 57263148
57263184 57413862 58413627 58417263 61528374
62713584 62714853 63175824 63184275 63185247
63571428 63581427 63724815 63728514 63741825
64158273 64285713 64713528 64718253 68241753
71386425 72418536 72631485 73168524 73825164
74258136 74286135 75316824 82417536 82531746

83162574 84136275
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Precaugbes e aplicagbes P ~
N plicag Andlise de recursao

Cuidado!

@ A andlise assintética é uma ferramenta fundamental ao
projeto, analise ou escolha de um algoritmo especifico
para uma dada aplicacao,

@ No entanto, deve-se ter sempre em mente que essa
andlise “esconde” fatores assintoticamente irrelevantes,
mas que em alguns casos podem ser relevantes na
pratica, particularmente se o problema de interesse se
limitar a entradas (relativamente) pequenas:

e Por exemplo, um algoritmo com tempo de execucéo da
ordem de 10'%n & O(n), assintoticamente melhor do que
outro com tempo 10 n log n, o que nos faria, em principio,
preferir o primeiro,

e No entanto, 10'% & o nimero estimado por alguns
astrénomos como um limite superior para a quantidade de
atomos existente no universo observavel!
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9 Precaucdes e aplicacdes

@ Analise de recursao
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Andlise de algoritmos recursivos

@ Muitas vezes, temos que resolver recorréncias:

e Exemplo: pesquisa binaria pelo nimero 3:
Arranjo ordenado

|1]3]5]6]|8][11]15]16]17]

E o elemento procurado?

|1]3]5]6]8][11]15]16]17]

E o elemento procurado?

|1]3]5]6]8][11]15]16]17]

E o elemento procurado?

Jodo Luis G. Rosa (© 2016 - SCC-201: lll. Analise de Algoritmos - Parte 2
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Precaugdes e aplicacoes o0 =
N piicag Andlise de recursao

Exercicios propostos

Implemente o algoritmo da busca binaria em um arranjo
ordenado, teste e analise o algoritmo,

@ Faca um algoritmo para resolver o problema da maior
soma de subsequéncia em um arranjo e analise-o:
|-2[11]-4]13] 5] 2]
20

© Implemente o algoritmo de Euclides para calcular o
maximo divisor comum para 2 numeros, e faga a andlise
de recorréncia do mesmo,

© Escreva e analise um algoritmo recursivo para calcular x”.
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Método Geral
Indugao
Divisdo-e-conquista Big-Oh

Estratégia

@ Dada uma fungao para computar n entradas, a estratégia
divisdo-e-conquista separa as entradas em k subconjuntos
distintos, 1 < k < n, levando a k subproblemas,

@ Estes subproblemas devem ser resolvidos, e entdo um
método deve ser encontrado para combinar subsolugdes
em uma solugéo do todo,

@ Se os subproblemas ainda forem muito grandes, entao a
estratégia divisdo-e-conquista pode ser reaplicada,

@ Os subproblemas resultantes sdo do mesmo tipo do
problema original.
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Estratégia

@ A reaplicagdo do principio € naturalmente expressa por um
algoritmo recursivo,

@ Subproblemas do mesmo tipo cada vez menores sao
gerados até que finalmente subproblemas que séao
pequenos o suficiente para serem resolvidos sem a
separagao sao produzidos.
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Estratégia

@ Considere a estratégia divisdo-e-conquista com a
separacao da entrada em dois subproblemas do mesmo
tipo,

@ Pode-se escrever uma abstracao de controle que espelha
a forma como um algoritmo baseado na estratégia
parecera,

@ Por abstracdo de controle entende-se um procedimento
cujo fluxo de controle é claro mas cujas operagdes
primarias sao especificadas por outros procedimentos
cujos significados precisos séao indefinidos,

@ DEC é inicialmente chamado como DEC(P), onde P é 0
problema a ser resolvido.
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@ PEQUENO(P) é uma fungéo booleana que determina se o
tamanho da entrada é pequeno o suficiente para que a
resposta possa ser computada sem dividir a entrada,

@ Se isso for verdade, a fungao S € chamada,

@ De outra forma, o problema P € dividido em subproblemas
menores,

@ Estes subproblemas py,po,...pk, sao resolvidos por
aplicacdes recursivas de DEC,

@ COMBINE é uma funcao que determina a solucao para P
usando as solucdes para os k subproblemas,
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Algoritmo DEC(P)
{
Se PEQUENO(P) entdo retorne S(P);
senao
{
Divida P em insté&ncias menores pi,P2, ...Px, kK>1;
Aplique DEC a cada um destes subproblemas;
retorne COMBINE (DEC(py), DEC(p2), ..., DEC(pk));
}
}
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@ Se o tamanho de P é n e os tamanhos dos k
subproblemas sao ny, no, ..., N, respectivamente, entao o
tempo de computacao de DEC(P) é descrito pela relacao
(equacao) de recorréncia:

B g(n) npequeno
T(n) = { T(ny) + T(m2) + ...+ T(nk) + f(n) ngrande

@ onde T(n) € o tempo para DEC em qualquer entrada de
tamanho n e g(n) é o tempo para computar a resposta
para entradas pequenas,

@ A funcgéo f(n) é o tempo para dividir P e combinar as
solugdes para os subproblemas.
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Recorréncias

@ Para algoritmos baseados em divisdo-e-conquista que
produzem subproblemas do mesmo tipo do problema
original, € muito natural descrever estes algoritmos usando
recursao.

@ A complexidade de muitos algoritmos divisdo-e-conquista
€ dada por recorréncias da forma:

T(1) n=1
T(n) = { aT(n/b) + f(n) n> 1

@ onde a e b sao constantes conhecidas. Assume-se que
T(1) é conhecido e n é uma poténcia de b (isto é, n = b¥).

Jo&o Luis G. Ros 016 - SCC-201: . Andlise de Algoritmos - Parte 2



Método Geral
Indugao
Divisdo-e-conquista Big-Oh

Método da substituicao

@ Um dos métodos para resolver tal relagao de recorréncia é
chamado de método da substituicio,

@ Este método repetidamente faz substituicbes para cada
ocorréncia da fungéo T do lado direito até que todas as
ocorréncias desaparegcam,

@ Exemplo: Considere o casono quala=2e b= 2. Seja
T(1) =2e f(n) = n. Tem-se:

T(n) 2T(n/2)+n
2[2T(n/4)+n/2] +n
4T(n/4) +2n

= 4[2T(n/8) + n/4] +2n
= 8T(n/8)+3n
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Método da substituicao

@ Em geral, nota-se que T(n) = 2/T(n/2') + in, para
qualquerlog n>i>1,

@ Em particular, entdo, T(n) = 2'°9 "T(n/2'°9 ") 4+ n log n,
correspondente a escolha de i = log n. Portanto,
T(n)=nT(1)+nlog n=n log n+2n.
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Estratégia

@ Outro Exemplo: Seja T(n) = T(n— 1) + t,. Pode-se
escrever T(n—1)=T(n—1—-1)+ t, desde que n > 1.

@ Como T(n— 1) aparece no lado direito da primeira
equagao, pode-se substituir o lado direito inteiro da ultima

equacao,
@ Repetindo o processo, chega-se a:
T(n) = Tn-1)+1b
(Th—2)+b)+ b
T(n—2)+2b
= (T(n—3)+t2)+2t2
= T(n-3)+3b
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Estratégia

@ O préximo passo requer certa intuicdo. Pode-se tentar
obter o padrdo emergente. Neste caso, é 6bvio:
T(n)=T(n—k)+ ktr,onde 1 < k <n.

@ Se houver duvidas sobre nossa intuigdo, sempre pode-se
provar por inducao:

e Caso Base: Para k = 1, a formula é correta:
T(N=T(n—1)+b.

e Hipétese Indutiva: Assuma que T(n) = T(n — k) + ki
para k =1,2,.... Assim, T(n) = T(n—1) + It.

@ Note que usando a relagao de recorréncia original pode-se
escrever T(n—=T(n—1—-1)+ t, paral < n.
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Estratégia

@ Logo:
T(n) Tn—1-1)+b+Ib
= T(n-(+1)+{+1)b
@ Portanto, por indugédo em /, a formula esta correta para
todo0 < k < n.
@ Portanto, mostrou-se que T(n) = T(n — k) + ki, para
1 < k < n. Agora, se n é conhecido, pode-se repetir o
processo até que se tenha T(0) do lado direito.
@ O fato de que n é desconhecido nao deve ser impeditivo:
consegue-se T(0) do lado direito quando n— k = 0. Isto é,
k = n. Fazendo k = ntem-se
T(n) T(n—k)+ kt
T(O) + nty
ty + nt
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@ Como as relacdes de recorréncia podem ser usadas para
ajudar a determinar o tempo de execugao (big-Oh) de
funcdes recursivas,

@ Uma funcao com, caracteristicas similares: qual é a
complexidade assintotica da fungdo FACACOISA mostrada
abaixo? Por que?

@ Assuma que a fungdo COMBINE roda no tempo O(n)
quando |left — right| = n, i.e., quando COMBINE é usada
para combinar n elementos no vetor a.
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void FacaCoisa(int afl],

int left, int right)
// pbscondicdo: alleft] <= <= al[right]
{
int mid = (left+right)/2;
if

(left < right)
{

FacaCoisa(a, left,mid);
FacaCoisa (a,mid+1, right);

Combine (a, left,mid, right);
}

}

@ Esta funcao é uma implementacao do algoritmo de
ordenagédo merge sort.

@ A complexidade do merge sorté O(n log n) para um vetor
de n elementos.
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A Relacao de Recorréncia

@ Seja T(n) o tempo para FACACOISA executar em um vetor
de n elementos, i.e., quando |left — right| = n.

@ Veja que o tempo para executar um vetor de um elemento
é O(1), tempo constante.

@ Tem-se entado o seguinte relacionamento:

T(n) :{ ?9{1(/)7/2)+(9(n) o O(n) é para COMBINE

@ Este relacionamento é chamado de relacdo de recorréncia
porque a funcdo T(...) ocorre em ambos os lados de “=".

@ Esta relacdo de recorréncia descreve completamente
descreve a fungdo FACACOISA, tal que se se resolver a
relagao de recorréncia pode-se saber a complexidade de
FACACOISA ja que T(n) € o tempo para executar
FACACOISA.
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Caso base

@ Quando se escreve uma relagao de recorréncia, deve-se
escrever duas equagdes: uma para o caso geral e uma
para o caso base.

@ As equacdes referem-se a fungdo recursiva a qual a
recorréncia se aplica.

@ O caso base é normalmente uma operagao O(1), apesar
de poder ser diferente.

@ Em algumas relag6es de recorréncia o caso base envolve
entrada de tamanho um, tal que escreve-se T(1) = O(1).

@ Entretanto ha casos em que o caso base tem tamanho
Zero.

@ Em tais casos, a base poderia ser T(0) = O(1).
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Resolvendo relacdes de recorréncia

@ Pode-se realmente resolver a relacio de recorréncia dada
no slide anterior:

e Escreve-se nem vez de O(n) na primeira linha para
simplificar.

T(n) = 2T(n/2)+n

= 2[2T(n/4)+n/2]+n
4T(n/4)+2n
4[2T(n/8) + n/4] 4+ 2n
8T(n/8)+ 3n

2KT(n/2%) + kn
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Resolvendo relacdes de recorréncia

@ Note que a ultima linha é derivada observando um padréo
— esta é a “sacada” — generalizagédo de padrdes
matematicos como parte do problema.

@ Sabe-se que T(1) =1 e esta € uma forma de terminar a
derivacéo. Na verdade, deseja-se que T(1) apareca do
lado direito do sinal de “=".

@ Isto significa que se quer n/2k =1 oun=2% oulog n= k.

@ Continuando com a derivagédo anterior, tem-se o seguinte
jaque k =log n

2kT(n/2%) + kn

21°9 "T(1) + (log n)n

n+nlog n [lembre-se que T(1) = 1]

O(n log n)
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Resolvendo relacdes de recorréncia

@ Resolveu-se a relagao de recorréncia e sua solucao é o
que se esperava.

@ Para tornar isto uma prova formal, seria necessario usar
indugéo para mostrar que O(n log n) é a solugéo para a
dada relagao de recorréncia,

@ Mas o método “rapido” mostrado acima mostra como
derivar a solucgéo,

@ A verificagdo subsequente que esta € a solugao é deixado
para algoritmos mais avancados.
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